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1. Uvod. Podle uéebnich osnov jsou redlnd &isla patrné nejslozitéjsim matema-
tickym objektem, se kterym by se méli, byt jen velmi letmo, sezndmit vSichni
zéci zékladnich $kol. Pro tento pozadavek je padny (i kdyZ jediny) diivod.
Jakmile se zaci nau¢i Pythagorovu vétu a zacnou ji vyuzivat k vipocttim délek
stran pravotuhlych trojuhelnikt, dockaji se nemilého prekvapeni: Naprostd vét-
Sina prirozenych ¢isel ma velmi ,slozité“ odmocniny, jejichz zapisy v desitkové
soustavé ,nikde nekoné¢i*. To vSak zaky ani dospélé prilis netrapi. Pti praktic-
kych vypoctech jsou totiz situace, kdy je nutné pocitat na vice nez Sest platnych
cifer, spise kuriézni. A tak lidé po cely Zivot pracuji se zaokrouhlenymi ¢isly,
aniz premysleji o podstaté ,idealné presnych® c¢isel. Dnes se pfitom uz témér
neobejdou bez pocitacu a kalkulacek, coz prispiva k tomu, Ze ¢isla v myslich
lidi vice a vice splyvaji se svymi zapisy v desitkové soustavé. (Zeptejte se né-
koho, jak si predstavuje napftiklad pfirozené ¢islo 791, vétSiné dotézanych se
vybavi spiSe tvar onéch t¥i arabskych cifer 7, 9 a 1, nez jejich funkce ve vztahu
k ¢islu 791.) Snadnd proveditelnost aritmetickych operaci na kalkuladce a jeji
displejovy kontakt s uzivatelem utvrzuji mnohé laiky v nazoru, ze do ,fiSe ne-
praktickych vymyslu“, uréenych toliko k trapeni Zactva, patii nejen iracionalni
¢isla (pokud jim ten termin viibec néco ¥ikd), ale i pocitani se zlomky.

Naznaceny pragmaticky postoj vétsiny soucasné populace k ¢islam, ktery
lze vyjadrit heslem ,praktické vypocty jsou kalkulem desetinnych éisel*, by
nas nemél piili§ rmoutit. Uvahy o podstaté ¢isel a jejich rtiznjch modelech
patii do té casti ,teoretické“ matematiky, se kterou by se méli seznamit az na
vysoké gkole pouze budouci matematikové-profesionalové a stfedoskolsti ucitelé
matematiky. Domnivam se, Ze je zcela prijatelné, kdyz absolventi stfednich
skol 1 inzeny¥i vymezuji iracionélni ¢isla negativnim zpiusobem, tedy jako cisla,
ktera nejsou racionalni, daji se vSak s libovolnou presnosti racionalnimi cisly
priblizit, jak je to nejcastéji zachyceno jejich (nekoneénymi a neperiodickymi)
zapisy v desitkové soustavé. Jak by stfedoskolaci méli rozumeét napiiklad
,nekoneénému“! zapisu 7 = 3,141592653...7 Odpovéd, ze jde o nekoneény
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1Zde jsou uvozovky opravdu na misté: provést nekoneény zapis je nad lidské sily
i prostiedky.
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je pri posuzovani podstaty redlnych ¢isel nepostacujici, nebot aritmeticky lze
interpretovat pouze soucty komecného poctu scitancid. Uspokojiveji vyzniva
odpovéd, Ze danym zapisem je uréeno to jediné ¢islo, které je mezi (usporadana)
racionalni ¢isla ,,vloZzeno“ tak, Ze plati nerovnosti

() 3<m<4, 31<m<32 3l4<wm<3]15 3141 <7 <3142, ...

Priblizujeme-li zakiim poprvé iraciondlni ¢isla, nezminujeme se pochopitelné
o potiebé budovat ¢iselné obory na pevnych teoretickych zédkladech. Lapidarné
feCeno: racionalni a iraciondlni ¢isla tady prosté jsou, pritom pouze ta prvni
dokéZeme vyjadiit v desitkové soustavé koneénymi zapisy.? I kdyZz je od
predstavy zaloZzené na odhadech (x) jiz velmi blizko ke skute¢né konstrukci
realnych ¢isel (jakozto t¥id jistych nekoneénych posloupnosti ¢isel racionélnich),
neméli bychom na stfedni skole zaky touto abstrakci zatézovat. Mnohem
dulezitéjsi je, aby zaci dobre rozuméli také geometrické interpretaci realnych
Cisel, pii které ¢isla ztotoziujeme s body na piimce (Giselné ose). Toto
(historicky prvotni) pojeti redlnych c¢isel je velmi nazorné, nemize vSak
byt vychodiskem pro teorii redlnych ¢isel té miry formaéalnosti, jakou dnes
v matematice vyzadujeme. Vysvétleme to podrobnéji v nésledujicim odstavci.

Zéci vidi pfimé ¢ary témér ve vsem, ¢im se lidé obklopuji (obrysy budov
a stén mistnosti, napjaté $ntry nebo dréaty, hrany riznych predméti apod.).
Stézi odhadneme, kolikrat jsme v hodinach geometrie narysovali podle pravitka
usecku. Asi nikdo z nés tehdy nezapochyboval o tom, Ze dokonalou pfimku
sice nikdo z lidi narysovat nedovede, pfesto tato ,idedlni“ ¢ara se ndm jevi
jako soucast objektivni reality. Iluze o tom, ze vlastnosti primky lze bez
vyjimky nachézet, vyvracet ¢i potvrzovat experimenty a vypocty podobné
jako teoretické zakonitosti v jinych prirodnich védach, je posilovana tim,
ze vzajemnou polohu zobrazenych bodd a jejich vzdalenosti wvidime, tedy
vniméame tim smyslem, ktery nam poskytuje o okolnim svété nejvice informaci.
Tato ,vizudlni podpora“ nam pii praci v matematice umoziuje intuitivné
predvidat vysledky a orientovat rozbory geometrickych situaci spravnym
smérem, ovSem s podstatnym omezenim: vidime vZdy jen konecény (nepiilis
velky) pocet jednotlivych bodid. Duraznéji fedeno: tseéku ¢l jinou spojitou
¢aru nevnimame jako nekone¢nou mnozinu bodd, ale pouze jako urcity tvar.
A tak je naSe vidéni geometrického svéta ponékud vzdaleno od soucasného
pojeti skolské matematiky, podle kterého je tsecka chapana jako mekonecnd
mnoZina bodd.? Nasim vizudlnim zkuSenostem a schopnostem lépe odpovida
staroreckd koncepce geometrie, podle které je tsecka pouhé misto pro body:

2] kdybychom vyvinuli jiny zptisob zapisovani éisel, neZ jsou obvyklé poziéni éiselné
soustavy, s pomoci kone¢ného poctu znakiu sestavime vzdy jen spocetné mnoho ruznych
konecnych zapisi; mnozina redlnych cisel je vSak nespocetna. Proto ,vétSinu“ realnych cisel
nelze popsat napriklad ani koneénymi vyrazy, ve kterych kromé cisel zapsanych v desitkové
soustavé vystupuji znaménka aritmetickych operaci a odmocnitka ¢i jiné symboly pro Feseni
algebraickych rovnic.

3Tim nijak ono mnozinové pojeti geometrickych ttvart nekritizuji; naopak dnesni uéebnici
geometrie, kterd by se obesla bez mnozinového jazyka (a tedy i symbolickych zapist typu
A € pNngq), bych snad ani nebyl schopen ¢&ist.
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pro Eukleida* bod tsecky neexistuje, dokud neni vybran nebo sestrojen
(napiiklad jako prusec¢ik daného mista-tisecky s druhym mistem-tseckou).
To pak znamend, ze po libovolném poctu konstrukénich krokd je ,ve hie“
vzdy pouze koneény pocet bodt. Jista bezstarostnost, se kterou predkladame
zaktim zédkladnich skol prohlaseni, Ze pifimka je nekoneénd mnozina bodi,
je v kontrastu s poznavaci bariérou, kterou tim prekracujeme: vlastnosti
nekone¢nych mnozin bodu nedokazeme ani posoudit praktickym modelovanim,
ani myslenkovym experimentem zalozenym na nasi vizualni predstavivosti.
I kdyz na tento kontrast zaky z pochopitelnych dvodd neupozornujeme,
zminénd bariéra se mize projevit, jakmile s zdky zacneme posuzovat pirechod
od racionélnich ¢isel k ¢islim iraciondlnim. Jak presvédcit zadky o tom, Ze na
,racionalni“ ¢iselné ose jsou ,diry“ a Ze ,redlna“ ¢&iselna osa je jiz ,aplna“?®
Ucitelé radéji se zaky o téchto faktech nediskutuji; obavam se, Ze nékteri
z nich sami nemaji v téchto vécech prili§ jasno. Zddraznéme nyni jen to, co
je z hlediska soucasného pojeti matematiky v tomto ohledu zésadni (vécnému
posuzovéni tématu se budeme vénovat v dalsich oddilech): I kdyZ pojmu
pfimka rozumime na zakladé praktickych zkuSenosti snad vSichni ,stejné“,
rozhodovat na tomto zakladé mtzeme pouze o takovych vlastnostech primky,
které se tykaji koneénych mnozin jejich bodd. Zadna ,p¥imka jako takova“
s objektivnimi vlastnostmi neexistuje, zalezi do jisté miry na néas, jakym
obsahem pojem primky jakoZto nekonetné mmnoziny bodt naplnime a jakou
teorii to pFinese. Uspésnym zpiisobem se tohoto tikolu zhostili néktei{ vyznamni
matematikové 19. stoleti. Vysledek jejich pristupu k zdkladim aritmetiky
prinesl celé matematice tak grandiézni uzitek, ze se redlna cisla zaradila mezi
nejpouzivanéjsi matematické pojmy s pevné ustalenym vyznamem. Pokusme se
v dal$im textu upozornit na nejdilezitéjsi milniky dlouhé cesty, kterd k tomuto
»Stavu dospélosti“ redlnych cisel vedla.

2. Cisla a mno#stvi. Zatimco ptivod pfirozenych ¢&isel v historii lidského
mysleni spojujeme s urcovdnim poctu diskrétnich objektil, tedy navzajem
samostatnych, izolovanych, dale nedélitelnych jednotek, potfeba jinych cisel
se v myslich lidi zacala formovat pfi urcovdni mnozstvi takovych ,spojitych®
geometrickych a fyzikalnich veli¢in, jako jsou délka, obsah, objem, hmotnost
nebo Cas. Dnes jim souhrnné fikame skaldrni veli¢iny a misto o ,,mnozstvi“
dané veli¢iny mluvime o jeji hodnoté. MizZeme se jen dohadovat o davnych
primitivnich zptsobech, jakymi byly hodnoty zminénjych veli¢in posuzovany;
puvodné byly rtzné hodnoty téze veli¢iny patrné pouze porovnavany slovy
,mensi“  stejny“ a ,veétsi“, mnohem pozdéji se zacalo prosazovat jejich

4EUKLEIDES z Alexandrie (asi 340-278 pi. n.l.), nejvyznamnéjsi anticky geometr, autor
slavnych Zdkladu, matematického dila, jez po dvé tisicileti ovliviiovalo vyvoj matematiky
a jejl vyuku.

5V zévéreéném oddile 9 vysvétlime, e i jednotliva realna &isla lze ,,obklopit“ novymi
(tzv. hyperrealnymi) ¢&isly, ktera se od prFislusného realného &isla lisi vzdy o ,nekoneéné malé
hodnoty“ a ktera s pivodnimi readlnymi &isly a ,nekonecné velkymi“ hyperredlnymi ¢isly
vytvareji neobvykle bohatou ,cCiselnou osu“, majici vlastnosti usporadaného pole. V tomto
poli vSak prestava platit Archimédiv princip (viz oddil 3), coz lze vyhodné vyuzit k vykladu
limitnich procesii (véetné derivovani a integrovani) bez obvyklého e-§ jazyka.
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skutecné merent, jehoz vysledky byly zachycovany prirozenymi i ,novymi“
(samoziejmeé kladnymi) ¢isly, spole¢nymi pro vSechny druhy skaldrnich veli¢in.
Abychom této procedufe a vyslednym ¢islim dobfe porozuméli, zamysleme se
nejdiive nad tim, jaké vlastnosti maji vSechny druhy skaladrnich veli¢in spolecné.
Riizné hodnoty kazdé skalarni veliciny® (délky, objemu, hmotnosti apod.)
jsou vyjadfenim urcitého srovndni jejich nositeld, které se prakticky realizuje
urcitou manipulaci. Tak naptiklad délky tsecek porovnavame kladenim jedné
tsecky na druhou, hmotnosti téles i¢inkem jejich tihy na miskach vah, ¢asové
intervaly poméfujeme rovnomérnym pohybem rucicek hodin. Pomoci nejjedno-
dussi z téchto manipulaci, kterou je bezesporu kladeni tsecek, popiseme nyni
jednu relaci a jednu operaci, kterymi je ,vybavena“ mnozina hodnot kazdé
jednotlivé skalarni veli¢iny.
Polozme dvé tsecky AB a C'D na stejnou piimku tak, aby splynuly body
A a C. Lezi-li body B a D na stejnou stranu od bodu A = C, zjistime podle
potadi bodi A = C, B a D, které z tise-
ek AB a C'D ma vétsi délku, ¢i zda
se (v pfipadé B = D) jejich délky rov-
A———5 <Yy naji; vysledek zapiSeme pomoci znaku
Ci D < respektive = (jako bychom misto
dvou délek porovnavali dvé ¢isla). Po-
kud body B, D lezi na rtiznych stranach
od bodu A = C, bude mit tsecka BD
D Y A=C =z B délku, kterou nazyvame souctem délek
| ' ' aseéek AB a CD a kterou zapiSeme po-
Tty moci znaku + (jako bychom misto délek
séitali ¢isla).
Popsané kladeni tsecek je natolik jednoduché a nazorné, ze nasledujici
vlastnosti délek x, v, z, ... libovolnjch tisedek nadm piipadaji samozfejmé”:

1) z ==z, rT=y=y=ux, T=yANy=z=>r=2

2 z=yAu=v=z+u=y+v

(3) Plati pravé jeden ze vztahi x =y, x <y, y < x.

4) z<yhy<z=z<z

B)z+y=y+z, (@+y)+tz=z+(y+2)

6) xr<zx+y

(7) x <y = x+ 2=y pro jediné z (zavislé na x,y a zvané rozdilem y — x)

Pismena x, y, 2z, ... nezastupuji cisla, nybrz délky tsecek. Ze samotnych
zapist (1)—(7) to v8ak poznat neni, stejné vlastnosti totiz maji i pfirozend ¢isla
(jakozto pocty prvki koneénych mnozin). Maji je ostatné také obsahy rovinnych
atvard a vsSechny dalsi druhy skalarnich veli¢in. Toho si vSimli jiz starofecti
ucCenci, ktefi ziejmé jako prvni ,extrahovali“ podstatné vlastnosti rtiznych

6Zdtiraznéme jesté jednou, ze uvazujeme jen veliciny s kladnymi hodnotami. Cislo 0
a fenomén zapornych cisel by uréité patfily k hlavnim namétim obdobného prispévku
o historii celych cisel.

"Neni snadné Fici, co viibec délky usecek jsou; bylo by zhola nemozné ¥ici, co je délka
jedné tsecky (bez porovnani s délkami jinych tsecek).
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geometrickych a fyzikalnich veli¢in® a vytvorili tak prvni axiomatickou teorii
obecné veliciny, jak ji zname z prvni knihy Eukleidovych Zakladi. Jeji podstatu
jsme jiz vylozili: hodnoty téZe veli¢iny lze porovnavat a slucovat (tj. scitat),
pritom vysledky téchto tkoni spliiuji pravidla (1)—(7). Tato obecna teorie
skalarni veli¢iny je zakladem, na kterém je v paté knize Zakladt vybudovana
teorie proporct, kterou posoudime pozdé&ji podrobné, nebot sehrala v historii
realnych ¢isel jednu z hlavnich roli. Poznamenejme, Ze teorie veliciny stejné jako
teorie proporci nejsou dilem samotného Eukleida. Pripisujeme je EuDOXOVI
z Knidu (asi 408-355 pfed n.l.), matematiku a hvézdari, ktery byl blizkym
pfitelem a spolupracovnikem filosofa PLATONA.

Vysvétlime nyni, jak do rozdilnych ,svéttu“ jednotlivych skalarnich veli¢in
vstupuji ,,univerzalni“ p¥irozend ¢isla. Ze byl tento zptisob znam lidem velmi
davno, je zcela nepochybné. Pro isecky ho miizeme popsat vyznamnou manipu-
laci: kratsi asecku klademe na delsi néekolikrdt za sebe, dokud vétsi isecku ,ne-
vycerpame“.? Opakovanym kladenim tisecky dané délky z za sebe (do piimky)

vytvarime ndsobky pivodni délky x, které znac¢ime 2-x, 3.z, 4-x, ... ZapiSme

to pomoci s¢itani pro hodnotu x libovolné skalarni veli¢iny (nemusi jit o délku):

z+zr=2-z,2-z4+zxz=3-2,3-c+x=4-2,4-x+x=5-2,.... Pro¢ mlu-

T vime o m-nésobcich piivodni hodnoty x a pro¢
— ] ~so 2 , s .

v zépisech m - x pouzivame znak nasobeni, je

—r T ziejmé. Z vySe uvedenych vlastnosti (1)—(7)

(kterych konkrétné?) totiz plynou oba distri-
butivni zdkony: Pro libovolnéd pfirozena cisla
*r ,x _x _ x _ m,naprolibovolné hodnoty z,y téze skalarni
veli¢iny plati rovnosti

(m+n)-z=m-z+n-x a m-(z+y)=m-x+m-y,

které pouziti terminu ndsobeni ospravedliuji.'?

Pripomnéli jsme si znamy poznatek, ze pfirozenym C¢islem lze vyjadrit
vztah dvou hodnot téze veli¢iny v piipadé, kdy je jedna hodnota (celym)
nasobkem druhé. V pfipadé, kdy tomu tak neni, vyjadiovali lidé zminéné
vztahy jiz v dobach Starého Recka dvéma zcela odlisnymi zptisoby. Popiseme je
v nasledujicich dvou oddilech. Piedtim jesté dodejme, ze k vyjadfovani pomeéri
veli¢in jsou lidé odeddvna motivovani jak riznymi praktickymi ulohami (jako
je michéni smési), tak i teoretickym studiem podobnosti geometrickych ttvart,
ameér ve fyzikalnich zakonech apod.

8Bylo to obdobi, ve kterém se mezi matematikou a fyzikou nestavély zadné metodologické
ani jiné hranice. Fascinujicim prikladem tehdejsi propojenosti matematickych a fyzikalnich
idei je genialni dilo Archiméda, nejvétsiho matematika, fyzika a inzenyra starovéku.

9Nevim, pro¢ si tak 7ivé pamatuji zptsob, kterym pani prodavacka pomoci dievéného
metru zjistovala, kolik je v baliku latky, kdyZ jsem kdysi ddvno s maminkou navstivil obchod
s metrazi; tfeba se mi ten obraz v hlavé propojil s genovym poselstvim nékterého mého
prapiedka-kupce, kteryz zacasté rovnéz takto zbozi ve svém kramé méril.

10Uvédomte si, ze ptivod nasobeni pfirozenych ¢isel je stejny: souéin m - n vznika jako
wzkratka“ pro soucet m stejnych scitanci rovnych cislu n.



6 JAROMIR SIMSA

3. Procedura netuplnych podila. VyloZzime nyni metodu, kterou patrné
ve 4. stoleti pfed Kristem rozvinuli starofecti ucenci (pro toto tvrzeni vsak
nemame zadné dikazy, pouze jejich naznaky v knihach stfedovékjch arab-
skych matematiki). Tento rany pokus o teorii proporci (nékdy oznacovany
jako ,predeudoxovsky“) upadl na dlouha stoleti do zapomnéni, jeho spjatost
s Tetézovymi zlomky mu vsak v minulém stoleti navrétila vyznam a zajistila
trvalé misto v monografiich o aprozimacich c¢isel. Malokdo dnes tusi, ze znamy
Eukleidiv algoritmus pro vypocet nejvétsiho spolecného délitele dvou priroze-
nych C¢isel ma patrné geometricky pivod.

Pfedpoklddejme, Ze pro dvé hodnoty x,y dané veli¢iny (napiiklad délky)
plati y < x. Neni-li x nasobkem y, zjistime, mezi kterymi dvéma sousednimi

nasobky k-y a (k+1)-y hodnota x lezi (na

z ,  obrazku je pfipad k£ = 3). Pak pro hodnotu

! ! | z=2x—k-yziejmé plati z < y; neni-li y na-

| sobkem z, pfedchozi proceduru opakujeme:

z zjistime, mezi kterymi sousednimi nasobky
£-za(£+1)-z hodnota y lezi atd.

V prubéhu tohoto algoritmu dostavame postupné jednak klesajici hodnoty
dané veli¢iny, jez (spolu s dvéma vychozimi hodnotami) oznac¢ime u; = x, us =
=y, us = 2, ..., jednak pfirozena ¢isla ky = k, ko = £ ... , ktera jsou vyslednou
¢iseln€ vyjadrenou informaci o vzajemném vztahu hodnot x,y. Zdiraznéme,
7e oba vystupy algoritmu jsou jednoznac¢né urc¢eny hodnotami wq, us a vztahy

(3.1) Ui = ki - Uip1 + Uipo A& Ui < Ujpl (’L =1,2,3,... )

Odlozme na okamzik dvé otdzky, které tento algoritmus vyvolava (jedna
z nich je velmi nutkava, druha, neméné dulezita, nas kviali nasim praktickym
zkuSenostem nejspiSe ani nenapadne), a pro lepsi pfedstavu zapiSme konkrétni
prubéh algoritmu v pifipadé, kdy vychozi hodnoty z,y jsou danymi nasobky
téZe hodnoty w, kupfikladu'! z = 43w a y = 19w:

(3.2) 43w =2 19w+ 5w, 19w =3 - 5w + 4w, Sw =1 4w+ w, 4w =4 w.

(Ve ¢tvrtém ,kroku* jsme porovnévali délku 4w s délkou w, protoze je mezi nimi
»vztah nasobku“, cely algoritmus jsme timto zjisténim ukonéili). Vztah délek
43w a 19w je tedy popséan (usporadanou) ¢tvefici ¢isel [2, 3, 1, 4], kterym Fikdme
podle aritmetické analogie netplné podily.'? Uvedeny vypocet je totiz totozny
s vypoctem nejmensiho spoleéného délitele ¢isel 43 a 19 podle Eukleidova
algoritmu (staci jen ze zdpist v (3.2) vynechat délku w). Pii ném je ovSem
vyznam netplnych podilit ponékud potladen (zajimame se spiSe o zbytky pfi
jednotlivych délenich), zdiraznime ho nyni tim, Ze vSechna déleni zachytime

17Ze ziejmych divodi budeme v nékterych zapisech typu m -z vynechavat znak nasobeni.

12Véta o déleni se zbytkem: Jsou-li > y dvé hodnoty dané veli¢iny a neni-li  ndsobkem
y, pak * = m -y + 2z, kde netplny podil m je pfirozené ¢islo, zatimco zbytek z (z < y) je
veli¢ina téhoz druhu jako z a y. Ve skole stru¢néji piseme z : y = m (zbytek z).
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jednou rovnosti se slozenym (tzv. fetézovgm) zlomkem:

43 1

==y -

19 +3+ 1
1 1
1

(v8imnéte si, jakym zptusobem jsou na pravé strané isla ze ¢tvefice [2,3,1,4]
rozmisténa). Od této Ciselné analogie se ted vratime k ptivodnimu poméfovani
dvou hodnot z,y téze skalarni veli¢iny a poprvé naplnime obsahem pojem
poméru. Formalné fekneme, ze pomér = : y je posloupnost pfirozenych cisel
[k1, k2, k3, . .. ], kterd je vysledkem algoritmu (3.1) a kterou (stejné jako pomér
x : y) obvykle zapisujeme pomoci zlomki:

(3.3) S
Y k

L1
2 kst

Zlomek na levé strané (3.3) pro nas v této chvili nem4 zadny ¢iselny vyznam,
jde jen o jiny zapis poméru x : y, ktery pravé definujeme. Naproti tomu prava
¢ast (3.3) v nékterych piipadech éiselny vyznam mé; jsou to pravé ty piipady,
kdy je posloupnost [k1, ko, k3, . . .] kone¢na.'?

Naznadili jsme jiz diive, Ze s algoritmem (3.1) jsou spojeny dvé dilezité
otazky. Ta prvni souvisi s kazdym jednotlivym krokem: pokladame za samo-
ziejmé, ze jakmile pro dvé hodnoty u,v téze veliiny zacneme vytvaret na-
sobky mensi z nich (tedy v pfipadé u < v nasobky u, 2u, 3u, ... ) dostaneme
po uréitém poctu krokd hodnotu, kterd pfevysi ptvodni vétsi hodnotu (v na-
$em piipadé hodnotu v).1* Jen tak je zarudena existence piirozenych é&isel k;
ze vztaht (3.1). Zminénou vlastnost kazdé jednotlivé skalarni veli¢iny, kterou
nelze odvodit z dfive vypsanych axiomt (1)—(7), si zaéneme uvédomovat, kdyz
se napriklad pokusime porovnat délku tsecky s obsahem c¢tverce: opakovanym
kladenim tsecky nikdy cely ¢tverec nepokryjeme. Nékdy ponékud expresivné
fikdme, ze délka tisecky je (ve srovnéni s obsahem éGtverce) ,nekoneéné mald®.
Je mozné srovnani takovych veli¢in ,zakazat®, v historii matematiky vSak prave
odpovidajici nepovolené procedury (kterym dnes fikdme infinitezimdlni vgpo-
¢ty) byly uspésnym prostiedkem, ktery umoznil vyfesit mnoho matematickych
i fyzikélnich tloh davno pfedtim, nez byl pfisné logicky formalizovan. O ne-
koneéné maljch veli¢inach uvazovali i stafi Rekové: byly to pro né tihly mezi
kiivkami a jejich te¢nami ve srovnani s obyCejnymi thly (mezi dvéma rtiznymi

130 vyznamu koneéného fetézového zlomku [k1, k2, ..., kt] z (3.3) miZeme samoziejmé
mluvit, az mame vybudovanu teorii (kladnych) racionalnich éisel (podilt pfirozenych cisel).

4Moznost, ze nasobky mensi hodnoty lze ,vycerpat® libovolnou vétsi hodnotu téhoz
druhu, lidé radi vyjadfuji paradoxnimi priklady, jakym je pfeliti mofe na jiné izemi pomoci
krejcovského naprstku.
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polopfimkami se spole¢nym pocatkem). Patrné proto také Eukleides v Zakla-
dech uvadi (jako nutny pfedpoklad pro obecnou teorii proporci) vlastnost, kte-
rou dnes spojujeme se jménem ARCHIMEDA ze Syrakus'®:

ARCHIMEDUV PRINCIP. Pro dvé libovolné hodnoty x < y téze skalarni
veli¢iny existuje pfirozené c¢islo n, pro které plati nerovnost n - x > y.

Posudme nyni otdzku koneénosti algoritmu (3.1). Jak vime, jeho pribéh
skoné¢i tehdy, kdyz (poprvé) dostaneme takovou dvojici hodnot uy > wuyq, Ze
uy je (Uplnym) nasobkem wu;y1, tedy v naSem oznaceni u; = ki - ugq1. Z toho
se indukei ovéH, Ze i v8echny pfedchozi hodnoty ws—1,us—o,ui—3,... (a tedy
i vychozi hodnoty x = w3 a y = us) jsou nasobky ,posledni* hodnoty wsi1,
kterou pro jednoduchost pfeznacime jako w. Pokud tedy algoritmus (3.1) po
koneéném poctu kroku skonci, existuji prirozena ¢isla m,n a hodnota w dané
veli¢iny takové, ze pro vychozi hodnoty z a y plati

(3.4) r=m-w a y=n-w.

Jako pfi rozboru Eukleidova algoritmu se dokaze i obracené tvrzeni: Pokud plati
(3.4) pro vhodnou hodnotu w a pro nesoudélnd'® &sla m a n, skonéi algoritmus
(3.1) pro vychozi hodnoty u; = x a us = y po koneéném poétu ¢ krokt na
hodnoté u;1 = w. V této situaci se hodnota w nazyva (nejvétsi) spolecnou
mirou hodnot x,y, jimz pak fikdme souméritelné hodnoty. Dodejme, zZe pravé
za predpokladu (3.4) je rozvoj na pravé strané (3.3) kone¢ny a jeho aritmeticka

m
hodnota je rovna zlomku —, ktery lze z rovnosti (3.4) dostat i formalnim
n

kracenim:
r m-w m

Yy n-w n
(Teprve v nasledujicim oddile zdivodnime toto pfifazeni jednoduseji, pomoci
obvyklé konstrukce zlomkt na zdkladé déleni veliciny na stejné ddsti.) Ani
podminka (3.4) vSak nedava faktickou odpovéd na otdzku, zda pro nékteré
dvojice hodnot veli¢iny téhoz druhu neni algoritmus vypoctu netplnych podila
nekonecny. Neeristuji Zadné praktické zkuSenosti lidi, které by svédcily pro
existenci dvojic nesouméritelngch délek (obsahi, objemi apod.). Teprve logické
dedukce spojené s Pythagorovou vétou prekvapivé ukézaly, ze takové dvojice
délek existuji. Nejznaméjsim prikladem je nesouméritelnost strany ctverce

%

a jeho uhlopticky, kterou v oddile 4 posoudime ponékud netradi¢nim zptsobem.

Poznamenejme, Ze staii Rekové se od zpiisobu vyjadiovani pomérti pomoci
nedplnych podili postupem doby odvratili. Dtivod byl patrné ten, Ze neexistuji
jednoducha pravidla pro pocitani s fetézovymi rozvoji. Tézkopadnost vypoctii
s Cisly vyjadfenymi fetézovymi zlomky je na druhé strané vyvazena vyznamnou
roli, které tyto zlomky hraji v riznjch aproximacnich tlohéch. Prakticky vy-
znam jedné z nich si uvédomime, kdyz se vzijeme do role stfedovékého konstruk-
téra, ktery zamysli sestrojit mechanicky orloj, znédzornujici mimo jiné i obéhy

1584m Archimédes v tvodu ke knize Kvadratura paraboly piiznavé, Ze tento princip
bohaté vyuzivali jeho pfedchtdci, a ocenuje jeho misto v Eudoxové teorii proporci.

16 Jsou-li ¢isla m,n soudélna, lze v (3.4) nahradit hodnotu w vétsi hodnotou w’ = d - w,
kde d = NSD(m,n); po zdméné w za w’ budou nova ¢isla m,n v (3.4) nesoudélna.
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planet po kruhovych drahach. Podle (jiz tehdy pomérné pfesnych) astronomic-
kych tabulek sice zndme pomér m : n obéznych dob dvou planet, prirozena ¢isla
m a n jsou vSak natolik velka, ze ozubena kola s m resp. n zuby nedokazeme

vyrobit. Proto misto nich pro nas orloj pouzijeme kola s p resp. ¢ zuby vybra-
p

m
nymi tak, aby rozdil ‘— — f‘ byl co nejmensi (a aby ¢isla p, g nepfevysovala
n q
technologicky danou hranici N maximalniho po¢tu zubt na jednom ozubeném
kole). I kdyz lze tuto tlohu FeSit probranim vSech moznosti (napiiklad tak, Ze
nejdiive pro kazdy jmenovatel ¢ < N najdeme ten Citatel p, pfi kterém je roz-
m
dil ‘— - f’ nejmensi), existuje elegantnéjsi postup feSeni vychazejici z toho,
n q

Ze k danému ,slozitému“ poméru m : n nejprve sestavime (pomoci procedury
netplnych podilit) odpovidajici fetézovy zlomek.!” Pro zajimavost uvedme, Ze
z (nekone¢ného) Fetézového zlomku pro Ludolfovo éislo

1
T=3+

7+

14—
Jr292—1—...

plynou postupné tato pfiblizeni (podtrzena jsou platn desetinnd mista):

1 22
=3+ -=—=231428...
T —|—7 - ,14 s

. 1 333
T =3+ N :mzz’),@om.,
1
. 1 355
™SS+ = {5 = 314150202,
7+ 1
15+I
1 103993
T=3+ T = 33102 = 3,1415926530. .. .
T+ —
1
1+@

Vypsanym zlomkim se nevyhne zadny prehled o historii ¢isla 7, zdjemctm
o jeji §irsi kulturné-spolecenské souvislosti doporucuji poutavé vypravéni [Be].

17Podrobnosti o tom najdete v brozuie [V] nebo knizce [Ch], kde jsou rovnéz uvedeny
dalsi (znac¢né hluboké) véty o aproximacich raciondlnimi &isly.
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4. Zlomky a ¢iselné pomeéry. V predchozim textu jsme se jesté nezminili
o tom, ze skalarni veli¢iny se od pfirozenych cisel odlisuji jednou velice
vyznamnou vlastnosti. Vyslovme ji nejprve spise filosoficky: Geometrické
veli¢iny (jako jsou délka, obsah ¢i objem) se nesklddaji z ,atomi“ (nedélitelnych
Césti), 1ze je bez jakéhokoliv omezeni délit na mensi a mensi ¢asti (napfiklad
opakované pilit), aniz se mén{ ,kvalita® délené veli¢iny.'® Timto zdvérem jiz
starofecky ufenec ARISTOTELES (384-322 pied n.l.) vystihl podstatny rozdil
mezi spojitymi a diskrétnimi veli¢inami. Vyjadfeme nyni Aristotelovu myslenku
matematicky jako dalsi, v poradi osmou vlastnost obecné skalarni veliciny. Bude
vyjadfovat poznatek, ze jakékoliv ,mnozstvi“ lze rozdélit na predepsany pocet
rovnych dili:

(8) Pro libovolnou hodnotu x skaldrni veli¢iny a kazdé piirozené Cislo n

existuje hodnota y téze veli¢iny, pro kterou plati x =n - y.

Zdturaznéme, ze procedura déleni na rovné cdsti je pravé tim postupem,
kterym zaktm vysvétlujeme pojem zlomku; po 1dvodnich ptikladech typu
cturtina koldce nebo dvé tretiny kruhu abstrahujeme od povahy ,nosi¢u“
konkrétnich jednotek (ve zminéngch piikladech kold¢ resp. kruh) a pracujeme
se zlomky ,,jako takovymi“, tedy s univerzalnimi &isly.'® Protoze je tento postup
vSeobecné znam, popiSme ho zde velmi struc¢né. Misto rovnosti * = n -y

z vlastnosti (8) piSeme y = — - x a fikdme, Ze hodnota y je n-ty dil (neboli
n

jedna n-tina) hodnoty z. Pro libovolna pfirozend ¢isla m,n pak definujeme

~N s

m 1
hodnotu — -z jako m-nasobek hodnoty — - x. Snadno se ovéfi, ze plati tvrzeni:
n n

m £ o o

rovnost y = — -x nastane, pravé kdyz zaroven y = m-w a x = n-w pro vhodnou
n

hodnotu w (kterd se pak, jak jiz vime, nazyva spole¢nou mirou hodnot z,y).

Vysvétlili jsme, Ze zlomky (kladnd raciondlni ¢isla) jsou prostfedkem srov-
nani soumeéritelnych hodnot téze skalarni veli¢iny. Prakticky se toto srovnani
uskuteciiuje zndmou procedurou méreni. Spoc¢iva v tom, ze v mnoziné vsech
hodnot dané skalarni veli¢iny vybereme jednu hodnotu e (nazveme ji jednot-
kou??) a s jeji pomoci na zdkladé urcité manipulace popiSeme velikost kazdé
jiné hodnoty x porovnanim

m 7 v /w7
(4.1) 2 = — - e pro vhodna pfirozend ¢isla m,n.
n

18Mame samoziejmé na mysli pouze déleni na konecng podet Easti.

19Nezneuzivame nékdy heslo ,,V hodinich matematiky poéitame bez jednotek“? Chapu,
ze to usnadnuje nacvik poctarskych dovednosti i vyklad mnohého nového uciva. Nevadi mi,
ze zaci vidi v cislech ¢asto pouze jejich ciferné zapisy. Kolik z nich vsak tusi, co vSechno
se muze stat, kdyz do algebraickych vyrazi zacneme za proménné dosazovat nikoliv cisla,
ale geometrické veli¢iny? Pro¢ pfi geometrickych vypoctech nejsou zaci prilis zvykli provadét
,2rozmeérové“ zkousky vzorcu, ke kterym dospé&ji? Jsou stredoskolaci opravdu dobte pfipraveni
na to, abychom jim v zadénich tloh uvadéli délky, obsahy a objemy jako cisla bez jednotek?

20Neexistuje bohuzel zadna ,vyjimeéna“ hodnota, kterd by se odliSovala nékterou
vlastnosti od ostatnich hodnot téze skaldrni veli¢iny. Proto vybér jednotek a ,uchovani
jejich etalont prinasely lidem vzdy fadu potizi.
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m

Vysledkem méfeni hodnoty = je tedy zlomek —; s ohledem na omezenou
n

presnost kazdé fyzické manipulace nejsou cisla m,n obvykle pfilis velka

(jmenovatel n je nejcast&ji mocninou éisla 10 s celo¢iselnym exponentem).

Nikdy pfitom nedostaneme varovny signal, ze jsme ,narazili“ na hodnotu x, pro

kterou vyjadreni (4.1) neexistuje (a ktera tedy neni s hodnotou e soumétitelnd).

Zminéna procedura méfeni odedavna v lidech vyvoldvala alesponn naivni
predstavy o ,spojité* skale Cisel, spole¢né pro vsechny druhy skalarnich veli¢in.
Upozornéme na tomto misté, ze starofecti matematikové nazyvali ¢isly pouze
celd ¢isla vétsi nez 1, nebot &isla pro né byla soubory nedélitelngch jednotek.?t
Takové omezeni pojmu ¢isla mélo ziejmé filosofické opodstatnéni (jednotka
nemize byt rozdélena na ¢asti, jinak by totiz pfestala byt jednotkou). Proto
Rekové tehdy nepracovali se zlomky jako s ¢isly, ale pouze jako s ¢iselngmi
pomeéry*?; podminku (4.1) by tudiz zapsali rovnosti x:e = m:n, tmérou, ktera
znamena, ze hodnota x je sloZzena z m dil a hodnota e z n dil, pficéemz vSechny
tyto dily jsou stejné (tj. x = m - w a e = n - w). Dodejme, Ze éislim a jejich
pomértim pfisuzoval PYTHAGORAS ze Samu (asi 570-500 pfed n.l.) a jeho zéci
(zvani pythagorejci) mysticky vyznam: ¢isla (kvantitativné omezujici principy)
jsou pocatkem vseho, pomoci ¢isel a jejich pomért lze vylozit harmonii
celého svéta.?? Paradoxné samotni pythagorejci tuto svou teorii vyvratili, kdyz
objevili, ze strana ¢tverce a jeho tthlopricka maji nesouméfitelné délky. Podle
[Bou] neni ptili§ jasné, jak pythagorejci toto tvrzeni poprvé dokazali. Protoze
aritmeticky dikaz iracionality ¢isla v/2 je z ucebnic matematiky dobfe znam,
uvedeme nyni geometricky diikaz zminéné nesoumétitelnosti, a to na zakladé
procedury neudplnych podili z oddilu 3.

Na obréazku vidite ¢tverec ABCD. KruZnice o stfedu C' a poloméru rov-

ném délce strany ¢tverce protne tthlopticku AC v bodé E a jeji prodlouzeni za

Ja vrcholem C' v bodé F. Pomoci rovno-

ramennych trojihelniki BCFE a BCF

se snadno zjisti, ze ithly ABE a BFC

maji velikost 22,5°; protoze i thly BAFE

D C a ACB jsou shodné (méfi 45°), jsou

trojuhelniky ABE a AF B podobné po-

dle véty uu. Proto pro jejich strany plati

|AB| : |AE| = |AF| : |AB|, odkud

E plyne, Ze procedura neuplnych podili

pro usetky AC a AB mé nasledujici
pritbéh4:

A B

21Nejde pouze o terminologickou poznamku, nebot &sla byla vidy spojovéna s dvéma
operacemi: s¢itdnim a ndsobenim. V duchu svého pojeti ¢isel tak Rekové ,,odmitli“ i poéitani
se zlomky, diive péstované Egyptany a Babylétiany s dobrymi praktickymi vysledky.

22V (zejména starsi) ceské literatuie se poméru Casto fikd proporce; ve shodé s jinymi
jazyky bychom proporci méli spiSe nazyvat umeéru, tedy rovnost dvou pomért. V celém
prispévku preferuji ceské terminy pomeér a uméra; jedinou vyjimku ¢inim v ustaleném nazvu
teorie proporci.

23Podrobnosti o pythagorejské filosofické skole najdete v [B1].

24Misto toho, abychom v druhém kroku ( a, jak se ukaze, i véech dalsich krocich) procedury
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AC| _ | |AB| |AB| _|AF| _,  |AE| |AB| _,  |AE|
4B~ TTAB" [AB| ~ |AB| " [AB|' [|AE| " |AB|

Je to tedy nekonecny ,zacykleny“ proces, jehoz vysledek vypadé takto:

|AC| s 1
|AB| 1
S

24+ ...

2+

Tak jsme geometrickou cestou (bez jakékoliv ivahy o délitelnosti ¢isel, potfebné
pri obvyklém dikazu sporem) ukézali, ze délky tsecek AB a AC jsou nesou-
méfitelné. Protoze, jak dobfe vime, plati rovnost |AC| : |AB| = v/2, nasli jsme
(i kdyZ to nebyl nas bezprostiedni cil) rozvoj iracionalniho é&sla v/2 do tvaru
nekonecného fetézového zlomku.

Zjisténi pythagorejci, ze nékteré dvojice tisecek maji nesouméritelné délky,
bylo nejen silnym otfesem, ktery narusil zaklady tehdejsi matematiky budované
vyluéné na aritmetickych zékladech, ale zaroven i velkou vyzvou pro dalsi
generace matematiki, aby zkoumali konkrétni druhy ,,¢iseln€ nevyjadfitelnych”
pomért a hledali zptsoby, jak tyto poméry alesponi pfiblizné vyjadfovat (coz
v diisledku vedlo k rozsifeni pojmu é&isla).?> Tento obrat ve vyvoji matematiky
se jiz plné projevuje v Eukleidovych Zakladech z tfetiho stoleti pred Kristem,
v nichz jsou vychozimi objekty exaktniho vykladu nikoliv ¢isla, ale geometrické
veli¢iny. Pravé jejich obecnd teorie (viz oddil 2 vyse) je vylozena v prvni knize
Zakladu. V dalsich knihéach se pak ¢isla zobrazuji pomoci tsecek, jejich souciny
pomoci obdélnika, zakladni algebraicka pravidla a vzorce se dokazuji nazornymi
geometrickymi obrazky, linearni a kvadratické rovnice se interpretuji jako tilohy
0 obsazich ¢tverctl a obdélnikt a resi se konstrukcemi pravitkem a kruzitkem
(detailni popis této pozoruhodné recké geometrické algebry najdete v [B1]).%6
Co rozhodlo o tom, Ze dnes tuto koncepci ,matematiky na geometrickych
zékladech* vniméame spiSe jako historickou zajimavost (pfi védomi toho, jak
hlubokym zpisobem Eukleidovy Zaklady ovliviiovaly vyvoj matematiky vice
nez 2000 let)? Jisté k tomu pfispéla skuteCnost, Ze je mnohem nesnadnéjsi
operovat s geometrickymi veli¢inami nezli s ¢isly. Tato nevyhoda geometrie
se postupem staleti projevovala stale vyraznéji, zejména poté, co se prosadily
pozicni Ciselné soustavy, které neobycejné zjednodusily zapisy Cisel i praktické
vypocCty s nimi.

porovnavali dvojici useéek AB, AFE, porovname ,proporciondlni“ dvojici isecek AF, AB.
Tim se vyhneme dokreslovéni dalsich (mensich a mensich) tse¢ek do naseho obrazku.
25Zhrouceni piedstav pythagorejcti o vzajemném vztahu ptirozenych &isel a geometrickych
veli¢in se Casto nazyva prunt krizi matematiky.
26Skoda jen, ze v dnesni skole nevénujeme ,,geometrickému vidéni“ algebraickych pravidel
a vysledk vice pozornosti. Viz podnétnou publikaci [Ku].
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5. Eudoxova teorie proporci. Z celych Eukleidovych Zakladu je pro nase
a umér geometrickych veli¢in, kterd v urcitém smyslu predjimé moderni pojeti
redlnych ¢isel (pfesnéji jejich model tzv. Dedekindovych Fezi). Protoze Gplny
prehled vSech definic a v&t paté knihy Zakladt je mozné nalézt v [B2] (s citacemi
puvodnich formulaci ¢eského prekladu F. Servita a zasvécenym komentarem
J. Belvare), omezime se v tomto oddile pouze na vyklad zakladn{ myslenky
a vyznamu Eudoxovy teorie.

Vyjadreme nejprve vychozi ndpad celé teorie proporci: zachytit pomér x : y
(kvantitativni vztah dvou hodnot z,y téZe skaldrni veliiny) tim zpisobem,
ze srovname velikost kazdého jednotlivého nasobku x, 2x, 3z, ... s velikosti
kazdého jednotlivého nasobku y, 2y, 3y, ... Poznamenejme, ze pokud se v obou
skupinach néasobki najde stejnd hodnota, feknéme n - x = m - y, jsou vychozi
hodnoty x,y souméfitelné a plati imeéra = : y = m : n, kterd (sama o sobé) jiz
podava tplnou informaci o poméru « : y. V opaném piipadé plati pro kazdou
dvojici pfirozenych c¢isel m,n pravé jedna z nerovnosti

(5.1) n-x<m-y respektive n-x >m-y.

Pomér x : y je pak dplné popsan tim, kterd ze dvou poslednich nerovnosti (pro
libovolnd ¢isla m an) plati.?” Toto tvrzeni 1épe pochopime, kdy# si uvédomime,
Ze prvni (resp. druhd) nerovnost v (5.1) znamend pravé to, ze hodnota poméru
x : y je mensi (resp. vétsi) nez hodnota poméru m : n. Proto je ,testovani“
(5.1) vlastné ,zafazovanim*“ hodnoty poméru x : y do usporddané skaly hodnot
vSech ¢iselnych pomeért m : n, tedy do skdly zlomkd 7. Pomérem z : y dvou
nesoumétitelnych hodnot z,y se tak vSechny zlomky °* rozdéli do dvou tiid,
podle toho, kterd z nerovnosti x : y < =* resp. x : y > " plati. Vidime, Ze
teorie proporci je zaloZena na stejném napadu jako Dedekindova teorie fezil
(viz oddil 7).

Stafi Rekové vSak k chapani ¢&isel jako hodnot poméri nikdy nedospéli.
V teorii proporci ,,pouze® definuji “méru (rovnost dvou pomérd) = : y = u: v
jako situaci, kdy pro libovolné prirozena ¢isla m,n plati ekvivalence

n-r<m-y<—mn-u<<m:uv,
n-r=m-y<—mn-u=m-uv,

n-Tr>m-y<<n-u>m-o.
Testovani nerovnostmi (5.1) umoziiuje v teorii proporci srovnévat i dva poméry,
které netvori iméru; nerovnost x : y < u : v podle definice znamené existenci
prirozenych ¢isel m,n takovych, ze

n-r<m-y azirovel n-u>m-v

27 Aby byla informace o poméru x : y Gplna, je bohuzel nutné (v ptipadé nesoumétitelnych
hodnot z,y) udat nekoneéné mnoho platnych nerovnosti (5.1).
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(tedy v dlisledku z : y < m : n < u : v).28 Uvédomte si, Ze obéma uvedenymi
definicemi je mozné porovnavat poméry x : y a u : v i v pfipadé, kdy =,y jsou
hodnoty jedné veli¢iny a u,v hodnoty jiné veli¢iny.

Hlavni pfinos teorie proporci jsme pravé vylozili: pomoci testovani (5.1)
lze mnozinu v8ech moznych poméri z : y (soumséfitelnych i nesouméfitelnych
dvojic hodnot z, y) linedrné uspotradat. Mohlo by se zdat, ze chybél jen krtcek,
aby Eukleides dosSel k pojmu (kladného) redlného ¢isla: staéilo dodat, ze éislo je
tFida rovnych poméri. To je vSak klamny dojem, nebof ani s ¢iselnymi poméry
m : n staif Rekové neoperovali jako s &isly.?? S poméry geometrickych veli¢in se
v Eudoxové teorii proporci operuje na nase zvyklosti velmi ,,stfidmé“: omezené
se uvazuje pouze jedind bindrni operace kompozice (pouZijeme pro ni znak o),
ktera se prirozené objevuje v riznych geometrickych situacich a ktera odpovida
dnesnimu ndsobeni hodnot poméri. Kompozici dvou poméri a : b a ¢ : d lze
v teorii proporci bez problémil ,,vypocitat® pouze ve specidlnim ptipadé ¢ = b,
kdy se vysledek (a : b) o (b : d) definuje jako pomér a : d. V piipadé ¢ # b
uvazuje Eukleides kompozici (a : b) o (¢ : d) pouze tehdy, kdy a,b,c,d jsou
délky tsecek a kdy pomér ¢ : d mizeme nahradit jemu rovnym pomérem b : x
(zndmé pravidlo cturté dmérné):

c:d=b:zx=(a:b)o(c:d)=(a:b)o(b:z)=a:x.

Dodejme, ze v Sesté knize Zaklad je posouzend kompozice pomért délek tisecek
déana do souvislosti s pomérem obsahti, vzniklych nasobenim ptislusnych délek:
(a:b)o(c:d)=1(a-c): (b-d). Pro jiné skalarni veli¢iny «a,b, ¢,d vSak toto
pravidlo nelze prohlésit za definici kompozice, nebot ,soudiny” a-c a b-d
obecné nemaji vyznam. Tuto aritmetickou ,nedostatecnost* Eudoxovy teorie
lze odstranit pouze hlubokymi koncepénimi zmeénami, které matematikové
slozitymi cestami nachézeli a prosazovali v priabéhu dvou tisicileti.

I kdyz je teorie proporci vyjadfenim snahy starofeckych matematikti o do-
konalost zakladi a ujasnénost pojmi matematické védy, aritmeticko-pocetni
vyznam teorie proporci v antické dobé nebyl (a podle pfedchoziho odstavce ani
nemohl byt) ptilis veliky. Pfi v&i ticté k vnitini logické propracovanosti byla Eu-
doxova teorie z hlediska vypoét mélo ,pruznd“. Proto jesté v antickém Recku
pozorujeme odklon ucencti od této abstraktni teorie k pragmati¢téjsim nahle-
dim na zaklady matematiky: tak napfiklad prikopnik algebraického znaceni
neznamych hodnot, DIOFANTOS z Alexandrie (3. stol.n.l.), chapal ¢islo jako
resend rovnice.>°

28Je to vyjadfeni toho poznatku, Ze mezi kazdymi dvéma réiznymi realnymi &isly lezd
aspon jedno racionalni cislo.

29Prohlasit nékteré objekty za Cisla, aniz je mizZeme scitat a nasobit, by bylo v rozporu
s tim, co se od pojmu cisla vSseobecné ocekava.

307ni to ponékud naivné, ale zvazte: Nejsou racionalni &isla (zlomky ™) ystvofena“ pravé
jako feseni linedrnich rovnic n - z = m? Neni iracionalni &slo v/2 uréeno jako kladny kofen
kvadratické rovnice 22 = 2? O jinych nez algebraickych ¢islech neméli lidé az do 19. stoleti
ani potuchy.
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6. Co prinesl stfedovék. Z hodin déjepisu vime, ze prvni staleti po zaniku
antického svéta byla pro Evropu obdobim vSeobecného kulturniho upadku.
Myslenky starofeckych matematikti na dlouha staleti upadly do zapomnéni,
originaly jejich dél byly nendvratné zniceny. Nastésti se nam dochovaly alespon
jejich arabské preklady, pofizené ucenci islamské tise, ktera se koncem prvniho
tisicileti naseho letopoctu stala rozlehlou euroasijskou mocnosti se vsemi
hlavnimi centry tehdejsi vzdélanosti.

Narozdil od antickych Rekii, ktefi usilovali o dokonalé propracovani logic-
misto ,planého teoretizovani“ davali pifednost ,praktickému kalkulu“. Jejich
preklady Eukleidovych Zékladd jsou spiSe svéraznymi ,piepisy”: mnohé pu-
vodni paséze (Casto pravé Eudoxova teorie proporci) jsou témito prekladateli
(¢i spiSe vyklada¢i) vynechdny ¢ chybné pozménény, kriticky pfepracovany
nebo alespon doplnény komentafi ¢i jinymi vyklady.

Odlignost stfedovéké arabské matematiky od matematiky antického Recka
vyrazné ovlivnila budouci pocetni praxi v Evropé, a tim i samotné predstavy
o cislech v myslich Evropanti. Arabsti matematikové se svym zaméfenim za-
slouzili o vznik a rozvoj numerické matematiky. Velké Gsili totiz vénovali prak-
tickym vypoctum, napriklad pfi sestavovani stale presnéjSich astronomickych
tabulek a s tim souvisejicich vypoctech poméru délek tétiv a polomérd kruznic
v zavislosti na stfedovém uhlu. Tyto poméry byly vyjadfovany (s jistou chy-
bou) nejdiive sedesatinnymi, pozd&ji desetinnymi zlomky.3! Témito tspéchy se
posilovalo védomi, Ze ¢im lépe pfedem aproximujeme vstupni ¢isla, tim blize
se vypocty dostaneme k presnému vysledku. Tento ,,poctarsky optimismus® by
nikdy v myslich lidi nezvitézil, kdyby se pfi zapisovani ¢isel neprosadily pozicni
¢iselné soustavy, které jednak umoznuji systematicky vypisovat libovolné blizké
aproximace ,nevyjadfitelnych“ (dnes fikame iraciondlnich) ¢isel, jednak usnad-
fuji provadéni aritmetickych operaci s ¢isly (a tak vnasi do numerického po-
¢iténi tolik potfebnou prehlednost a jistotu). Kvadratické iracionality, podané
v desaté knize Zaklad v geometrickém pojeti pomoci tsecek, ¢tverci a obdél-
nikd, byly ve stfedovéku stéale castéji interpretovany aritmeticky a objasnovany
numerickymi piiklady. Tak se postupné stiral rozdil mezi poméry nesouméri-
telnych hodnot geometrickych veli¢in a numerickymi iracionalitami. Dolozme
nové predstavy o ¢islech nazory tii matematiki tehdejsi epochy (podle [J]):

Omar CHAJJAM (1048-1131, stfedni Asie): ,,Misto otazky o vztahu poméru
a Ccisla, kterou povazuji spiSe za filosofickou, pokladam za nutné zavést
v matematice délitelnou jednotku a novy druh ¢isel, ktera odpovidaji pomérim
hodnot veli¢iny k této zvolené jednotce. To uz nejsou ani ¢ary, ani plochy, ani
télesa, ale od toho vseho rozumem oddélené veli¢iny patrici mezi ¢isla.”

Raffaele BOMBELLI (asi 1530-1572, Bologna): ,, Vybereme-li jednotku dané
veli¢iny, pak se nam hodnoty veliiny a jejich poméry ztotozni. S takovymi
hodnotami pak miizeme volné pocitat (s¢itat a ndsobit), jako by slo o ¢isla.“

Isaac BARROW (1630-1677, Cambridge): ,Cisla oznacuji poméry velicin
a maji znamé aritmetické vlastnosti, Ize je tedy sc¢itat, nasobit a porovnavat.*

31Tak se poméry délek zacaly zvolna povazovat za jakasi ,,obecna“ ¢isla.
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Zavrseni etapy ve vyvoji pfedstav o ¢islech, kdy se prosadil nazor, ze ¢isla
jsou hodnotami pomeért skaldrnich veli¢in, spojujeme se jménem slavného
fyzika Isaaca NEWTONA (1643-1727), ktery vidél v ¢isle ,miru veli¢iny pfi
zvolené jednotce“. Pravé newtonovskym pohledem by na realnd cisla méli
pohliZet nasi dnesni stfedoskolaci, proto se mu chvili vénujme podrobnéji.

Vybereme nejobvyklejsi veli¢inu — délku, zvolime jeji jednotku a oznacime
ji pismenem e. Pak kazda délka z je ur¢ité mnozstvi (&islo, jez oznacime «)
jednotek e; vyjadiime to rovnosti

(6.1) r=aoa-e.

Délku x jsme zapsali jako a-nasobek jednotky e. Je toto nédsobeni pouze
formélnim zapisem, nebo popisuje urcitou manipulaci s tseckami, ,nosic¢i“
prislusnych délek? Zdtraznéme, ze pojem a-nasobku délky e mél pivodné
vyznam pro prirozend éisla a (vysledek opakovaného kladeni tisecky délky e
za sebe). Jak dobfe vime, také pro zlomky a = * maji a-nasobky délky e
vyznam spojeny s uréitou konecnou manipulaci (rozdéleni tsecky délky e na n
stejnych dilé a sloudeni m jejich exemplait). Jakym obsahem vsak lze naplnit
rovnost (6.1) v pifpadé, kdy jsou délky x,e nesoumétitelné? Cislo « je tehdy
sice ozna¢enim hodnoty poméru x : e, Zddna (koneénd) manipulace objastiujici
jeho ,velikost“ vsak neexistuje. Nicméné takové iraciondlni ¢islo o je ,,pevné
ukotveno® ve Skéle zlomkt (raciondlnich ¢isel) pomoci porovnani pfislusnych
délek:

my ma mi ma

—e<axe< —e — —<<a<—

ni n2 ni n2
(nerovnosti mezi délkami pfenasime na nerovnosti mezi ¢éisly, které tyto délky
vyjadiuji). Velikost ¢isla o je tak uréena zprostfedkované, totiz tim, které
zlomky ™ jsou vétsi (a které mensi) nez ¢islo av. Priblizeni ¢isla o témito zlomky
ma zasadni vyznam pri aritmetickych operacich, kdy obecné ¢isla nahrazujeme
(obvykle desetinnymi) zlomky. V této souvislosti upozornéme, ze diky pouzivani
stale pfesné€jsich logaritmickych tabulek se koncem 16. stoleti v Evropé rodi
nové (aritmetickd) predstava o iracionélnich éislech jako o desetinnych ¢islech
s neukoncengym neperiodickym zépisem, kterd zdafile (z hlediska praktickych
vypoctt) doplituje pravé popsany (geometricky) pohled®? na ¢isla jako na
poméry délek.

Geometricky model redlnych cisel tésné souvisi s filozofickymi zaklady newto-
novské fyziky: nas materialni svét a veskeré jeho procesy se odehravaji v tfiroz-
mérném eukleidovském prostoru (éteru), jehoz vlastnosti nezélezi na hmoté,
kterd je v ném ,rozmisténa“. Neménnost a dokonald homogenita prostoru,

32Ptipometime jeho obvyklou interpretaci pomoci ¢iselné osy. Pokud zvolime tsecku OF
délky e a kazdému vnitinimu bodu A poloptimky OF pfifadime &islo |OA| : |OE|, dostaneme
vzajemné jednoznac¢né zobrazeni (bijekci) mezi polopfimkou OF (bez poéatku O) a mnozinou
kladnych realnych cisel, ve kterém je bod E vzorem cisla 1. Z této poloosy dostaneme celou
¢iselnou osu, kdyz bod O prohlasime za vzor ¢isla 0 a vnitini body polopfimky opa¢né k OA
za vzory zapornych Cisel.
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a tedy i pfimek a rovin, z nich délaji vhodné vychozi objekty pro budovani
té matematiky, ktera by méla dobie slouzit fyzice a dalsim piirodnim védam.33

7. Cisla a infinitezimalni vypocty. Jak jsme vysvétlili v predchozim od-
dile, na pocatku novovéku se zdalo, ze koncepce ¢isel jako objektt, které slouzi
k oznacovani poméra veli¢in, které lze libovolné ptiblizovat desetinnymi roz-
voji a se kterymi lze volné aritmeticky operovat, brzy dosdhne podoby konecéné
exaktni teorie. Takovy vyvoj vSak byl pozdrzen v dtsledku bouflivého rozvoje
novych sméra matematického vyzkumu. Zejména teorie nekonecnych rad a dife-
rencidlni a integralni pocet, které rychle zacaly pfinaset uzitek fyzice i samotné
matematice, vnesly do budovaného svéta ¢isel nejistotu (hlavné tim, Ze zpo-
chybnily univerzélnost Archimédova principu). Virtuézni vypoéty s nekoneéné
malymi a nekonecné velkymi veli¢inami takovych vyjimeénych matematiki, ja-
kymi byli Leonhard EULER, bratfi BERNOULLIOVE nebo Gottfried LEIBNIZ,
vyvolavaly ostré polemiky o korektnosti jejich postupi, které v té dobé nebylo
mozné piisné logicky zduvodnit. (Zajimavé ukazky téchto postupt naleznete
v [Sch§] a [Ve].)

Jednim z prvnich, kdo upozornil na potfebu podrobit infinitezimalni vypocty
kritické analyze a prevést je do teorie operujici s pfesnymi pojmy na korektnich
zékladech, byl némecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Jesté
v détském véku, pfi ivahach o aritmeticko-geometrickych primeérech?*, Gauss
patrné mnoho pfemyslel o ,infinitnich“ vlastnostech c¢iselné osy. Vysledek jeho
genialnich Gvah dozral kolem roku 1805, kdy Gauss novatorsky zavedl pojmy
supréma a infima ¢iselné mnoziny. Pfipomenme, Ze ¢islo A € R se nazyva horni
zévora mnoziny X C R, pokud pro kazdé z € X plati x < h. Nejmensi horni
zavore mnoziny X se ik supremum X a znadi se sup X; podobné se definuje
infimum mnoziny X (inf X) jako jeji nejvétsi dolni zdvora. Nasledujici princip
povazoval Gauss za samoziejmou vlastnost, ze které odvozoval vSe dalsi, co
v matematické analyze o ,uplnosti* ¢iselné osy potieboval.

GAUSSUV PRINCIP. Kazdd neprazdné shora omezena mnozina realnych ¢isel
ma supremum.

UkaZme pro zajimavost, ze z Gaussova principu plyne dilezitd vlastnost
realnych cisel, kterou jsme v oddile 3 nazvali Archimédovym principem: pro
libovolna ¢isla x > 0 a y > 0 existuje pfirozené ¢islo n takové, ze nx > y.
Pripustme, Ze existuji kladna ¢isla x,y takovd, ze ¢islo y je horni zavorou
mnoziny X = {xz, 2z, 3z, ...}. MnoZina X je neprazdnd a shora omezend
(Gislem y), ozna¢me y' = sup X. Protoze x > 0, plati ¢ — x < 3/, takze
¢islo 3’ — z nenf horni zdvorou mnoziny X . Existuje tudiz prvek nx mnoZiny X
takovy, ze nx > y' — x, neboli (n + 1)z > y'. Prvek (n + 1)z mnoziny X je
tedy vétsi nez jeji suprémum, a to je spor. Upozornéme, Ze obracené tvrzeni
neplati: Gausstv princip nelze odvodit z Archimédova principu. Potvrzuje to
priklad uspordadaného pole Q vSech racionélnich ¢isel.

33Dobte vime, jak se za poslednich 120 let nazory fyzikii na hmotu, prostor a ¢as zménily.
34 Aritmeticko-geometrickym primérem dvou kladnych &isel zg a yo se nazyva (spolecna)
limita dvou posloupnosti {zn}$2; a {yn}52 4,
urceny rekurentnimi rovnicemi z,4+1 = %(xn + Yn) & Ynt1 = V/ZnYn Pro kazdé n > 0.

jejichz ¢leny jsou z vychozich ¢isel zog a yo
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Prvnim matematikem, ktery vytvoril korektni teorii nekoneénych soucti,
byl Francouz Augustin Louis CAUCHY (1789-1859). S ohledem na naSe téma je
vyznamné, ze ve svém kurzu analyzy z roku 1821 definoval limitu posloupnosti
realnych Cisel zptusobem, jakym se limity definuji dodnes.

DEFINICE. Cislo ¢ se nazyvé limitou posloupnosti {x,,}3° , pokud pro kazdé
redlné cislo € > 0 existuje ¢islo N € N takové, Ze nerovnost |x,, — £| < € plati
pro kazdé m > N.

Cauchy rovnéz objevil, jakou podminkou muzeme charakterizovat existenci
limity ¢, aniz se na c¢islo ¢ odvolame. Je to velmi elegantni obrat: v pifedchozi
definici odchylku |z, — ¢| nahradime odchylkou |z, — 2| pro libovolné n > N.
Takto dostaneme dalsi princip vyjadiujici ,iplnost* mnoziny R:

CAUCHYUV PRINCIP. Limitu mé kazda C-posloupnost realnych cisel, tj.
kazda posloupnost {x,}52, s touto vlastnosti: Pro kazdé redlné cislo € > 0
existuje ¢islo N € N takové, Ze nerovnost |z,, — x,| < € plati pro libovolna
¢isla m,n > N.

O stejném principu uvazoval (o pét let diive nez Cauchy) ¢esky matema-
tik, logik, filozof a knéz Bernard BoLzANO (1781-1848), ktery se pokousel
Cauchytuv princip dokdzat pfi ivahach spojenych s tvrzenim o mezihodnotach
spojité funkce (které dnes nazjvame Bolzanovou vétou).3?

Uvedeme nyni dalsi dvé formy vyjadfeni uplnosti ¢iselné osy. Prvni princip
patfi Karlu WEIERSTRASSOVI (1815-1897), matematikovi, ktery dobudoval
dnes jiz klasicky -9 jazyk matematické analyzy; druhy princip nalezi Georgu
CANTOROVI (1845-1918), tviirci novodobé teorie mnozin.

WEIERSTRASSUV PRINCIP. Kazdéa neklesajici shora omezend posloupnost
realnych c¢isel ma limitu.

CANTORUV PRINCIP. Kazda posloupnost uzavienych intervalii ¢iselné osy,
které jsou do sebe ,vlozeny“ nasledujicim zpiisobem

(a1,b1) D (az,b2) D (as,bs) D -+,

ma neprazdny prinik, tedy existuje takové r € R, ze ai, < r < by pro kazdé k.

N&s prehled zptsobt, jakymi lze vyjadrit uplnost ¢iselné osy, uzavieme
principem, ktery objevil Richard DEDEKIND (1831-1916), kdyZ si na podzim
roku 1858 rozmyslel exaktni budovani teorie redlnych ¢isel v souvislosti se svymi
univerzitnimi pfednaskami v Curychu.36

35Protoze Bolzano nedisponoval zddnou aritmetickou definici realného ¢isla, dostal se pii
zminéném dokazovani do ,bludného kruhu“. Pozdéji se Bolzano jesté pokusil exaktni teorii
realnych ¢isel vytvorit. Tento svij (ne zcela zdafily) pokus zalozil na myslence definovat
éisla (redlna, nekoneéné mald i nekonecéné velkd) pomoci vSech ,nekoneénych algebraickych
vyrazi“, zapsanych spoéetnym poctem aritmetickych operaci s celymi ¢isly, viz [R].

36V avodu k praci Spojitost a iraciondlni ¢isla Dedekind pise: ,,Kdyz jsem r. 1858 zacal
prednéset zéklady diferencidlniho poctu, pocitil jsem naléhavéji nez diive nedostatky ve
védeckych zakladech aritmetiky. Pii dikazu toho, Ze proménné velicina, ktera roste, ale je
omezena fixni hranici, musi se blizit jisté limité, jsem pouzival geometrickou intuici. Takovou
nazornost pri prednasce didakticky schvaluji. Ned4 se vSak hodnotit jako védecky postup.
Premyslel jsem proto, jak ¢isté aritmeticky a prisné logicky zduvodnit zaklady diferencialniho
poctu. To se mi podarilo 24. listopadu 1858.“
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DEDEKINDUV PRINCIP. Je-li mnoZina R vsech redlnych cisel jakkoliv rozdé-
lena na dvé (neprazdné) ¢asti X a'Y tak, Ze nerovnost x < y plati pro libovolna
éislax € X ay €Y, pak existuje takové ¢islor € R, ze x < r pro kazdé x € X
ar <y prokazdéy Y.

Jaké jsou logické zavislosti mezi péti uvedenymi principy tplnosti mnoziny R
v8ech realnych ¢isel? (Pfipojme k nim jesté Archiméduv princip z oddilu 3.) Je
mozné dokazat, ze v libovolném uspotrddaném poli (viz oddil 8) plati:

(i) Gausstiv princip, Weierstrassuv princip a Dedekindiv princip jsou
navzajem ekvivalentni.
(ii) Cauchytiv princip je ekvivalentni s Cantorovym principem.
(iii) Cauchytv princip plyne z Gaussova principu, opac¢né implikace neplati.
(iv) Archimédiv princip plyne z Gaussova principu, opac¢nd implikace
neplati.3”
(v) Gaussuv princip plati, pokud plati Cauchyiiv princip zaroven s Archi-
médovym principem.
Posouzené principy umoznily ve druhé poloviné 19. stoleti vybudovat exaktni
teorii redlnych ¢isel na aritmetickych zdkladech (popiSeme ji v nasledujicim
oddile). Zavr$il se tak proces, kterému fikdme aritmetizace matematické
analyzy a matematiky viibec.

8. Axiomy a aritmetické modely. Pfi axiomatickém zavadéni daného
matematického objektu nepopisujeme zpiisob, jak je dany objekt sestaven,
nybrz uvddime (co nejkratsi) vycéet jeho zdkladnich vlastnosti (axiomt), které
ve svém souhrnu jiz dany objekt jednoznac¢né urcuji. V tomto pojeti lze mnozinu
vsech realnych cisel zavést jako mnozinu R s dvéma binarnimi operacemi + a -,
dvéma vyclenénymi prvky 0,1 a jednou binarni relaci <, ktera spliiuje tyto
axiomy (z,y, z jsou libovolné prvky R):

+0=z

#£0 = Jx~tix.x7 =1
(@+y)-z= (@ 2)+(y 2)
Plati pravé jeden ze vztahi x =y, x <y, y < .
r<yNy<z = <z
r<y = rxt+z<y+z
T<YynNz>0 = z-2<y-2
(Al4) Kazda neprédzdnd shora omezend podmnozina R méd supremum.
V algebraické terminologii axiomy (A1)—(A9) urcuji strukturu zvanou pole,
struktufe s axiomy (A1)—(A13) fikdme uspofddané pole. Axiom (A14), zvany

37Tvrzeni (iv) jsme po formulaci Gaussova principu ihned dokazali.
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axiom uplnosti nebo axiom spojitosti, je uveden v jedné z podob, které jsme
posuzovali v oddile 7, totiz jako Gaussiv princip.

Neni obtizné dokazat, ze kazdé dvé struktury R = R; a R = Ry, které splnuji
axiomy (Al)—(Al4), jsou ,stejné* (v matematice fikdme isomorfni). Posledni
znamena, Ze existuje bijekce f: R; — Rg, kterd ,zachovéva“ vse, co s danou
strukturou souvisi: pro libovolné prvky =,y € Ry plati

fe+y)=f@)+fy), flz-y)=[f)-fly) a z<y = flx) <fy)

(odtud jiz plyne, Ze obrazy prvki 0,1 pole Ry pifi zobrazeni f jsou po fadé
prvky 0,1 pole Ry, Ze f(—x) = —f(z) a ze f(x~!) = (f(z))~!, kdykoli z # 0).

Vénujme se nyni otazce, zda realné c¢isla viibec existuji, tedy zda na nékteré
mnoziné R 1ze definovat dvé binarni operace (s¢itani a nasobeni) a jednu binarni
relaci (uspofadani) takovym zptsobem, aby byly splnény vlastnosti vyjadiené
axiomy (A1l)—(Al4) (takovd mnozina R se pak stdvd modelem redlngch cisel).
Zadny ¢tenai téchto fadki o existenci redlnjch éisel patrné nepochybuje. Tento
postoj je (z ,fundamentalistického“ pohledu matematické logiky) podminén
tim, ze pripoustime existenci mnoziny N vSech pfirozenych ¢isel i dalsich
nekonecngch objektl, potfebnych ke konstrukei redlnych ¢isel (napiiklad C-
posloupnosti racionélnich é&sel nebo neukonéenych dekadickych rozvoji).>® Pti
konstrukci modelu R se obvykle predpoklada, Ze je jiz sestrojen ur¢ity model Q
uspofddaného pole vSech racionélnich ¢isel (nejéastéji jako tiid ekvivalentnich
zlomk).

Prvnim modelem R, ktery posoudime, bude Dedekindiv model Tezi, zalozeny
na stejné vychozi myslence, jako Eudoxova teorie proporci: kazdé realné ¢islo r
uréuje rozklad mnoziny Q na dvé (neprazdné) skupiny

(8.1) A={z€Q: z<r}, B={zeQ: z>r},

pri¢emz tzv. horni skupina B zfejmé nem4 nejmensi prvek (zatimco tzv. dolnd
skupina A m4 nejvétsi prvek, pravé kdyz r € Q). Dedekind si uvédomil (a v tom
je snad nejvyznamnéjsi posun jeho teorie oproti ptivodni Eudoxové teorii), Ze
naopak kazdy ez (A, B) na mnoziné Q (kterym minime rozdéleni mnoziny Q na
dvé neprazdné skupiny A, B takové, ze B nemé nejmensi prvek a Ze nerovnost
x < y plati pro kazdé z € A a kazdé y € B) vznikne konstrukei (8.1) pro
vhodné realné Cislo r. Proto mtzeme mnozinu R sestrojit jako mnoZinu vsech
7ezti na mnoziné Q. Pri takové konstrukci modelu R je nutné definovat, kdy
pro dva fezy (A, B) a (C, D) plati (A, B) < (C, D) a kterym Fezlim se rovnaji
vysledky operaci (4, B) + (C, D) a (4, B) - (C, D). Poté je zapotiebi ovéfit, ze
definované operace maji vlastnosti (A1)—(A14). Aritmetické operovani s fezy
(A, B) se pochopitelné pfevadi na operovani s libovolnymi prvky obou skupin
A a B (coz vede k uréeni hornich a dolnich skupin vyslednych fezii). V tom
spoc¢iva dalsi podstatny rozdil mezi Dedekindovou teorii fezii a Eudoxovou
teorii proporci, v niz se prvky skupin A a B interpretovaly pouze jako Ciselné

38Snad ¢tenafe nepiekvapi, ze v nékterych matematickych vystavbach za4dné nekoneéné
mnoziny neexistuji.
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poméry, nikoliv jako ¢isla, ktera priblizuji zdola resp. shora tu hodnotu r, ktera
je fezem (A, B) podle (8.1) urcena.

Vénujme se nyni druhému modelu R, jehoz konstrukce je zaloZena na
myslence, ze kazdé realné ¢islo je limitou vhodné posloupnosti ¢isel racionalnich.
V poli Q, které je casti pole R, totiz nekonverguji nékteré C-posloupnosti
{z,}5°,, tedy posloupnosti racionélnich éisel x,, s vlastnosti

Ve e Qt AN eNVm,n > N : |z, —a,| < ¢

(viz Cauchytiiv princip v oddile 7).39 Definujme proto redlné é&islo jako tridu
tech C-posloupnosti z Q, které jsou ekvivalentni v nasledujicim smyslu:

(22}, ~ {ynt2, €5 Vee QT INENVIM > Nt |2 — yml| < .

Nebudeme zde popisovat, jak se v mnoziné vSech takovych t¥id definuje séitani,
nasobeni a uspofadani. Vysledek konstrukce (kterd nalézé obecnéjsi uplatnéni
pii zdpliiovdni metrickych prostorid) se nazyva Cantoriv model redlnych ¢isel.

Posledni model R, o kterém se zde letmo zminime, je zajimavy tim, ze k jeho
konstrukci nepotfebujeme jako ,vychozi surovinu“ raciondlni ¢isla, ale pouze
deset cifer 0,1,...,9. Jde o Weierstrassuv model, v némz je kazdé realné cislo
definovéano jako (zpoc¢atku formdlni) nekonecény zapis

(8.2) +e,n_1...c100,C_1C_2C_3 ...,

kde {cn—1}72, je libovolna posloupnost cifer (v pribéhu konstrukce se samo-
ziejmé ,zjisti“, Ze jde o zapis prislusného ¢isla v desitkové soustave). Neni pii-
li$ zajimavé ani popisovat, jak se definuji soucty, souciny a usporadani zapisi
(8.2), ani poté dokazovat vlastnosti (Al)—-(Al4), pfesto takova ,aritmetizace
nejvyssiho stupné“ méla v historii matematiky sviij vyznam.

I kdyz s redlnymi cisly pracujeme po cely zZivot, na jejich modely po
absolvovani kurzu z teoretické aritmetiky postupné zapomindme. Pric¢ina je
nasnadé: at pouzividme redlnd &isla v jakékoli oblasti samotné matematiky
nebo jejich aplikaci, nepotrebujeme nic nez vlastnosti realnych cisel, vyjadrené
axiomy (A1l)-(A14) a jejich dusledky. Existence modelti ndm vSak dava jistotu,
7e mezi témito vlastnostmi nejsou takové, které by si navzajem odporovaly.

9. Co bylo dale? Jak jsme jiz vysvétlili, budovani exaktni teorie redlnych ¢isel
bylo zavrSeno ve druhé poloviné 19. stoleti. Proto vyzkum v pravé koncicim
stoleti (jehoz $ifi i intenzitu si v plné mife sotva uvédomujeme) jiz nemohl
predstavy matematiki o redlnych cislech pfilis pozménit. Piesto si zaslouzi
zminku dvé skutecnosti. Prvni z nich spociva v tom, Ze se prekvapivé objevila
fada novych modeli realnych cisel, nékdy necekané i v oblastech, jez jsou
velmi vzdaleny od teoretické aritmetiky, matematické analyzy ¢i topologie.

39Vsimnéte si, Ze jsme vybér éisla e omezili na hodnoty z Q1 (misto obvyklého RT),
abychom definici C-posloupnosti mohli podat jesté pfed samotnou konstrukci modelu R.
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Zajimavym prikladem je konstrukce realnych ¢isel jako jistych her dvou osob,
popsand v knize [C]. Druhym vyznamnym poc¢inem matematiki 20. stoleti ,na
poli“ realnych cisel byla ,legalizace“ pfistupu k nekone¢né malym a nekonecéné
velkym veli¢inam jako k ¢islim (pfipomertime, Ze v klasické analyze se k témto
veli¢indm pristupuje jako k funkcim s limitou 0 resp. o0).%® Vénujme této
problematice zavér naseho prispévku.

K rozsifovani obvyklé redlné ¢iselné osy R o dalsi body (obrazy tzv.
hyperredlngch ¢isel) miizeme piistupovat bez obav, Ze se zhrouti nase pfedstavy
o spojitosti a uplnosti pfimky. Vysledkem této konstrukce bude jistd mnozina
R* hyperredlnych ¢isel, kterd neni ,,0 nic méné redlnd“ nez mnozina R. (Obé
mnoziny jsou pouze produkty abstraktniho lidského mysleni, existuji tedy jen
jako objekty matematické teorie. Od toho je tfeba odliSit nas navyk, Ze si
yidealni“ objekty néjaky nazornym zpiisobem, napiiklad pomoci vhodného
obrazku, predstavujeme.) Budeme-li chtit z naSich predstav o Ciselné ose R
odvinout predstavy o nové ¢iselné ose R*, mizeme to provést tak, ze kazdy
bod na ose R (obraz nékterého ¢isla ag) budeme povazovat za ,misto“, kam
umistime obrazy vSech hypercisel a, které jsou k ¢islu ag nekonecné blizké (bude
to znamenat, e |[a—ag| < € pro kazdé ¢ € RT). Cislo a¢ pak nazveme standardni
¢asti kazdého takového hyperéisla a. Zakladni (kladnou) jednotku nekoneéné
malého ¢isla oznac¢ime \; jeji mocniny A2, A3, A%, ... tvofi celou (klesajici
skélu) jednotek nekoneéné malych ¢isel. Nyni koneéné definujeme, z éeho se
(kone¢né) hypercislo a skladé: kromé standardni ¢asti ag je to uréity a;-nasobek
jednotky A, dale uréity as-nasobek jednotky A2, as-nasobek jednotky A3, atd.,
pfitom {a;}2, je libovolnd posloupnost redlngch &isel. ZapiSeme to rovnosti

(9.1) a:a0+a1~)\+a2-)\2+a3-)\3+a4~)\4+--~:Zai)\i7
i=0

kterd je prozatim formalismem: vypsané operace s¢itani, nasobeni a umocnéni
nemaji zadny aritmeticky vyznam.*! S hyperéisly definovanymi zapisy (9.1)
budeme nyni operovat: soucet a soucin dvou hypercisel definujeme rovnostmi

i ai)\i + i bz)\l d:d i(az + bz))\z7
=0 =0 =0

(9.2)

iai)\i . ibz)\l d:ef ici)\ia kde C; = j:ajbj,i.
=0 =0 =0 7=0

(Jsou to ptirozené definice, které odpovidaji operacim s mocninnymi fadami
proménné \). Usporadéani hypercisel (9.1) zavedeme takto: fekneme, Ze hyper-
¢islo Y25 a; A" je mensi nez hyperéislo Y - b;AY, je-li prvni nenulovy ¢len

40Mame na mysli pfedevsim prace Abrahama ROBINSONA (1918-1974), vSeobecné pova-
zovaného za zakladatele nestandardni analyzy.

41Ptipomina to postup pii budovani Weierstrassova modelu redlnych ¢&isel jako nekoned-
nych dekadickych zapist, o kterém jsme se zminili v oddile 8.
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posloupnosti rozdila {b; — a;}$2, kladny. Je zfejmé, Ze na specidlnich hyper-
¢islech ag + O\ + OA? + - - - jsou pravé zavedené operace a usporadani totozné
s obvyklymi operacemi a usporadanim na ptislusnych realnych ¢islech ag. Proto
kazdé realné ¢islo ag ztotoznime s hyperéislem ag +0A+0A% + - - -. K definicim
(9.2) pak pfipojime obvyklou Gmluvu, 7ze v zapisech hypercisel (9.1) mizeme
¢leny a; A\’ s nulovymi koeficienty a; vynechavat; forméalni operace v zapisech
(9.1) tak ziskaji fakticky vyznam z definic (9.2). Pfiklad nasobeni

LT+ =A+A2 =N 42 =N ) =1

ukazuje, pro¢ pfi zavedeni nového druhu c¢isel nevystacime s konecnymi soucty
(9.1), chceme-li zajistit, aby k (nenulovému) hypercislu a = 1 4+ X\ existovalo
hyperéislo pfevracené. Situace je komplikovanéjsi: v mnoziné (9.1) prvek
a~! neexistuje pro zadné nenulové hyperéislo a se zdpisem (9.1) s nulovou
standardni ¢asti ag, tedy pro a tvaru @, A™ + am 1 A"+ a2 A2 4
kde a,, # 0 am > 1. Takové a se nazyva nekonecné malé hypercislo, snadno se
vysvétli, pro¢ odpovidajici nekoneéné velké hyperéislo a1 by mélo mit zapis

(9.3) boA ™™ + b AT L b AT o (b # 0),

kde {b;}3°, je vhodné posloupnost realnych ¢isel.*? Tak jsme se ,,propracovali®
k modelu R* jednoho zpiisobu rozsifeni pole R. Jeho prvky (hyperéisla) jsou
v8echny zapisy (9.3), kde {b;}$2, je libovolna posloupnost realnych ¢isel a m je
libovolné celé éislo (pro m = 0, m > 0, m < 0 jde o koneéné, nekone¢né velké
resp. nekoneéné malé hypercislo — nezapometite, ze by # 0); s¢itani, nasobeni
a usporadani hyperéisel (9.3) se definuji analogickym zptisobem, jako se diive
definovaly tyto operace s kone¢nymi hyperéisly (9.1). Jisté sami vysvétlite, proé¢
napiiklad plati

—AAT < BN < S3A < 0 <227 < 220300 < 2—%% < %A—Q—g—x
Neni tézké ovérit, ze sestrojena struktura R* je usporadané pole, tzn. spliuje
axiomy (A1)-(A13) z oddilu 8. Axiom (A14) v8ak pochopitelné splnén neni:
napiiklad mnozina hypercisel {)\, 2\, 3)\, ...} mé za horni zavory (kromé
kladnych nekoneéné velkych hyperéisel) pravé ta hyperéisla, ktera maji kladnou
standardni ¢ast; nejmensi z takovych hypercisel ziejmé neexistuje. Sestrojené
pole R* dokonce ani nespliiuje Archiméduv princip z oddilu 3: nerovnost nA < 1
plati pro kazdé prirozené n, prestoze A > 0. D4 se vSak pomérné snadno ukazat,
Ze ve vySe popsaném poli R* plati Cantoruv princip o neprdzdném pruniku
vloZzenych intervalti a Cauchtiv princip o konvergenci vSech C-posloupnosti (viz
oddil 7).

Jak jsme jiz naznadili, existuji rtiznd uspofddand pole R* (je jich dokonce

nekoneéné mnoho), kterd jsou rozsifenim standardniho pole R. V pfedchozim

42Nova hypercisla A™1 < A72 < A73 < ... se stavaji $kalou (kladnych) nekonecné velkyjch
jednotek.



24 JAROMIR SIMSA

odstavci jsme popsali priklad pole R*, ktery je z hlediska konstrukce patrné
nejjednodussi; jeho nevyhody (ve srovnani s jinymi modely hypercisel) by se
projevily, az bychom na jeho zakladé chtéli budovat nestandardni diferencialni
a integralni pocet: v jeho tvodu je vzdy zapotiebi popsat konstrukci hyperre-
alngjch rozsirend funkci z R do R na funkce z R* do R*. Tato konstrukce je pfi-
rozenéjsi pro jina, univerzalnéji sestrojena pole R*, nezli byl nas model rozvoji
(9.3). Jeden takovy vyhodnéjsi model R* je popsén v [NNR]: kazdé hyperrealné
¢islo je v ném definovano t¥idou posloupnosti realnych ¢isel (k definovani téchto
t¥id je vybran jisty systém ,,vyznamnych“ mnozin indext, tvorici strukturu zva-
nou filtr). Vychozi ndpad celé konstrukce lze vyjadrit takto: kazda posloupnost
redlnych éisel {z;}52,, kterd v R konverguje k ¢islu ag, je reprezentantem ur-
¢itého hyperéisla a, jehoz standardni ¢ast se rovné ¢islu ag; pfitom |a — ag| je
,tim mensi“ nekone¢né malé hypercislo, ¢im je konvergence x; — ag ,,rychlejsi“.
Vice podrobunosti této teorie zde uvadét nebudeme (kromé té cenné vlastnosti,
ze kazdd posloupnost redlnych ¢isel je v tomto modelu reprezentantem nékte-
rého hyperéisla??), ptistupnou formou je najdete vylozeny (spolu s vykladem
zékladt pfislusné nestandardni analyzy) ve zminéné publikaci [NNR].

Na tplny zavér dodejme, Ze se nesplnily (a patrné nikdy nesplni) nadéje
nékterych nadsenych propagatorti nestandardni analyzy z obdobi 60. let, ktefi
doufali v to, Ze tato exaktni teorie infinitezimalnich veli¢in vytlaci klasicky
vyklad analyzy v €-0 jazyce, a to alespon z univerzitnich kurzi pro budouci
matematiky-profesionaly. Domnivam se, Ze to ,zavinila“ nikoliv domnéla ne-
chut ,klasicky odchovanych“ docentti a profesorti matematické analyzy, ale
spiSe obtiZnost (vysoky stupen abstrakce) teorie hyperredlnych éisel: dobfe
zvladnout a pochopit ji miize jen clovék, ktery praci s abstraktnéjsimi ma-
tematickymi strukturami jiz pfivykl (dosvédcuje to i zminka o axiomu vybéru
v posledni pozndmce pod ¢arou). Takovych poslucha¢tt v prvnich ro¢nicich fa-
kult mnoho nemame; je téch, co dobfe rozumi redlnym ¢islim, podstatné vice?

LITERATURA
[Be] Beckman P., Historie ¢isla w, Academia, Praha, 1998.
[B1] Bec¢var J., Hrdinsky vék vecké matematiky, Historie matematiky I, Sbornik

z 1. semindfe pro vyulujici na stfednich $kolach (Jevicko, 1993), str. 20-107,
JCMF, Brno, 1994.

[B2] Bec¢var J., Hrdinsky vék tecké matematiky II, Historie matematiky II, Sbornik
z 2. seminafe pro vyucujici na stfednich Skoldch (Jevicko, 1995), str. 7-28,
Prometheus, Praha, 1997.

[Bou] Bourbaki N., Obsc¢aja topologia, historické poznamky na str. 225-235 ke kapitole
»2Realna ¢isla“, Nauka, Moskva, 1969.

[C] Conway J. H., On numbers and games, Academic Press, London, New York, San
Francisco, 1976.

[Ch] Chincin A. J., Retézové zlomky, Ptirodovédecké nakladatelstvi, Praha, 1952.

437da je posloupnost {(71)1'}1921 reprezentantem ¢&isla 1, nebo ¢&isla —1, zavisi pfi
konkrétni realizaci modelu od toho, kterd ze dvou indexovych mnozin {1,3,5,...} nebo
{2,4,6,...} patii do zvoleného systému ,vyznamnych® mnozin, kterému fikdme filtr na
mnoziné N vSech indexu. Existenci takovych filtra je mozné dokazat jen s pomoci axiomu
vybéru.



VYVOJ PREDSTAV O REALNYCH CISLECH 25

Juskevi¢ A. P., Istorija matematiki s drevnéjsich vremen do nacala 19. stoletija,
dil I az III, Nauka, Moskva, 1970-1972.

Klein F., Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus erster Band, rusky
preklad: Elementarnaja matematika s tocki zrenija vyssej, dil 1, Nauka, Moskva,
1987.

Kufina F., Umént vidét v matematice, SPN, Praha, 1990.

Matvievskaja G. 1., Razvitije ucenija o ¢isle v Evrope do 17. véka, Izdatelstvo
FAN UzSSR, Taskent, 1971.

Neubrunn T., Riecan B., Riecanova Z., O nekonecne malych veli¢inach, Alfa,
Bratislava, 1987.

Rychlik K., Theorie der Reellen Zahlen in Bolzano’s Handschriftlichen Nachlasse,
Czechoslovak Math. J. 7 (1957), 553-567.

Schwabik S., Sarmanova P., Maly privodce historii integrdlu, 6. svazek edice
Déjiny matematiky, Prometheus, Praha, 1996.

Vesely J., Matematickd analyza pro wucitele, prvni a druhy dil, Matfyzpress,
vydavatelstvi MFF UK, Praha, 1997.

Vit P., Retézové zlomky, Mlada fronta, edice Skola mladych matematikii, Praha,
1982.



