Rovnice s parametry - linearnil

Formulace problému.

Budeme se zabyvat piipady, kdy budeme najednou fesit vice (typicky nekone¢né mnoho rovnic), které se
od sebe budou vzajemné ligit napiiklad jednou hodnotou - tzv. parametrem (takovych parametri mize byt
vice riznych). V zadani musi byt sdéleno, co je parametr a co je neznamé. Cilem pak bude popsat zavislost
poctu a tvaru vSech feSeni studované rovnice v zavislosti na vSech pripustnych hodnotach parametru.

Zéaveér feSeni budeme uvadét v prehledné tabulce, v jejimz levém sloupci se postupné objevi vSechny
mozné hodnoty parametru (pro rovnice s jednim parametrem tzn. ¢iselné mnoziny - zépis v tomto piipadé
nebude obsahovat proménné) a v pravém sloupci pak zapiSeme, jak vypada v dané situaci tvar mnoziny
viech kofentt K (v pravém sloupci je tedy zapis se zéavislosti na parametru mozny). Bude-li pfitom v pii-
slusném tadku vystupovat jedina hodnota parametru, pak nebude v tomto fadku parametr vystupovat
v mnoziné kofent (za tuto konkrétni hodnotu dosadime a vy¢islime). Pokud je v jistém Fadku vice hodnot
parametru, miZe se objevit (nevyéislena) hodnota parametru i v zapisu prislusnych kotfend.

Konkrétni postup bude patrny z nésledujicich fesenych prikladii.

Resené priklady.

1. /priklad linedrni rovnice/ V R feSte rovnici
p*(z—1)=5(pz—5),

kde p € R je parametr a x neznama.

Reseni. Vyrazy s x shromézdime na jedné strané rovnice, zbylé na druhé strané
pPr—Spr=p"-25 & a(p’-5p)=p"-25 & app-5=@p-5@+5).

Abychom na levé strané osamostatnili =, potfebovali bychom vydélit rovnici vyrazem p(p — 5). To
je vSak mozné provést jediné za podminky, ze p(p —5) # 0. Pokud naopak p(p —5) = 0, délit
nemiuzeme a musime chovani rovnice pro piislusné hodnoty paametru prozkoumat samostatné. Regenf
se nam tak rozdéli do tif vétvi:

a) Pokud p € R — {0;5}, plati

o oo P=5)(p+5) I
ap(p—5)=(p—-5)(p+5) <« P —5) & pat

takze méa rovnice pro libovolnou z uvedenych hodnot p vzdy préavé jedno feSeni. Jde o vice
pripadi, vysledek tedy zavisi na p.

b) Jestlize p = 0, po dosazeni dostavame
Or=-25 & 0=-25,

coz je spor. Pro p = 0 tedy rovnice zadné feSeni nema.

c) Koneéné ve zbyvajici situaci kdyz p = 5, po dosazeni obdrzime
0r=0 < 0=0,

coz plati pro vSechna x € R. V tomto pripadé tedy ma rovnice nekonec¢né mnoho feseni.

Vyse uvedena zjisténi shrneme do tabulky, ktera predstavuje zéavér vypoctu:

!P¥ipadné naméty k tomuto textu prosim adresujte na e-mail akob@jaroska.cz. D&kuji Ale§ Kobza (autor materialu).



_» | K |
R - {0;5) | {=2]
{0} 0

5} R

2. /priklad linedrni rovnice se dvéma parametry/ V R FeSte rovnici

T+ a b_x—b+a
b a  a b’

kde a,b € R jsou parametry a x nezndma.

Reseni. Pokud a = 0 nebo b = 0, rovnice nemé smysl. Pro ab # 0 muzeme rovnici ekvivalentné
upravovat

(r+a)a—b=(@—-0bb+a* & wx(a—-b=d-b—-ad*+b & x(a—b)=0.
a) Je-li a # b, pak miZzeme rovnici vydélit nenulovym vyrazem a — b, ¢imz vypocteme, ze x = 0.
b) Pokud a = b, je rovnice tvaru 0z = 0 a je tedy splnéna pro libovolné = € R.

Zaver jako obvykle zapiseme do tabulky

| a,b ‘ K |

{(a,b), kde a = 0 nebo b = 0} | nema smysl
{(a,b), kde a = b # 0} R
{(a,b), kde 0 # a #b# 0} {0}

3. /priklad rovnice s nezndmou ve jmenovateli vedouci na linearni rovnici/ V R feSte rovnici

m 4 2

Y

r  mx m
kde m € R je parametr a x neznama.

Resend. Vsimnéme si nejprve nutnych podminek x # 0 a m # 0. Tu druhou vyhodnotime hned.
Znamena to, ze v pripadé, kdy m = 0 zadana rovnice neméa smysl. Podminku = # 0 vS8ak budeme
muset analyzovat az v zavéru vypoctu. Za uvedenych podminek tedy plati

m 4 2
———=1-" & m’—d4=mz-2r & (Mm-2)(m+2)=x(m-2).
r  mz m

Podobné jako v predchozi tiloze se ndm nyni dalsi postup rozvétvi.

a) Pro m € R — {0;2} plati
(m—=2)(m+2)=xz(m—-2) & z=m+2,
tudiz ma reSena rovnice nejvyse jedno feSeni. Nez ucinime zavér, je potieba zkontrolovat, zda
skutecné plati x # 0. To tedy znamena, ze musi byt splnéno 0 # m + 2, takze m # —2.

b) V situaci, kdy m = 2 po dosaeni dostavame
0-4=2-0 & 0=0,

takze v této vétvi vyhovi vSechna z € R — {0}.

Nez napiseme vysledky do tabulky, vSimnéme si jesté jedné skutecnosti. Zjistili jsme, Ze rovnice nema
feseni pro m € {—2;0}. Pfesto tyto pfipady v tabulce nenapiseme do jednoho radku. Je mezi nimi
totiz rozdill! Pro m = —2 lze rovnici uvazovat, fesit ji a nasledné tak vypocteme, ze nema zadné
feSeni. Pro m = 0 v8ak rovnice vibec neni definovana a nemé smysl ji ani uvazovat. V dalsim tedy
budeme takové piipady rozlisovat a oddélovat.



oom | K
{0} nemé smysl
{2} R — {0}
{2} 0
R—{0;+2} | {m+2}

4. /ptiklad rovnice s nezndmou ve jmenovateli vedouci na linearni rovnici/ V R feste rovnici

_2+ax
n a+x

a )

kde a € R je parametr a x neznama.

Resend. Rovnice ma smysl za podminky x # —a, kterou déle ve vypoctu zohlednime. Pfi jejim splnéni

plati
2
a= —:_ax & ala+z)=24+ar <& a®=2.
a+x

a) Pro a # j:\/§ tedy TeSena rovnice nemé reSeni.
b) Kdyz a = v/2, je jejim feSenim jakékoliv o € R, pro néz x # —a, tedy r € R — {—\/5}
c¢) Podobné pokud a = —/2, vyhovi rovnici ta € R, pro néz x # —a, tedy € R — {\/5}

Zaver jesté zapiSeme tabulkou:

e [ K |
R — {£v2} 0
v2) [ R-{-v2]
i=v2p | R—{v2)

5. /priklad rovnice s nezndmou pod odmocninou vedouci na linearni rovnici/ V R feSte rovnici
Vaz—1=x—a,

kde a € R je parametr a x neznama.

Reseni. Zadanou rovnici nejprve umocnime na druhou, coz je obecné dusledkové tprava. Nasledné
vyhodnotime, zda bude snazsi provést zkousku, nebo stanovit podminky, které zajisti ekvivalentnost
pouzitych uprav. Plati

Vi2—l=z—a = 2*-1=(r—a) & 1°’—1=22-2wx+a> & 2ar=d>+1.

Nyni rozlisime dva piipady:
a) Je-li a # 0, pak
a?+1
2a
Stanovovat podminky by znamenalo jednak posoudit, kdy je rovnice definovana, tedy zjistit,

kdy plati
2 1 2
22—1>0 ton. <a+ ) —1>0

Qar =a’+1 & x=

2a -
a dale urcit, kdy pfi umocnéni byla i pravé strana nezédporné, coz predstavuje podminku

a?+1
a

—a>0.

r—a>0 tzn.



Domnivam se, ze v této situaci je jednodussi provést zkousku

a?+1 a2 +1\?2 a* +2a2+1 a* +2a2 + 1 — 4a2
2a 2a 4q? 4a?

— 2a2 at—2a®+1 1 — 1 a? — 1
2a ’
a*+1 a®+1 a®+1-— a’—1
2a 2a 2a 2a 2a
Rovnice méa tedy feSeni, pokud se rovnaji vyrazy
a*—1]  a* -1
20 | 2a
Vime, ze
2| =—2 < 2<0,

takze pozadovana podminka je splnéna pravé tehdy, kdyz

2 _ _
a 1§0 - (a—1)(a+1)
2a a

<0 & a€(—o0;—1)U(0;1) .

b) Pokud a = 0, je feSena rovnice tvaru 0z = 1, coz evidentné pro zadné x € R neplati.

Vyse uvedena zjisténi opét promitneme do vysledné tabulky:

| a | K
(—oo; =1) U (0;1) {%1}
(—1;0) U (1;00) 0

6. /priklad rovnice s nezndmou v absolutni hodnoté vedouci na linearni rovnici/ V R Feste rovnici
|z + 3k| = |x — k|,

kde k£ € R je parametr a x neznama.

Resend. Vsimnéme si, Ze obé strany zadané rovnice jsou diky absolutni hodnoté nezdporné. Rovnici
tedy miuzeme umocnit na druhou, coz je v této situaci dokonce ekvivalentni aprava, kterou se zbavime
absolunich hodnot a navic po upravé (vzhledem ke stejnym koeficientim u x) dostaneme dokonce
linearni rovnici. Tento postup TeSeni tedy bude velice vyhodny a rychly! Plati tak

lz+3k|=|z—k < |z+3kf’=|z—k> o 224+6kz+9*=2>-2kz+k &
& Skr=-8k & kr=—k®.
a) Pokud k # 0, dostaneme po vydéleni rovnice ¢islem k
kr=—-k* & x=—k,

coZ znamena, ze rovnice ma jediné reSeni.
b) Kdyz k = 0, vidime po dosazeni, ze 0x = 0, coZ je splnéno pro jakékoliv z € R.

Ziskavame tak zaveér:

k| K |
R—{0} | {-k}
0} R




7. /ptiklad rovnice s nezndmou v absolutni hodnoté vedouci na linearni rovnici/ V R Feste rovnici

2y — 1
|y + bl

+3=0,

kde b € R je parametr a y neznama.

Resen. Aby ve jmenovateli zlomku nebyla nula, je nutné a staci, aby y # —b. Pfi splnéni této
podminky se lze ekvivalentni Gpravou zbavit zlomku

Wolia 0 o ay—1—-3y+
ly + ]

P1i odstranéni absolutni hodnoty se ndm feSeni uvazované rovnice rozvétvi:

a) Kdyz y < —b (tzn. y + b < 0), pak |y + b| = —y — b, takze
2y—1=-3ly+b] & 2y—1=-3(-y—-b) & =-3b—-1=y.

Nyni je tfeba se podivat, kdy bude splnéna podminka y < —b, kterd nas k nalezenému feSeni
privedla. Plati

1
y<—-b & =-3b-1<-b & —-1<2 < b>—§.

b) Jestlize y > —b (tzn. y + b > 0), pak |y + b| = y + b, tudiz

1—3b
20— 1==-3ly+b| < 2y—1=-3(y+b) < 5Hy=1-3b < y=— "
Zbyva zjistit, kdy skutec¢né plati y > —b. Dostavame
1—-3b 1
y>-—-b & T>_b & 1-30>-50 & 20>-1 & b>—§.

V obou vétvich feSeni jsme obdrzeli podminku b > —1/2. Zbyva se podivat, zda pro vSechna takova
b mame vzdy skutecné 2 rizna reseni. Hledejme tedy b, pro kterd by obé feSeni byla totozné:
1—3b 1
—3b—1:T & —1Bb—-5=1-3b & —-6=120 & b:_§7
coz je hodnota, kterd podminku b > —1/2 nespliuje. Vidime tedy, Ze naSe rovnice mé feSeni bud
pravé dvbé, nebo zadné:

N S
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0
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8
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|
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|
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Zadani daloh.

V R vyfTeste rovnice s nezndmou x a parametrem p € R
1.

pr—12=(p+2)x,

2.
v(e+p) +a(@—p)=2@+p),
3.
x+p:pm—1,
p
4,
px—%zl(élx%—l),
5.
Pla-1)_ 5
pxr — 3
6.
p_1_ 4 1
r pr p
7.
o — 2+px’
p+x
8.
Val+p =p+u,
9.
’+p=p-—u,
10.
L+ Ve =Ve—p,
11.
|z +5—p[=|zv—-2[,
12.

20 —p|+2x+1=0.



Navody k reseni a vysledky dloh.

, nezapomente zkontrolovat splnéni podminky px # 3, ta pro nalezené x = 1%3

» [ K |
L {1} 0|
R- (1} | {]
_r | K
2. {0} R |
R {0} | {-5]
» [ K |
{0} neméa smysl
3. (£1} ]
R—{0i=1} | {4}
. » [ K |
{0} nemé smysl
4, {2} 0
{2} R
R — {0;£2} {ﬁi%}
[ K
{0} 0
Y R-{
R — {03} {%‘"}

vede ke zjisténi, ze p # 0, takze se ,neprojevi“, ale bez vypoctu na to nelze spoléhat... (v situaci pro
p = 3 se tato podminka uplatnila zjisténim, ze x # 1),

|

p__ |

K

|

{0}

nemé smysl

{1}

, nezapomente zkontrolovat splnéni podminky z # 0,

=4

R —{0;+1}

|

P
{0:+v2}

R — {0; £v2}

x#_pa

|

|

{0}

(—=o0;0)

(0;00)

L(0)

, specialni ptipady pro hodnoty p = ++v/2 se objevi analyzou podminky

, pri provadéni zkousky vychazi

Vr? = [p)



\K\

|

|

|

p
9. {0} (=00:0) , pri provadéni zkousky vychézi
(—o0; —1) 0
(L0 U(0;00) [ {7}
1 —1 -1
2 2
p | K
10. | (=1;00) 0 ,pTi provadeéni zkousky vychazi
2
(—0:-1) {(%1) }
1 1\? 1 —1
L p+ —p( (2= IR k| R & pe(—oo—1),
2 2 2
p | K
11. {7} R |, feSenou rovnici je vyhodné umocnit, jde o jeji ekvivalentni upravu (postup je
R—{7} [ {7"}
podobny jako v Pf. 6),
p | K
12. (_5072;2) {p —i{_ L } , na piipad p = —2 narazime feSenim rovnice
(=2;00) 0
p—1
l=——
P+ 3

¢imz zjistime, kdy prislusnd mnozina neni dvouprvkova (postup je podobny jako v Pf. 7).




