Komplexni Cisla — zakladni priklady:
SUM Petakova:
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Vypocitejte:
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¢) ryze imaginarni
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Urcete, pro ktera realna Cisla b je komplexni ¢islo z=

b) imaginarni;

a) realné;
_8—6b—ib 8—6b—ib 1+ib 8—6b—ib+8ib—6ib> —i’b’ 8—6b—ib+8ib—6ib> +b°
Ny 1-ib 1-ib  1+ib 1-i*h* 1+b°
Res.:
b*—6b+8 . Th—6b*
= +1.

1+b° 1+b°
a) Cislo z bude reédlné tehdy, kdyz jeho imaginarni slozka bude rovna nule. Tedy:

_ 2
_I070 o o Th—6b7=0 b(7-6b)=0 < b=0v b=%

Im(z
) 1+b
b) cislo z bude imaginarni tehdy, kdyZ jeho imaginarni slozka nebude rovna nule,

tedy kdyz Im(z) #0 < b#0 A b;t%
c) Cislo z bude ryze imaginarni tehdy, kdyz jeho realné slozka bude rovna nule. Tedy

2
Re(z)=0< bl_—6bb2+8=0 & b —6b+8=0 < (b-2).(b—-4)=0 < b=2V b=4
+

—4i
5+x—z. byla rovna 0,5.
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x+1-2i

Urcete xeR tak, aby imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla z=

Res.:
CS5+x—4i  5+x—4i x+14+2i Sx+5+10i+x7 +x+2xi —4xi—4i—8i® _

zZ= . .t . 2 .2
x+1-2i  x+1-2i x+1+2i (x+1) -4
_5x+5+x2+x+8+l, 6—2x
X2 42x+5

x*+2x+5
0=2x 1 o s6-2=xtt2x+5

Im(z)=05 < ———=
@ x> +2x+5 2
X2+ 6x—-7=0

x+7).x-1)=0

x=-7Tv x=1
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(je dobré ulozit do paméti: i'=1i; i#=-1; i
3= )

Vypocitejte:
tedy: i =1; i%l=4 i*2=_1; i
Pie=0 P=pi=-Li=k i=p22= P=#2="22=1(1)=0H

125 = 124 = (1% = Li=; 905 = 504 = (§4)20 = 1 = ;

1
d) 2i° i+ 5110 -3l =211 -2 + 511 —3i ¥ =2.1.i -1 + 5.1-3.1.(-i)) = 2i — 1+5+3i =4 + 5i;
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Vypocitejte:
1+P+P+7+ P+ = 1-i+i-i+i-i=1-1;

10 —.(2+20)

..... 2 . . .
12 l4 16 8 10 12 l14 16 18 20_ 1%—%—4+6-%—8+1O+12-%—l4+l6+18+20_ I 1110=1108.12= -1
prvnich 10 ¢lenti

aritmetické posloupnosti
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Vypocitejte
'V8+i)3=1+3i+3i2+i3=1+3i—3—i=-2+2i;
3 1 1 1 1 =242 —242i —-2+2i
(1_1) == 3= 3 3: e . — 2= —
(1=if 1-3i+3°—i" 1-3i-3+i -2-2i —2+2i 4-4i 8

PE. 9 Str. 135/pt. 19|

Vypocitejte Cisla komplexné sdruzena k danym c¢isliim:
” _3+4i 3+4i 1+2i —5+100
v T 120142 5
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Vypocitejte:
3+4i+3-7i =3—4i +3—7i=6-11i=6+11i ;
m—mzm:m-soi;
(5+3i) =(5-3i) =25-30i+9i> =16 =301

|PET Str. 136/pt. 22 |

Vypocitejte absolutni hodnotu komplexniho ¢isla:

|6+2i|=J36ﬁ=«/Ez2«/ﬁ;
‘\/§+2+2i—i\/§‘=\/(\/§+2)2 +2-V5f =[5+4V5 +4+4-45+5 =18 =342
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Vypocitejte:
+fi+7 1+\/02+12+\/ P+0>  1+1+1
—Fil-Ri] 2 Jo s (C1f - Jorr2r 2-1-2

17i|—i+1 _\/m—i+1_7—i+l_ 8—i —3—i —25-5i [WSWIN

=—=—

N N e I A S A U 2
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Dokazte, ze dané ¢islo je komplexni jednotkou:
(¢islo je komplexni jednotkou, je-li jeho absolutni hodnota rovna jedné)

Vo o, \/(\/EJ(\/EJ 615

"5 s 5 5 25 25

Z=COoSX t1.8InX; |z|:w/cos2 x+sin’ x=+1=1

——142i; — w,==1-2i;

b
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Nakreslete v Gaussove roviné obrazy vSech komplexnich ¢isel z, pro ktera plati:

a) |z|=3

Res.: |2|=[z—(0+0i)|=3

- hledame vSechnaz, ktera maji od bodu [0; 0] vzdalenost rovnu 3 (vyuzivame geometrického
vyznamu absolutni hodnoty rozdilu — analogie z ¢iselné osy aplikovana do roviny)

Ay
3
-3 3 N
Tai
d) |z-2| <3 e) z-2-i|> 4
R z—(2+i)| > 4
y
yA
-1 ¢2 5 x= ;
5 /6 >
i
) 1<|z+3i-2|<4 A
1<|z—(2-3i) <4 Y
- >
2 X

-31 /




g) |z|:|z—2+i

N/
\|z—(0+0i)=|z—(2—i)|J
YT

- hledame vsechna z, kterd maji stejnou vzdalenost od bodu [0; 0] a [2; -1]
A

7

v

h) |z—1-3i|>|z+2i|
|z—(1+3i)| 2|z — (- 2i)|

A y

3i

v
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Preved’te do goniometrického tvaru nasledujici komplexni ¢isla:
Pro feSenti je tieba védét: je -

ya goniometricky tvar je z = |z|.(cos x + i sin x)

Z
I COSX=L

2 2
|Z|=1/a2 +b2 ¢ b+b
b b SIN X = ———

Ja® +b?

v

[ 2 2
z=a+tbi= a—+b.(a+bi):\/a2 +b* [

\/ﬁ J|z|.(cosx+i.sinx)
a +b

a iy b
\/a2 +b? .\/az +b*

a) z1=1+1
Res.: 1. zptisob — univerzalni
Z]=\12+1 =2;  cosx = E:L:%; sin x = ﬁ:%:g
_ 2| V2 2| V2 2
~
T
X: —
4

z=1/2. (cos% + . sin%)

2. zpuisob — nakreslim, z| a x ur¢im z nékresu (je mozny jen pii1 né€kterych zadanich)

A

1
7 :
X:_
2 4

> 1

y

z
4

v

1

z=42. (cos% + 1. sing)



d) zs=-2+2i3
Res: [4=y(-2f +3f =fari2=vi6=4; cosx=Z=-t

sinx = ——=—
4 2
T 2w
z=4.| cosS— +i.sih —
(e s %)
A
y
B 2o =10 10i
AR °
I \ x
4
/
1042
} 10
-10i z
— N 7
10

zZ= 10@,(00s%+i.sin %)
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Pieved'te do algebraického tvaru néasledujici komplexni ¢isla:

a) z1 = 4.(cos%7r+i.sin%7rj:4{—ﬁﬂ'{— %D:—Zﬁ—%;

2
d) z4= ﬁ.(cos%ﬂﬂ',sm %ﬂ):\/z.(cos(l3.27z+%J+isin(13.27z+%Dzﬁ{cos%ﬂ'.sm %) =

= x/f.[ﬂﬂ'.[ﬁﬁﬂﬂ
2 2

|PE 17 Str. 137/pt. 38 |

Vypocitejte soucin a podil komplexnich ¢isel zi, zo. Vysledek vyjadiete v goniometrickém 1
algebraickém tvaru:

a) z1 = 2.(cos 105°+ i.sin 105°), z»=4.(cos 225°+ i.sin 225°)

Rei.: z1.2=24. (cos(lOS ° +225°)+i.sin (105° +225° )) = 8.(cos 330°+ i.sin 330°) =

= 8.(£+i.(—%}}=4«/§—4i

2




—1=%.(cos(105°—225 °)+i.sin (105°—225°))=%.(cos(—l20°)+z'.sin (-120°)) =

2
(cos 240° +i.sin 240°)=— ! —l+i.—£ s
21 2 2 4 4

[ PE18 Str. 138/pr. 41]

Pomoci poéitani s komplexnimi ¢isly v goniometrickém tvaru odvod’te souctové vzorce:
. sin(x +y), cos(x +y)

l\)l»—*

Res.: Necht' zi = cos X +i.sinX; 7z =cosy +i.siny.
Pak 1) Z1.7Z2=cos (X + y) + L. . podle pravidel pro nasobeni komplexnich
¢isel v goniometrickém tvaru
Re (z1.22) Im (z1.22)

2) Z1 .72 =(C0s X + 1.8in X).(COS y + 1.5In y) = ... oby&ejné roznasobeni dvojélent ...
=C0oSX.Cosy+i.cosx.siny+i.sinx.cosy+i’sinx.siny=
=COSX.COsy-sinx.siny+i.

N - Y _/
~ ~

Re YAWH) Im (Z1.Zz)
Z4aver:

cos (X +ty)=cosX.cosy-sinx.siny

[PE 19 Str. 138/pt. 42 |

Uzitim Moivreovy véty umocnéte a vysledek preved'te do algebraického tvaru:

3

T .. T ¥ 6r . . obr Tz .. 1o |
COS—+i.8In — | =COS—+.8IN — = COS—+i.8IN —= —+i.— ;
18 18 18 18 3 3 2 2

( \/_) ( 57 5 ﬂj 5 . ( 257 25 ﬂj Pomocny vypocet :
1—i. 0S—+i.sin— || =2°.| cos——+i.sin—— |=
3 3 3 3 \1—1'.\/5\: 113=2
B T\ . . ANEE
=32. (cos(4.2n+§j+z.sm(4.27r+§D— cosx:%; sinx:—gz
=32. | cosZwisinZ | =32. l+i.£ =16+16.i./3 = x=F
3 3 2 2 3

[ PE. 20 Str. 138/pf. 45]

Uzitim Moivreovy véty a vzorce (a + b)® odvod’te vzorec pro sin 3x a vzorec pro cos 3x.

Res.: Necht z=cos X + i.sin X;
Pak 1) z*=(cos x +1i.sin x)* = cos 3x + ia ... podle Moivreovy véty

Re(z}) Im(zZ%)

2) z*> = cos’x + 3.1i.cos?x.sin x + 3.i%.cos x . sin’x + i*.sin’x =
= cos’x — 3.cos x.sin’x + 3.i.cos?x.sin X — 1.sin’x =

— cos’x — 3.cos X.sin’x + i¥ ... podle vzorce (a -+ b)’

Re(z?) Im(z%)



Plati tedy: €08 3x = cos’x — 3.cos x.sin’x = c0s’x — 3.cos x.(1 — cos’x) =
= cos’x — 3cos x + 3.cos’x =4.cos’x — 3.cos X;
sin 3x = 3.cos?x.sin x — sin’x = 3.(1 — sin’x).sin X - sin’x =
= 3.sin X — 3.sin’x - sin’x = 3.sin X — 4. sin’x
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Vypocitejte vSechny druhé komplexni odmocniny
a) z Cisla 4
Res.: Komplexni &islo a =4 + 0i = 4. (cosO+i.sin O).

Hledéame c¢islo z:|z|.(cos X+i.sin x), pro n&z plati: z=+a, neboli z* =a.

Tozn. Uz|.(cosx+i.sin x)]2 = 4(cos0+i.sin0).

Proto |‘z|2 .(cos 2x+i.sin 2x)J = 4.(cos0+i.sin 0). Tato rovnost bude platit tehdy, kdyz

1) |2’ =4 2) 2x=0+2kx "
|z|=2 x=0 +kn, kde ke{0,1}
Zavér: Obecné: zx = 2.(cos kn + i.sin km), kde k €{0,1} Zi 20
Konkrétng:  zo=2.(cos 0 +i.sin 0) =2 2 5 X
71 =2.(cos +1i.sin ) =-2
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Vypocitejte vSechny ctvrté komplexni odmocniny
b)zcislal—1
Res.: Kogmplexni ¢isloa=1—1i= ﬁ.(cos%rﬂ'.sin %j
Ej |] » Hledame ¢islo z=|z|.(cos xX+i.sin x), pro néz plati: z=4la , neboli z*=a.
aj
S [ Tozn. Uz|.(cosx+i.sin X = \/5.(005%Z +i.sin %)

Proto |&z|4 .(cos 4x+i.sin 4x)] =2 .[cos%z +i.sin %zj . Tato rovnost bude platit tehdy, kdyz

1) |o[' =2 2) 4x = %T+2k7r
82 T kx
||=42 x=-—+—, kde ke{0,1,2,3}
16 2
Zaver: Obecné: 7= 82| cos 7—”+k—” +i.sin 7—”+k—”
16 2 16 2 v4
o x g Tr . . Ix B
Konkrétng:  zo=82.cos—+isin—| .l 20
16 16 e
157 157
z1=4%2 | cos +i.sin :
: 16 16 j il 2
2= 42 [ cos 2F 1isin 2F °n
1 16
b % cos31ﬂ-+i.sin31ﬂ- Zz- ...................
16 16
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Urcete redlna ¢isla x, y tak, aby platilo:

b x(+i+y(d-i)=4+2i X +y=4
Res.: X+ X1+

—yi=4+2i xX—y=2
oy -4

2x=6 — x=3 A y=1
P 24 Str. 138/pt. 52 |

Reste rovnice s neznamou z € C:

a z=3i(z-1)-5z

6z — 3iz =-3.i%
3z.2-1)=3/3
z.(2-1)=1

1 2+i0 2+

z= ) = Zavér: K= z+li
2—i 2+i 5 5 5

| P25 Str. 139/pt. 53]

Reste rovnice s neznamou z € C:

I [2—1).5—13:2.(6,51'—@
l

atoz a z, musime pouzit: z=x+yi,z=Xx-yi, kde x, ye R.
2+1).x—yi))—13=131-2.(x + yi)
2x —2yi+xi—yi? — 13 =13i - 2x — 2yi / - 2yi

2x +y - 13 [BRi = -2x i
ﬁ, y=-4x+13=-52+13=-39

Ir Str. 139/pf. 55 |
|

Z+1| —4i=z+3 Vzhledem k tomu, Ze se v zadani vyskytuji jednak nezndma z a jednak

Vzhledem k tomu, Ze se v zadani vyskytuji vlastné dvé nezndmé,

Zavér: K= {13 —39i1}

absolutni hodnota vyrazu, jehoz soucasti je neznama z, musime pouzit: z=x+yi.
|x+yi+1|—4i=z+3

w/(x+l)2 +y =x+yi+3+4i
JE+1) +y? = (x+3) +i(y+4) P

+2x + 1+ 2 = X+ 6x + 9 + 2.(x +3).(y + 4)
2x+1+y?—6x-9+y2+8y+16 +fi=0+ Bi

+i2.(y* + 8y + 16)
|

2y’ —4x+8y+8=0 A
YV -2x+4y+4=0 A

1) K=
Y +6+4y+4=0
y+4y+10=0
D=16-40=-24<0 —=> feSeni pro x =-3 neexistuje

2) =
16-2x — 16 +4=0

x=2 Zavér: K= {2 —4i}
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Reste kvadratické rovnice s neznamou x € C: jednoduchy vypocet
e) 3x2-2x+1=0

— z—
2+4-43.1 2+J-8 2448 _2i2i.\/§_2.(lii\/§)_l+i£
6 6 6 6 6 3773

Zaver: K= l—z£ l i.ﬂ
3 3 °3 3

Xip =

6l‘_‘w36.i 4.12 ] A ]

2
Zaver: K= {34305 V3+3i)

X2 =

N (7+)x*-5ix-1=0 — toto uz tak jednoduché neni —_
X, = it ‘/25'i2 +f"(7 +1) - ity 3+.4i Pomocny vypocet — jiny zptsob urceni druhé
’ 2.(7+1) 2.(7+10) odmocniny z komplexniho &islaz =3 +4i :
_SiE(2+i) J3+4i=a+bi,kde a,beR = 3+4i=a’ —b* +2abi=>
2 2B 23 A 2ab=4 = b=2 A a®—t=3
x1:5i+(2+i):1+3i 7-i_10+20i 1 2. = @ TOEIALA0=R 20=oA L T T =

2.(7+i)  T7+i 7-i 50
Sz—(2+z) —1+2i 7—i —5+15i
2.(7+1) T+i T7-i 50

= a' -3a*-4=0 = (@’ -4).(a’ +1)=0 =

= a=x2 A b==1 .Vzhledem k znameénku +v citateli

2=

zlomku pro vypocet x, , staci vzit\|3+4i =2+i

1,3,

10 10

Zaver: K= l+2.i; —i+i.i
55 10 10
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Reste binomické rovnice s neznamou z e C:

0 (i2*+3-i=0

Res.: zt= —\3+i
Hledame z:|z |.(cosx+i.sin x), pro néz plati: Pomocny V}'/poéet
= =2
Uz|.(cosx+i.sin x)]4 =2 (cos%ﬂ sin 5—”j |a| ‘ 3+ ‘
. 1
cosx=———; sinx=—
|z|4.(cos4x+i.sin 4x):2.(coss—ﬂ+i.sin 5—”) 2 2
6 6 57
x=2Z
5 6
' =2 2) 4x = §+2k7r
=42 x= M

24 2



Zaver:

Obecné:

Konkrétné:

v




