04 Linearni rovnice a nerovnice, jejich soustavy — met.

Strucny prehled teorie

Met.: Je velmidllezité studentlim vysvétlit zakladni pojmy a metody souvisejici s feSenim rznych typl rovnic,
nerovnic a jejich soustav (podle uvazeni néco hned na zacatku, néco v pribéhu probirani).

e Rovnice, kofen rovnice, defini¢ni obor rovnice, obor feSeni rovnice, nerovnice, kofen nerovnice,
defini¢ni obor nerovnice, obor feSeni nerovnice.

e Ekvivalentni a disledkové (implikacni) upravy pii feSeni rovnic.

e Ekvivalentni upravy pii feSeni nerovnic.

e Reseni riiznych typt linearnich rovnic (jednoduché linearni rovnice, linerni rovnice s neznamou ve
jmenovateli zlomku) a linedrnich nerovnic.

e Reseni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych poéetné riiznymi metodami (dosazovaci, s¢itaci,
porovnavaci, substitu¢ni) a graficky.

e Reseni soustavy n rovnic o n neznamych (uZiti matic pfi feseni, Gaussova elimina¢ni metoda).

e QGrafické feSeni soustavy nerovnic o dvou neznamych a zapis mnoziny feSeni.

e Uziti rovnic a nerovnic pii feSeni slovnich tloh.

Linearni rovnice: linearni rovnici s N neznamymi (X1, X2, ..., Xn) NAzZyvame rovnici tvaru;
aXi+ax:+...+axn=b ,kdea,beR i=1,2,..,n)
(analogicky: lin. nerovnice aiX; +aXz + ... + anXn <b,

aiXy +axXp + ...+ aXy < b,
X1+ axXe + ... +anXn >b,
aixXa + axXz + ... + anXn > b)
Linearni rovnice o jedné neznamé: ax=b
e je-lia# 0, ma rovnice pravé jedno feseni;
je-lia= 0, pak pro b =0 je feSenim rovnice kazdé realné ¢islo (nekone¢né mnoho feseni)
a pro b # 0 rovnice nema feseni.
Linearni rovnice o dvou neznamych: ax + by = ¢
e jestlize [a, b] # [0, 0], pak m4 v R? nekone&n& mnoho feseni [X, Y], ktera pti znazornéni v kartézské soustavé
soufadnic vyplni pfimku (odtud nazev linearni rovnice).
Kof'en rovnice (o jedné neznamé): Cislo, které po dosazeni do rovnice za proménnou pieméni rovnici v rovnost.
Obor feSeni rovnice: mnozina, ve které¢ hledame kofeny dané rovnice.

prravy rovnic:
1. ekvivalentni: Ttpravy, které zméni rovnici ,,slozitou* na rovnici ,,jednodussi, ktera ma tutéz mnozinu
kotentl jako rovnice piivodni — napf.
O zémeéna levé a pravé strany rovnice
O pricteni (odecteni) téhoz ¢isla pfip. vyrazu (definovaného v celém oboru proménné) k obéma stranam
rovnice
O vynasobeni (vydeleni) obou stran rovnice stejnym nenulovym ¢islem ptip. vyrazem, ktery je
definovan v celém oboru proménné
2. disledkové.  upravy, které zméni ptivodni rovnici na novou, ktera vSak miize mit vice kofenti, nez
rovnice pivodni; proto je nutné provést na zavér zkousku — napf.
O umocnéni obou stran rovnice (neni-li zajiSténa nezapornost obou stran umocnované rovnice)

Upravy nerovnic (analogicky);

Pozn.: Pfi nasobeni (déleni) obou stran nerovnice zapornym vyrazem se obraci znak nerovnosti.



Soustava dvou rovnic o dvou neznamych: zplsoby feSeni:

1) scitaci

2) dosazovaci

3) porovnavaci

4) zavedenim nové neznamé — uzitim substituce

5) graficka
Soustava dvou nebo vice nerovnic o dvou neznamych: Pro feSeni se obvykle pouziva kombinace grafické a
pocetni metody. Dulezity spravny zapis mnoziny fesen.

Soustava n rovnic o n neznamych:
e feSeni uzitim matic - Gaussova elimina¢ni metoda.

Zakladni poznatky:

Pf. 1 Kde je chyba v dikazu, ze 1 =2?

%2 _ 2 =x2 _x2
X-(XX)=(x+x)-(x-=%x) [: (x-=X)
X = 2X /X

1=21

Met.: Vyuzit tuto tlohu jako diikaz neptipustnosti ipravy rovnice délenim obou stran rovnice
vyrazem, ktery obsahuje neznamou (bez Gvahy, Ze tento vyraz Se mize rovnat nule).

P1. 2 Reste v Z, urCete obor feSeni rovnice a defini¢ni obor rovnice:

2(x-2) 6
= = [@,2,R~-{5}]
Met.: Tato jednoduchd rovnice s nezndmou ve jmenovateli skyta idedlni moZnost, jak u studentt
upevnit pochopeni defini¢niho oboru rovnice (na zaklad€ stanoveni podminek feSeni) 1 oboru
feSeni rovnice.

Pf. 3 Reste v R: a) z:i = % b)

6x—9 _ 3x

3
—_ _O-_
[@, R {,2}]

2x-3 - X

Met.: Studenty je tfeba vést k optimalnim metoddm Ffeseni zakladnich dloh. V ptipadé rovnic s neznamou

ve jmenovateli by proto méli:

1) stanovit podminky;

2) zbavit se zlomkU vyndsobenim vyrazy ve jmenovatelich;

3) vyresit jednoduchou linearni rovnici. Pozn.: Kazda z rovnic 2., 3a), 3b) vede k jinému typu zavéru:
2. x =5, to koliduje s podminkou, proto K = @;
3a) 0.x = 14, proto K = @;
3b) 0.x = 0, proto x mUZe byt libovolné realné Cislo s vyjimkou hodnot zakazanych

podminkami, proto K =R —{0; g}

Pozor!!! Studenti velmi ¢asto chybuji v tom, Ze pfi stanoveni vysledku rovnice nezohledni
podminky. Proto uvedou fesSeni prikladu 2 jako K = {5} a fe3eni pfikladu 3b) jako K = R.



Typové priklady standardni naroc¢nosti:

Pr.4 Reste v R, urCete obor feSeni rovnice a defini¢ni obor rovnice:

Met.:

a) 3(x+1) (x+1 + 1) _ 5x+1 [ R, R]
11+3x 5x
b) e _E+x2x12+2_0 —4,R,R — {—3; 4}]

Defini¢nim oborem rovnice 4a) je celd mnozina realnych cisel (jde o jednoduchou linearni
rovnici).

Pti feSeni rovnice 4b) je vSak tfeba nejprve stanovit podminky (jde o rovnici s neznamou ve
jmenovateli).

Hned prvnim krokem vlastniho feSeni rovnice by pak rozhodné mélo byt vynasobeni obou
stran rovnic jmenovateli a zbaveni se zlomku. Studenti mivaji z tohoto kroku velmi ¢asto
nepochopitelnou obavu a maji tendenci pievadét zlomky na spole€né jmenovatele, scitat je,
,kochat se , bobtnajicimi* Citateli a ,,vlaCet zlomky postupem feseni co nejdal. Je téeba je
této obavy zbavit.

Pii uréovani vysledné mnoziny kotfent rovnice je tieba zohlednit podminky!!!!

Pf. 5 Reste soustavu nerovnic: a)VR b)vz c)vN

Met.:

X_l_X_4>2X 1
2 3

ZX_XT_S >x-3 [Q)K =(-7,1), b)K ={ —6,-5,....01 },c)K ={1]]

Obé¢ nerovnice soustavy obsahuji zlomky, v jejich jmenovatelich se ale nevyskytuji
vyrazy s neznamou. V prvnim kroku je proto mozné se zlomku bez problémii zbavit a
ziskat tim k feSeni jednoduché linearni nerovnice. (Pti feSeni podobnych tloh je tieba dat
pozor jen na situaci kdy bychom nésobili obé strany nékteré nerovnice zapornym

Studenti zprav1dla zvladnou bez problému feseni soustavy nerovnic v R, ale mnohym
z nich déla znac¢né problémy stanovit vyslednou mnozinu feseni v ptipad¢, ze je obor
feSeni omezen (napi. v 5b) obor feseni je Z, nebo v 5¢) obor feSeni je N, apod.).

Pi. 6 Reste v R? graficky a vysledek zapiste jako mnozinu kofen:

Met.:

a) X+y-1=0
X+y-1=0 [K={[0; 1] }]

b) Xx+y-1>0
-X+y—-1=0 [K={[x,x+1]e RxR; X € (0,0) }]

C) x+y-1>0

X+y-1<0 [K={[x,y] e RxR;Xxe€(0,0) Ay e (1-X, 1+X) }]
Resit soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych ¢&isté graficky znamena pouzit
zfejmé nejhorsi z moznych metod feSeni. Jednak je ve srovnani s ostatnimi (pocetnimi)
metodami ¢asove narocnéjsi, jednak vyzaduje co nejpresnéjsi narysovani piimek, které jsou
obrazem jednotlivych rovnic, a nakonec je vysledné feSeni stejn€ jen odhadem zatizenym
mensi ¢1 vétsi chybou.
Pouziti grafické metody feseni doplnéné drobnymi vypocty ale dokaze izasné zjednodusit
feSeni soustavy nékolika linearnich nerovnic (pfip. rovnic a nerovnic) o dvou neznamych.



Napi.: 6b)

p ... ptimka, ktera je obrazemrce —X+y-1=0;

q ... hrani¢ni pfimka vnittku poloroviny x +y — 1> 0. Musime rozhodnout, ktera z polorovin je pbrazem
nercex+y-1>0.

Zkusime dosadit néktery bod nelezici na hrani¢ni ptimce .... [0; O]

0+0-1>0....evidentné neplati — [0; 0] nelezi ve “spravné” poloroving. Obrazem nerce x +y—1>0
je tedy vnitfek poloroviny s hrani¢ni ptimkou g, ktera neobsahuje bod [0; 0].

Prinikem pfimky p a vnittku “spravné” poloroviny s hrani¢ni pfimkou q je vnitfek poloptimky (vyznacen
cervené) s krajnim bodem [0; 1] (soufadnice tohoto bodu ziskdme vypoctem jako prisecik piimek p a q).

Odsud ziskame snadno zapis mnoziny feseni: K={[x;y] ERxR:x >0Ay =x + 1}

Podobné: 6¢)




p ... hrani¢ni pfimka poloroviny, kterd je obrazem nerce —x+y—1<0;
g ... hraniéni pfimka vnitfku poloroviny, ktera je obrazem nerce x+y—-1>0.

Vybér ,spravnych” polorovin provedeme opét pomoci nékterého vnitfniho bodu (tedy bodu nelezZiciho na
hranicni pfimce). | tady bude vhodny bod [0; 0].

Pranik polorovin je obrazem vysledného feseni a je vyznaden Cervené. Odsud opét snadno zapiSeme:
K= {[x;y]eRxR :x>0/\ye(—x+l;x+1>}

Jesté jedna uUloha dllezita pro to, aby se studenti ze ziskaného obrazu mnozZiny feseni soustavy nerovnic (ziskat tento
obraz se studenti nauci zpravidla velmi snadno) naudili ¢ist a zapisovat tuto mnoZzinu (tento Ukol déla studentim
velmi ¢asto znacné problémy):

Pf. ,,navic”:

A

Necht AABC na obrazku je obrazem feSeni soustavy nerovnic: x+2y—10<0
3x—-2y—-14<0
11x+6y+2>0.

Zapiste tuto mnozinu feSeni soustavy nerovnic.

Red.: Jednaz moZnosti zapisu odpovida rozdéleni plochy AABC na dvé ¢asti pfimkou vedenou bodem B kolmo na
osu x. Hledana mnozina pak obsahuje vSechny uspofddané dvojice [x; y], pro néz plati:

. . , - . “ ‘ 11 1 1
1) Je-li—4 < x £ 2, pak y musi odpovidat poloze ,,mezi pfimkamir a p“, tozn., Ze o X—3<y < —5X +5

2) Je-li2 < x< 6, paky musi odpovidat poloze ,,mezi pfimkami q a p“, tozn., ze gx —75y < —%x + 5.

Proto K:{[x;y] ERxR:(x €E(—4;2)AyE€ (—%x—i;—%x+5>)v(x E(2;6)AYE <§x—7;—%x+5>)}



PF. 7 Reste v R®: a) 2x—62=-20 b) X+2y+3z=4

-5x + 6y = -7 2X +3y ¥4z =5
2y —5z2=8 3X+4y+52=6

1) Miets Zpravidla nejvhodnéjsi metoda feSeni je v pfipad¢ soustavy vétsiho pocétu rovnic o
odpovidajicim poc¢tu nezndmych Gaussova elimina¢ni metoda.

10 1

Pt. 8 Reste v R B |
X+5 y+2
2 [K={[10; 1]}]
X+5 y+2

Met.: Studenti si v&tSinou v§imnou stejnych jmenovatelll a napadne je pouZit pii feSeni
substitu¢ni metodu. Ale mnoho z nich oznac¢i napt. x +5=a,y + 2 =b. To ovSem
feSeni ptili§ nezjednodusi. Je tfeba diskusi 0 moznostech substituce navést je na to,

o T v s s fe v fex 1 _ 1
aby nahradili ,,maximalni mozné* vyrazy — v této tlloze konkrétn¢ a = el b= el

piipadné a = =
x+5

S nezndmymi a, b, druhd pak se zadanymi nezndmymi X, y. Tyto soustavy jsou vSak uz

velmi jednoduché.

Pozn.: Nezapominat na podminky!!!!

1 . F e 1 . ;
, b= ek Sice se pak musi fesit dvé soustavy rovnic, prvni

Pi. 9 Reste v R*: X+2y—z=9
y+2z+u=-3 [K={[1;3; -2;-2]}]
3X—-z+2u=1
X-y—-u=0
Met.: Gaussova elimina¢ni metoda
P.10 Smisi-li se 5 kg kavy drazsi a 10 kg lacinéjsi, stoji 1 kg smési 220 K¢. Kolik stoji 1 kg drazsi kavy
a 1 kg lacingjsi kavy, jestlize se jejich ceny lisi od 30 K¢&? [240,210]

Pt. 11 Sud s vodou mél hmotnost 64 kg. KdyZ se z ného 1. den spotifebovalo 28 % vody a 2. den tfetina
zbytku, vazil pouze 38 kg. Kolik kg vazi prazdny sud a kolik kg vody v ném bylo piivodné?
[14,50]
Met.: Slovnich uloh se studenti vétSinou velmi obavaji. Je tfeba naucit je dikladné a sousttedéné
procitat text kazdé ulohy, snazit se dokonale pochopit podstatu kazdého feSeného problému,
ujasnit si, které veli¢iny jsou ,,nezndmé*, jako takové je fddn¢ oznacit a pojmenovat a
pomabhat si pii sestavovani rovnic piehlednymi zépisy, nacrty, obrazky, tabulkami, ...



RozSifujici cviceni

Pi. 12 Meésta K, L, M lezi za sebou na téze silnici. |[KL| = 14 km. V 13.00 vyjel z L smérem k M cyklista

rychlosti 12 km/h, v 14.10 z K smérem k M osobni auto rychlosti 68 km/h., v 14.20 z M smérem k L
nakladni auto rychlosti 45 km/h. Vsichni se setkali ve stejném okamziku na silnici.
a) V kolik hodin? b) Jak daleko od L to bylo? c¢) [LM|=?
[14.40, 20 km, 35 km]
Met.: Reseni tiloh o pohybu je nutné postavit na preciznim nacrtu situace.
Pozn,: Pokud se télesa v uloze pohybuji riiznou dobu, je vhodné nejkratsi dobu oznacit t,
ostatni doby pak vyjadiit pomoci t.

h)t—2 b) |LS|=s, -2 c) [LM|-2?
Sa.
| 14 km e i Sa
¢ 4 - _ P
K L S — misto setkani M
osobni auto cyklista nakladni auto
14:10h 13:00h 14:20 h
km km km
\"3268?74’ chlz? S < Vn=45?
7 4
S5a= Vala S¢= Vele S5n= Vn.ty
Rovnice:
(4
a) |Ks|=|KL|+|Ls|| b) |LS|=12{I+E] ¢) [LM|=|Ls|+|sM
5.= 14+ s LM|=5,+5,
I 7 g 4 & 4
68{I+g}=]4+12{r+§} LM'=]2{I+E]+ 45.t

1 . (1 4 (1.4
a‘=5h=20mm...14:40h |LS|=12{E+E]k?J:=20km LM"=L12{E+E]+15]km=35km



