05 Kvadraticka rovnice, vztahy mezi koreny a koeficienty — met.

Strucny prehled teorie

Kvadratickou rovnici rozumime rovnici tvaru ax’ +bx+¢ =0, kde a, b, ceR, a # 0, x<R.
X je neznamd
ax? je kvadraticky clen (a je koeficient kvadratického ¢lenu)
bx je linearni clen (b je koeficient linearniho ¢lenu)
c je absolutni ¢len

Reseni kvadratické rovnice:
>
a) bez absolutniho Clenu ... -
Res.: x.(ax+b) =0

x=0 vx=——

a
K= {0; - 2}
a
b) bez linearniho Clenu ...
L=_5

a

o ()

c¢) kvadraticky troj¢len na levé strané 1ze zpaméti rozlozit na soucin kotenovych Ciniteld
[x>+bx+c=0 |

Res: (x—7).(x—s5)=0
K= {r; s }
> RO | + b +c — 0
5 . —~b++b* —4ac
Kofeny uré¢ime podle vzorce X12= >
a

Vyraz b? - 4ac se nazyva diskriminant (znac¢ime ho D).
¢ Je-li D > 0, ma kvadraticka rovnice v R dva rtizné koteny;
¢ Je-li D = 0, ma kvadraticka rovnice v R jeden, tzv. dvojnasobny, koten;
* Je-li D <0, nema kvadraticka rovnice v R zadny kotfen, v mnozin¢ C (komplexnich ¢isel) ma
dva komplexné sdruZzené kofeny.

Vztahy mezi kofeny a koeficienty kvadratické rovnice — Vietovy vzorce :

e Pro kvadratickou rovnici tvaru ax? + bx + ¢ =0 ajeji kofeny r, s plati:
b c

r+s=——; r.s=—

a a

e Pro kvadratickou rovnici v normovaném tvaru, tedy x* + px + g = 0 a jeji kofeny r, s plati:
r+s=-p; r.s=q




Met.: Kvadratické rovnice se ve stfedoskolské matematice vyskytuji velice ¢asto a je nezbytné, aby s nimi
studenti dokazali vidy pracovat bez vahani, chyb, optimdalnimi metodami. Neuplné kvadratické
rovnice, pfipadné tak jednoduché, u nichz kotenové Cinitele Ize urcit zpaméti, by méli studenti resit
rychle, obratné, bez pouziti vzorce s diskriminantem. Procvicovani téchto jednoduchych rovnic by se
rozhodné méla zpocatku vénovat aspon jedna vyucovaci hodina. Teprve pak by se mély fesit rovnice
vyZadujici vzorec s diskriminantem.

Zakladni poznatky:

PF. 1 Zjednoduste vyraz:

Met.:

Pf. 2 Reste v R:

Met.:

a)

b)

c)

2x%+x-10 [2x+5

;xiZ,xi%]

3x2—-7x+2 3x—1

Nejcastéjsi chyby, kterych se studenti dopoustéji pfi feseni podobnych uloh:

¢ studenti najdou kofeny kvadratickych troj¢lend v Citateli i ve jmenovateli, aby je mohli zapsat jako
souciny korfenovych cinitel. Pfi tomto zapisu ale mnozi zapomenou do soucinu zahrnout
koeficienty pfi kvadratickych ¢lenech;

¢ néktefi studenti bud zcela zapomenou uvést podminky, za kterych ma upravovany vyraz smysl,
nebo uvedou podminky nelplné — ziskané z upraveného, nikoliv zadaného, vyrazu

1
2x2 +5x—3=0 |k = {5;-3}]
2x+1  x-1 :x+3_4+x [Kz{—é'l}]
x+3 x*-9 3-x 3+4x 4’
LI N K ={1]]
X +x x x+1

Studenty je treba vést k optimalnim metodam reseni zakladnich dloh. V pfipadé rovnic s nezndmou
ve jmenovateli by proto méli:

1) stanovit podminky;

2) zbavit se zlomku vynasobenim vyrazy ve jmenovatelich;

3) vyresit jednoduchou kvadratickou rovnici;

4) pfi stanoveni vysledné mnoziny kofen( je nutné zohlednit podminky.

Typové priklady standardni narocnosti

Pf. 3 Reste v R:

Met.:

a)

b) (x> +3x) +16(-x> —3x)-36=0 [K

c)

{2}

{— 6;—2;—1;3}]

2, oD g [k = (5]
2(x-2)! 21(x-3)!

- Prvni reakci vétSiny studentii na ulohy je roznasobeni zavorek (pf, 3a), pripadn€ umocnéni

dvojclenu (pf. 3b). Studenti si samoziejmé brzy uvédomi, Ze ziskané rovnice ¢tvrtého stupné

jsou nad jejich sily. Nez ztracet ¢as timto nevhodnym feSenim, je lepsi prodiskutovat

moznosti postupu s celou tfidou a navést je (vétSinou to nékteré z nich napadne) na pouziti

substituce (napf, v 3a oznadit x> +x+1=a, x>+x+2=a+1;

v 3b oznadit x> +3x =a, —x>—3x=—a).

- Uloha 3c¢) je urena aZ pro maturitni seminat. Diky znalosti prace s faktorialy si studenti

jisté uvédomi, Ze Zadny jmenovatel v 3c¢) nemiiZze nabyt nulové hodnoty. Podminky proto

plynou pouze z toho, Ze faktoril je definovan pro nulu a pro vSechna pfirozena Cisla.

(x2+x+1)-(x2+x+2)—1220 [K




PF. 4 Aniz byste feSili zadanou rovnici, sestavte kvadratickou rovnici, kterd ma koreny:
a) o 3 vétsinez jsou kofeny rovnice:

x*—6x+8=0 [x2 —12x + 35 = 0]
b) rovnajici se druhym mocninam korena rovnice
2 — -_— 3
¥ +2x—15=0 [x% —34x + 225 = 0]
Met.: Ulohy se fesi uZitim Vietovych vztahl. Doporuduji pracovat s normovanymi tvary rovnic, tedy

X2+ px + q = 0. Pro kofeny r, s této rovnice pak plati:r+s=—p, r.s=q.
Uloha 4a) je velmi snadn4, ale tloha 4b) je pro studenty naro¢né;jsi. Bude nejspi$ vhodné
prodiskutovat s nimi postup, protoze bez drobné pomodci ji zfejmé vétsina z nich nezvladne.

4b) | Dané rovnice x2 4+ 2x — 15 = 0. || Hledana rovnice x? + px + g = 0.

Jeji koteny ... r, s. Jeji kofeny ... r1, s1.
Pronéplatii 7+s=-2 Pronéplatii 1) +s;=—-p A 1.5 =4
r.s =—15 2)ry =712, 5, =52

r+s =r>+s2=r2+2rs+s>-2rs=(r+s5)?—2rs=

= (—2)% — 2.(~15) = 34

Il
|
=
=
Il
|
w
~

1.5 =1%.5% = (r.5)? = (—=15)? = 225

Zavér: Hledana rovnice je x% — 34x + 225 =0

PF. 5 Ze dvou stanic vzdalenych 600 km byly vyslany dva vlaky, které se maji potkat uprostred trati. Pomalejsi z nich

vyjel o hodinu dfive rychlosti o 10 kTm mensi nez druhy vlak. Urcete rychlosti obou vlakd.

[50 km/h, 60 km/h]

Met.: Reseni uloh o pohybu je nutné postavit na preciznim naértu a popisu situace.

PF. 6 Cena Casopisu byla sniZzena o tolik procent, kolik korun stal pred snizenim ceny. Urci jeho plvodni cenu, jestlize
po zlevnéni stal 16 K¢. [2.5.13 — Realisticky.cz: 20 K¢ nebo 80 K¢]
Met.: Je tfeba dikladné a soustfedéné procist text ulohy, snazit se dokonale pochopit podstatu feSen¢ho

problému, ujasnit si, kterd veli¢ina jsou ,,neznama“, jako takovou ji fadn€ oznacit a pojmenovat a
pomabhat si pti sestavovani rovnic prehlednymi zapisy.

PF. 7 Urcete vSechny hodnoty parametru a, pro které ma dana rovnice jeden koren rovny nule. Uréete druhy kofren.

ac R: 2(a—1x* —Qa—-4Hx+2a(a-3)=0

la=0_K={0:2fa=3.K

I
-— "
b | =

RozSifujici cviceni

PF.: 8 Odvodte vzorec pro vypocet kofend kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ = 0.



