08 Iracionalni rovnice — met.

Strucny prehled teorie

Iracionalni rovnice jsou rovnice obsahujici nezndmou pod odmocninou.

Redime je vhodnymi Gpravami (v&tdinou umocrfiovanim, coz ¢asto byva disledkova tprava), kterymi se snazime
odstranit odmocniny, pod nimiZ se nachazi nezndma.

Je Zadouci zpravidla jesté pred reSenim samotné rovnice urcit jeji defini¢ni obor neboli podminky (pokud to ovsem
neni pfilis komplikované a zdlouhavé), protoze to umozni ihned po nalezeni potencialnich kofen(i okamzité vyradit ty
z nich, které nalezenym podminkdam nevyhovuiji.

Zkouska je i pres urceni definiéniho oboru vétsinou nezbytnou soucasti feseni iracionalni rovnice, nebot umocnéni
byva velmi ¢asto neekvivalentni Upravou. Zkousku vsak uz provadime pouze pro ty potencialni kofeny, jez vyhovuji
podminkam.

Ekvivalentni Gpravy jsou takové, které prevadéji kazdou rovnici na rovnici s ni ekvivalentni, tj. zachovavaji mnoZzinu
vsech kofen( fesené rovnice. Napft.:

e vymeéna levé a pravé strany rovnice

e pricteni, odecteni téhoz Cisla k obéma stranam rovnice

e pricteni (odecteni) téhoZ vyrazu s nezndmou k obéma stranam rovnice

e vynasobeni, vydéleni obou stran rovnice stejnym nenulovym ¢islem piip. vyrazem, ktery je
definovan v celém oboru proménné

e Upravy vyrazi na jednotlivych strandch rovnice

Dusledkové tpravy jsou takové, jejichz dlisledkem muze (ale nemusi) byt , rozsifeni“ mnoziny kofenl plvodni
rovnice. MnoZina kofen( plvodni rovnice je tedy podmnoZinou mnoZiny kofenu rovnice ziskané. Napft.:

e umocnovani

Pozn 1: Po dlsledkové Upravé je nutno vzdy provadét zkousku!

Pozn 2: Umocnéni (rozuméj umocnéni na druhou) obou stran rovnice je ekvivalentni Upravou tehdy, pokud obé
strany rovnice nabyvaji v celém oboru proménné bud’ pouze kladnych hodnot, nebo pouze zapornych hodnot.

Postup pfi feSeni iracionalnich rovnic:

1) Urcéime podminky

2) Vyresime rovnici

3) Srovname koreny s podminkami a vyradime ty, které podminkam nevyhovuiji

4) V ptipadé, Ze jsme provedli pti feseni byt jen jedinou neekvivalentni Gpravu, provedeme zkousku se
véemi koreny, které vyhovuji podminkam




Zakladni poznatky:

Pr. 1

PF. 2

Reste v R: Vx—1=-3 [K = 0]
Reste v R: Vx—2+4=x [K = {6}]
Reste v R: Jx+6) =x+6 [K = (-6;°]]
Redte v R: w/(l—2x)4 = (1—2x)2 [K =R]
Redte v R: \l(xz Jr2x—3)z =x>+2x-3 [K = (-00;-3) U (1;00)]
Met.: Tyto jednoduché ulohy je dobré predfadit pred klasické iracionalni rovnice. Jejich feseni je rychlé,

nékdy ocividné i bez vypoctu (napft. 1, 4).
Rci 3 upravime na |x + 6| = x + 6. To plati prox + 6 = 0, tedy x > —6.
Rci 5 upravime na |x? + 2x — 3| = x2 + 2x — 3. To plati pro x? + 2x — 3 > 0 ... kvadrat. nerce.

Typové priklady standardni naroc¢nosti

Met.:

Reseni rovnic provadime klasicky:
1) Uréime podminky (pokud by vedly k pFilis komplikovanym vypocétiim, pouze je zapiseme a nedofesime)
2) Vyfesime rovnici (Upravu rovnice umocnovanim obou stran je ¢asto tfeba provést opakované,
dokud se nezbavime vSech odmocnin, pod nimiz je nezndma)
3) Srovname koreny s uréenymi podminkami a vyfadime ty, které podminkam nevyhovuiji
4) V pfipadé, ze jsme provedli pfi feseni byt jen jedinou neekvivalentni Gpravu, provedeme zkousku
se vsemi koreny, které vyhovuji podminkam.

Reste v R: VIO—x++/x—-8=2 [K={9}]

Redte v R: Vax+8—~3x-2=2 [K = {2; 34}]

Reste v R: Vx—2+Vd—x=vV6—x [K = {2,4;4}]
x—24+2V—x2+6x—8+4+4—-x=6—x 4—x>0 - x<4
2_,/_x2+6x_ =4 —x /Z(neekvivalentniuprava!!!) \6_x20 N XS6/

— ~
—4x2% + 24x — 32 = 16 — 8x + x?2 x €(2;4)

5x2 —32x+48=0

32+V322-4.5.48 32+/64 4
= =<
10 10 2,4

X1,2 =

Oba potencialni kofeny vyhovuji podminkam. ProtozZe jsme béhem feseni provedli neekvivalentni
Upravu, musime provést s obéma zkousku:



Lgy=V4-2+V4—4=12

4€K
Py =V6—E=2
L — \/2 4—2+ \/4_ —24 = m + \/ﬁ Rovnost L(z 4) d P(Z 4) neni ZFejmé. Ale L(Z 4)
(2,4) — ’ yr = ’ ) ’ ’ ’
je souctem dvou kladnych Cisel a P (5 4) > 0.
P4 =V6—24=+36 Mizeme tedy zkusit porovnat druhé mocniny:
Liy 4 = 04+ 2.4/0,64+ 1,6 =3,6 = P 4.
Protoi2,4 € K.
Zavér: K ={2,4;4}
PF.9 RestevR X+Vxr+2 / K {1}
. v R: _—=—— = {—
xX—+/x+2 5 4
PE.10 ReftevR: Vx> +17 x> +17 =6 [K={-8; 8}]
Rozsitujici cviceni
PF.11 RedteVvR: J2(x2+7x +10)2 =7 = x% + 7x + 11 [Realisticky.cz — 2.7.22,K = {—6,—1}

Met.: Pro zjednodusSeni feseni lze nékdy vyuzZit substituci

napt.vpi.10...y=Vx2 + 17, y? = Vx2+17...,
vpi.11..y=x*+7x+10, y+1=x*+7x+11...

PF.12 RedtevR: Vi+xVxZ2+24=x+1 [K ={0; 5}]
Met: V1+xVx2+24=x+1 /? Podm.: 1+ xVx? + 24 > 0 ... komplikované - nedofesime,

zkouska bude evidentné nezbytnou soucasti feseni,
provedeme ji pro vSechny potencialni kofeny

14+ xVx24+24=x%>+2x+1

xVx?+ 24 =x(x+2) .. vtomto misté se studenti mohou dopustit chyby, kdyZ vyuZiji
stejného Cinitele x na obou stranach rovnice a timto Cinitele rovnici
vydéli. V tom okamzZiku samoziejmé ztrati jedno feseni. Ucitel musi
této situace vyuZzit k tomu, aby pfimél studenty k zamysleni nad
podobou rovnice v okamziku, kdy se za x dosadi ¢islo 0. Po dosazeni
nuly dostaneme z rovnice vyrok 0 = 0, ktery je pravdivy, coZz znamena,
Ze 0 je feSenim rovnice. Teprve po prozkoumani situace s dosazenim
nuly za x mdZeme rovnici vydélit ¢initelem x, ktery uz oviem bude od

nuly rdzny.
xVx? +24=x(x+2) [ix Zkouska: Ly =V1+ 0V0Z+24 =1
T 0eK
x2+24=x+2 /2 P(0)=0+1=1
2 — .2
x*+24=x“+4x+4 Les) = /1+5'—52+24=6
4x=20 - x=5 5€K

P(S) = 5 + 1=6
Zavér: K = {0;5}




Iracionalni nerovnice - predstavuji latku, ktera je povazovana za téma nad ramec u¢ebnich osnov na st¥edni

Skole. Pokud se presto ucitel rozhodne s iracionalnimi nerovnicemi studenty seznamit (divodem maze byt velmi
nadanad tfida a dostatek ¢asu), mél by zminit alespon dva zdkladni typy prikladd:

1) Va<b /

- a=>0Ab>0 Aa<b?; obdobné Vva<hb

2) Ja>bh

—»a) a>0Ab>0 Aa>b? V. b)a=0Ab<0; obdobné  a=b.

Pf.13 Re$tevR: Vx+18<2-—x /2

S>[x+18>0 A [2—x>0] A [x+18<4 —4x +x?]

x> —18 x <2 x2—-5x—14>0
x € (—18; ) X € (—;2) x—-7x+2)>0 3 o
|x € (—o0; —2) U (7; ) |
S N O —
18 S 2 67
Zavér: K = (—18;-2)
Pf.14  ReStevR: Vx+14>x+2 /2
. A x+220] A [x+14>x%+4x+4|
x=>-—14 x = -2 x2+3x—-10<0
x € (—14; o) X € (—2; ) (x+5)x—-2)<0
-5 2
x € (=5;2)
‘ P . PN
&
-14 -5 -2 ?
A
x=>-14 x <=2
X € (—14; ) x € (—o0; —2) . =
©
-14 22

zéver: K= K, UK, = (—14;2)



