09 Dalsi typy rovnic a nerovnic — met.

Strucny prehled teorie

1. Rovnice v sou¢inovém tvaru

i) (0. o) =0 & filx) =0 v Lx)=0 v..V f(x)=0 <
< xeK; v xeK; v ... v xeK,
K=K:UK;U _ UK,

2. Nerovnice v sou¢inovém tvaru
i) 20 fu(x) <0, f1(0). f200..... [r(x) =0,
[1(). 200 fu(x) <0, f100.f2(0)..... fo(x) >0
Optimalni (i nejprehlednéjsi) feseni — Ciselnou osou (pfipadné tabulkou), na niz vyznacime (v souladu se
znaménkem nerovnosti) vSechny nulové body.

3. Rovnice v podilovém tvaru

Fu()Lo (0 fn () _ _
08 gnin = 0 i) fo(.o fo(x) =0 A g1(x)- g2 (%) ... g (x) # O]

4. Nerovnice v podilovém tvaru

J10(0)-f2(X) e (X) <0 J1(%)-f2(%) e frn (X) >0
91(%)-g2(%)engmx) — ' 91(%)-g2()mgm(x) — '
J1(0)-f2(X) e (X) <0 J10(0)-f2(X) S (X)
91(%).92 (%) G (%) ! 91(%).g2 (%) G (%)

Optimalni (i nejpfehlednéjsi) reseni — Ciselnou osou (pripadné tabulkou), na niz vyznacime vsechny nulové body
z Citatele i jmenovatele (v souladu se znaménkem nerovnosti a se samoziejmym pozadavkem nenulovosti
jmenovatele).

5. Rovnice s nezndmou ve jmenovateli

1) Urcime vsechny podminky — plynou z poZadavku, aby se Zadny ze jmenovateld zlomk vyskytujicich se
VvV rovnici nerovnal nule;

2) Upravime rovnici do tvaru beze zlomku (vynasobenim spolecnym jmenovatelem) a rovnici vyresSime;

3) Zkonfrontujeme vysledek s podminkami a vyfadime z néj vSechna Cisla, ktera s podminkami koliduji

4. Nerovnice s nezndmou ve jmenovateli

Reseni provedeme prevodem nerovnice do podilového tvaru

Pozn. Pti feseni nékterych rovnic ¢i nerovnic nékdy pouzivdme substituci, tj. nahrazeni vhodného vybraného
sloZitéjsiho vyrazu s proménnou (napf. x) novou (jednoduchou) proménnou




Zakladni poznatky

PE. 1 Reste v R: a) (x—2)2x+3)=0

{
b) (x—2)2x+3)>0 (—oo;—%>u<2;oo)
{

9 2x+5=0 _é
3x-6 L2

d) 2x+520 —oo;—é u(2;oo)
3x-6 i 2

Met.: 1a)Z korenovych Cinitell na levé strané této kvadratické rovnice uréime kofeny (soucin je roven nule

tehdy, je-li libovolny z ¢initel roven nule);

1b) Obycejna kvadraticka nerovnice s kvadratickym koeficientem a = 2 (vrchol paraboly odpovida
minimu pomocné kvadratické funkce, parabola , oteviena nahoru“) a s levou stranou v podobé
soucinu kofenovych Ciniteld, z nichz uréime x-ové souradnice prisecik(i paraboly s osou x ...

1c) Jednoducha rovnice v podilovém tvaru — vyuZijeme skutecnosti, Ze zlomek je roven nule tehdy,
je-li Citatel roven nule a jmenovatel je od nuly rizny;

1d) Pti rozhodovani o vysledném znaménku podilu na levé strané této nerovnice miZeme vyuzit
parabolu odpovidajici feSeni nahradni nerovnice (2x + 5). (3x — 6) = 0. Operace déleni a nasobeni
maji stejnou prioritu a pokud spravné vyradime z vysledné mnozZiny feSeni nulovy bod ze
jmenovatele (nulou nelze délit!!), usetfime cas.

Typové priklady standardni naroc¢nosti

PF.2 Reste VR: (x3—x).(2x2—-1).(2x2+1)=0

{_l._ﬁ. .ﬁ.}

- 70’ ’1
2 2

Met.: Cinitele na levé strané rovnice rozloZime na souciny linearnich, pfipadné v R dale nerozloZitelnych
kvadratickych, vyrazl [x. (x—1).(x+1). (\/f.x — 1). (\/f.x + 1). 2x*+1) = 0] a vyuzijeme
skutecnosti, Ze soucin je roven nule tehdy, je-li libovolny z initell roven nule). Je dobré zamyslet se
se studenty nad poslednim vyrazem na levé strané rovnice. Zejména pfi feSeni nasledujicich nerovnic
se jim bude velmi hodit, kdy? si uvédomi, 7e vyraz 2x2 + 1 nejen nemdze nabyt nulové hodnoty, ale
je vidy kladny, nebot predstavuje soucet nezdporného vyrazu 2x? a kladného ¢isla 1.

PF.3Reste vR: (x®—x).(2x2—1).2x2+ 1) <0 (- m;_l)u(_g;oJu{% ;1J

Met.: Zvyse uvedeného dlivodu vyraz v posledni zavorce na levé strané nerovnice je vzdy kladny. S tim
budeme pocitat pti rozhodovani o reSeni nerovnice.
1. zpusob reseni — s pouzitim tabulky:
1) Cinitele na levé strané rovnice rozloZime na souéiny linedrnich, pfipadné v R dale nerozloZitelnych
kvadratickych, vyrazd [x. (x — 1). (x + 1). (V2.x — 1). W2.x + 1). 2x% + 1) < 0];
Castou chybou, které se tady studenti dopoustéji, je, Ze nerozlozi vSechny Cinitele dikladné a
dlsledné a pak nenajdou viechny nulové body;
o
3) Rozdélime ciselnou osu témito péti body na Sest interval(, ve kterych budeme urcovat znaménka
jednotlivych vyraz( a pak celé levé strany nerovnice. Vzhledem k tomu, Ze je v nerovnici ostré
znaménko nerovnosti, nulové body do intervall nezaradime;
4) Vytvofime tabulku (za pomoci libovolné zvolenych vnitfnich bod( jednotlivych interval( uréime
znaménka vSech vyrazl tvoficich Cinitele v nerovnici):

2) Ur¢ime vSechny nulové body: -1,



(—o0;—1) V2 V2 V2 V2 (1; )
(+-2) | (7o) | (%) | (5

X - - - > + + +
x-1 - - - - - < +
x+1 - e + + + + +
V2x-1 - - - - 7 + +
V2x+1 - - 1 + + + +
2x% +1 + + + +

<N <N =

5) Urcime vyslednou mnoZinu feseni jako sjednoceni téch interval(, v nichZ vysledné znaménko odpovida
pozadovanym vlastnostem nerovnice.

2. zpusob reseni — rychlé feseni na Ciselné ose:

1), 2), 3) Prvni tfi kroky jsou u této metody stejné jako u prvniho zplsobu feseni (Uprava nerovnice, nalezeni
vSech nulovych bodU a zakresleni ¢iselné osy s nulovymi body, u kterych se podle znaménka nerovnosti
rozhodujeme, zda budou do feSeni zahrnuty i nikoliv);

4) Provedeme nacrt Ciselné osy, pomoci vnitfnich bodud jednotlivych intervalll rozhodujeme o znaméncich
vyrazl (nad osou) a nakonec o znaménku celé levé strany nerovnice (pod osou);

_____ + -+ e+ +-+-++ +-++++ +++++

O

) )
\ A\ A
0

& NS T

SR

5) Urcime vyslednou mnozinu feseni jako sjednoceni téch intervald, v nichZ vysledné znaménko odpovida

pozadovanym vlastnostem nerovnice: K = (—o0; —1) U (—‘/75; O) U (‘/2—E 1)

PF. 4 Redte v R: (x3 —)c)13 (2x2 —1)18(2)62 + 1)25 >0 <— 1;0> u<l;oo)u g

Met.; Na této Uloze Ize dobre studentim ukazat, jak je dlleZité nepustit se zbrkle do Feseni, ale
prohlédnout si napfed zadani a dliikladné se nad nim zamyslet:

e posledni z ¢initeld (2x2 + 1)%° ma sice lichy exponent 25, ale vzhledem k tomu, Ze zaklad mocniny
je vzdy kladny, bude i cely tento Cinitel vzdy kladny. Neovlivni tedy vysledné znaménko levé strany
nerovnice a nemuze nabyt nulové hodnoty. Pfi feSeni bychom jej tedy mohli klidné ignorovat;

e initel (2x? — 1)'® m4d sudy exponent, takze nem(iZe nabyt zaporné hodnoty, ale vzhledem
k neostrému znaménku nerovnosti musime pamatovat na z néj plynouci nulové body, které jsou
soucasti reseni;

e ginitel (x3 — x)'3 = [x.(x — 1). (x + 1)]*3 ma lichy exponent, takie znaménko celé mocniny
bude kopirovat znaménko zakladu;

* nerovnici lze upravit: x*3. (x — 1)1, (x + 1)*3. (V2 x — 1)18. (V2x + 1)18. (2x%2 +1)%> >0,
odsud uré¢ime vSechny nulové body a nacrtneme Ciselnou osu, na které vsechny nulové body

vyznacime. Vhodné je urcité barevné vyznaceni nulovych bodu, abychom snizili pravdépodobnost,
Ze na néktery z nich v zavéru zapomeneme.
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zaver: K= (=1;0)U (1; ©)U {\/75}

(4—x)(6+x)x <

PF. 5 Redte v R: —— <0
Met.: 1. zplsob reseni — s pouZitim tabulky:
Podminky jsou zbyte¢né. Nulové body ze jmenovatele (a rovnéz z Citatele v pripadé

ostré nerovnosti) vyfadime ,ze hry” v tabulce.

Nulové body:

N0

L |

0
—6 0 4 7
(—0;—6) o (—6;0) ® (0; 4) ) (4;7) 0) (7; )

|
e

4—x + + + - -
6+x — + + + n
x - - + + +
7—x + + + + -

L(x) + ) + D) +

K =(-6;0)U(4;7)

Pozn.: UCcitel by mohl upozornit studenty, Ze tabulka slouZi jako pomiicka pro feseni dané nerovnice.
Znaménka vyraz( patfi samoziejmeé vSem vnitfnim bodlm pfislusnych interval(. Krajni body
intervall jsou nulovymi body nerovnice. Pro zpfehlednéni feseni je vSak rozumné ty nulové body,
které patti do defini¢niho oboru nerovnice, k intervaldim v hlavic¢ce tabulky rovnou prifadit.

2. zpusob reseni — rychlé reseni na Ciselné ose:

+-- ++ - +++ -+t -++

(ORN

4+x x-3 x-3
Met.; Jde o jednoduchou rovnici s neznamou ve jmenovateli. Postup:
1) stanovit podminky;
2) zbavit se zlomkU vyndsobenim vyrazy ve jmenovatelich;
3) vyresit jednoduchou linearni nebo kvadratickou rovnici;
4) v zavéru zohlednit podminky.

. . 3—x 2+x 2+x 1
Pr. 6 Reste vR: . = -2,——



x+6
Met.: Nejcastéjsi chybou, které se studenti dopoustéji pri feSeni Uloh 7) a 8), je aplikovani postupu
pouzivaného pfi feseni rovnic s nezndmou ve jmenovateli (viz Gloha 6).
Pti feSeni nerovnic tohoto typu vsak je tfeba postupovat zcela jinak:

- stanoveni podminek je zbytecné (nulové body prosté vyradime na Ciselné ose)

- nerovnici nelze zbavovat zlomkU tim, Ze obé strany vynasobime jmenovateli zavislymi na
proménné x (ndsobime-li zapornym vyrazem, méni se znaménko nerovnosti na opacné,
nasobime-li vyrazem kladnym, zlstavd znaménko nerovnosti nezménéné !!)

(Pokud bychom nutné chtéli pouzit pfi feSeni nerovnice nasobeni jmenovatelem, museli bychom

komplikovat postup rozdélenim do samostatnych vétvi (s ohledem na znaménko jmenovatele));
3x+10
>

PF. 7 Redte vR: —— 2, -2 {(— 00,~6) U <—¥,oo)}

C . x—=2
- nerovnici je tfeba anulovat a upravit: s +2>20 =—

x+6

- doresit Ize Ulohu = bud metodou popsanou v zadani 1d)
= nebo s uZitim ciselné osy a nulovych bodu
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- zaveér: K= (—»; —6)U (—?; )
Yo%y x+3 x+3
Pf. 8 ReSte v R: < [(— 00; — 3> U (0;1)]
x—1 X

Met.; Postup je podobny jako v predchdzejici tloze 7). Je dobré upfednostriovat pfi procvi¢ovani i pfi
provérkach nerovnice s neostrym znaménkem nerovnosti. Studenti pak musi rozhodovat o zarazeni
¢i nezarazeni nulovych bod( do feseni podle toho, zda plyne nulovy bod z ¢itatele (pak je zafazen)
nebo ze jmenovatele (pak zafazen neni).

Pf. 9 Redte VR: x* —3x*+2=0 H_ \/5’_1’1’\/5}]

2
Pf. 10 Reste vR: | —— | ——* _6=0 32
x+2 x+2 3

RozSifujici cviceni

v X v i x—1)2 x—1
PF. 11 Reste v R.’ (m) =5 —5+6>0 [(— OO,—3)U - 2,—1)u (— l,oo)]
Met.: Ulohy9), 10) a 11) vyZaduji pouZiti substituce: v pF. 9) nahradime x? =y, x* = y?;
Y , x
v pf. 10) nahradime x—+% =y, ..
Y . ox=1 _
v pf. 11) nahradlmem =y, ..



