16 Funkce, zakladni pojmy a vlastnosti — met.

Strucny prehled teorie

Zakladni pojmy:

e usporadana dvaojice [x,y] — je dvojice, v niZ zaleZi na poradi (je-li x#y, pak [x,y] # [y,x])
e kartézsky soucin AXB - je mnozina vsech usporadanych dvojic [x,y], kde xe AayeB.

Tedy AXB ={[x,y]; x€ AA yEB}
o bindrni relace - je libovolnd podmnozina kartézského soucinu

e zobrazeni z mnozZiny A do mnoZiny B - je takova binarni relace, kterd kazdému x € A pfifazuje
nejvys jednoy e B
e funkce - je zobrazeni z R do R (neboli zobrazeni v R)
f:y=1(x) f ... oznacdeni (jméno) funkce
y = f(x) ...funkéni predpis, neboli rovnice funkce
X ... argument funkce - nezavisle proménna
y ... hodnota funkce - zavisle proménna

e definicni obor funkce D(f) — je mnoZina vSech x € R, k nimZ existuje y e R tak, Zze [x; y] € f.
Tedy D(f) ={x€R; dye R:[xy]le f}

e obor funkcnich hodnot H(f) — je mnoZina viech ye R, k nimZ existuje x e R tak, Ze [x; y] € f.
Tedy H(f) ={yeR; dIxe R:[xyle f}

o graf funkce — je mnozZina vSech bodu X[x, f(x)], kde xe D(f)

e inverzni funkce — se vytvofi z funkce dané vzajemnou vyménou x za y a naopak.
Je-li dana funkce f: y = f(x) s definiénim oborem D(f) a s oborem funkénich hodnot H(f), pak k ni
inverzni je funkce f1: x = f(y), tedy po Gpravé f1:y = f1 (x), pro kterou D(f?) = H(f) a H(f?) = D(f).
Pozn. 1. —relace inverzni k dané funkci f je funkci pouze tehdy, je-li f prosta.
Pozn. 2. — grafy funkce dané a funkce k ni inverzni jsou soumérné podle osy I. a lll. kvadrantu
soustavy souradnic (tedy podle pfimky p:y = x).

Zpusoby zadani funkce:

vyétem prvki (tabulkou)
rovnici (analyticky)
graficky

slovnim popisem

YV VYV

Z.akladni vlastnosti funkce:

1) monotonnost - viastnost oznacujici, zda je funkce v bodé ¢i na daném intervalu konstantni, rostouci, klesajici,
nerostouci, ¢i neklesajici
Necht M D(f).

% fce fje rostoucinaM <> Vx,,x, € M : x1< xa = f(x1) < f(x)
% fce fje neklesajicina M <> Vx,,x, € M : x1< xa = f(x1) < f(x2)
% fce fje klesajicina M <> Vx,,x, € M : xa< x2 = f(x1) > f(x2)
% fce fje nerostoucinaM < Vx,,x, € M : x1<x2 = f(x1) 2 f(x2)



Pozn. 1: »ryze monotonni“ fce je souhrnny nazev pro rostouci a klesajici funkce,
»monotdnni” fce je souhrnny nazev pro neklesajici (tedy i rostouci) a nerostouci
(tedyi klesajici) funkce

Pozn. 2: Kazda ryze monotdnni fce je zaroven prosta. |Obrdcend véta neplati!

2) sudost a lichost — nékteré funkce jsou symetrické, podle druhu symetrie rozlisujeme funkce sudé a liché

< fce f je sudd pravé tehdy, kdyz 1. Vx € D(f):—x e D(f)
2.VxeD(f): f(—x)= f(x)
graf sudé funkce je soumérny podle osy y
% fce fje lichd pravé tehdy, kdyz 1. Vx € D(f):—x € D(f)
2.VxeD(f): f(—x)=—f(x)

graf liché funkce je soumérny podle pocatku soustavy soutadnic

3) omezenost
Necht M c D(f).

% fce fje omezend zdolavM < 3d e R:VNxe M : f(x)2d
% fce fje omezend shoravM < 3Jhe R:VYxe M : f(x)<h

% fce fje omezend v M, je-liv M omezend shora i zdola
Pozn.: fce je omezen3, je-li omezend v celém svém defini¢nim oboru

4) extrémy (tento pojem je zaveden pro funkce, které jsou alespori ¢aste¢né omezené)
Necht MCD(f), aeM,be M.

X3

*

fce f ma v bodé a minimumna M < Vx e M : f(x) 2 f(a)
fce f ma v bodé a ostré minimum na M < Vx € M : f(x) > f(a)
fce f ma v bodé b maximum na M<= Vx € M : f(x) < f(b)
fce f ma v bodé b ostré maximum na M <= Vx € M : f(x) < f(b)

Zapis: f(a) = minf(x) f(b) = max f(x)
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5) prosta funkce
fce fprostd <> Vx,,x, € D(f): x1 # x2 = f(x1) # f(x2)

6) periodicnost

funkce f se nazyva periodickd praveé tehdy, kdyzZ existuje takové realné Cislo p # 0, Ze plati:

1. Vxe D(f):x+ peD(f)
2.VxeD(f): f(x+p)=f(x)

p ... perioda funkce

Pozn. 1: zakladni perioda funkce = nejmensi kladna perioda

Pozn. 2: graf periodické funkce se pravidelné periodicky opakuje po intervalech, jejichZz délka je rovna
zakladni periodé

Pozn. 3: typickym a soucasné velmi vyznamnym pfikladem periodickych funkci jsou goniometrické funkce




Met.: S pojmem funkce Uzce souvisi pojmy, na které se definice funkce odvolava. Pokud ucitel v Uvodni hodiné
(pfipadné dvou uvodnich hodinach) zavede pojmy ,,usporadana dvojice”, , kartézsky soucin mnozin“, , binarni
relace” a ,zobrazeni” a pokud se studenty vyresi nékolik jednoduchych uloh, které jim ozfejmi vyznam a
podstatu téchto pojmu, mlzZe definici funkce redlné proménné postavit na pevnéjsi zaklad. Konkrétné lze
pak funkci definovat jako zobrazeni z R do R ... Tento postup je lepsi a rozhodné hodny doporuceni.

JestliZe vsak ucitel z néjakého dlvodu nechce sahat pri definovani funkce do vétsi hloubky, staci na stfedni
Skole funkci definovat takto:
Necht jsou dany dvé neprazdné mnoziny redlnych Cisel A a B. Jestlize kazdému x € A pfifadime podle
néjakého predpisu pravé jedno y € B (tedy y = f(x)), pak mnoZina f vSech uspofadanych dvojic
[x; f(x)] se nazyva redlna funkce realné proménné. Zapis: fry=f).
V kazdém pripadé pak musi ucitel vést studenty k tomu, aby v co nejvétsi mozné mire dokazali urovat
vSechny zakladni vlastnosti funkci jak z grafu funkce, tak z jeji rovnice.

Zakladni poznatky

Pi. 1 UrCete vSechny zakladni vlastnosti funkce zadané graficky:

[ D(f)= <— 5;5>  H(f)= <— 2;3> . Neni ani suda, ani licha.
Neni monoténni. Lze ale napfiklad urcit, Ze na <— 3;O> je klesajici
[ 3 vy = f(z) nebo na (—5;-3) je rostouci nebo na (3;5) je rostouci. Na

<— 3;3> je nerostouci a na <O;5> je neklesajici. Je omezena, nebot

s \ 0 sl 5T je sougasné omezena shora (h = 3) i zdola (d = —2). Ostré
K globalni maximum ma v bodé -3, ostré lokalni minimum ma
v bodé -5, neostra globalni minima mé ve vSech bodech intervalu

<0;3> . Periodicka neni. Prosta neni. ]

Met.: VétSinu vlastnosti studenti dokazou z grafu urcit bez potizi. K chybé obéas dochazi
snad jen pfi uréeni podobného extrému, jako je napf v bodé -3. Graf je pro argumenty
v okoli -3 zaobleny. Z toho néktefi studenti usuzuji, Ze v -3 je neostré maximum. Na
podobné omyly musi byt ucitel pfipraveny. Urcité je vhodné vyvolat ve tfidé diskusi o
typu extrému v daném bodé, ptipadné i o jinych vlastnostech, o nichZ se domniva, Ze
by v jejich uréeni mohli studenti chybovat. Sprdvné reagovat znamend nasmérovat
pozornost studentl na definice pfislusnych vlastnosti a na dikladné pochopeni jejich
podstaty.

Typové priklady standardni narocnosti

Pf. 2 Urcete defini¢ni obory funkci

),y =X ex+d [D(,)=R]

o) 1y =a [o(f,)-R—{-3]

0 fiy= i o(1,)-2]
Q=2 D)= (-=-2) (=)
oty i D(1.)-@=]

D fy-— plf, )= (-11)

[
<
=



Met.: Pfi uréovani definiéniho oboru z rovnice funkce musi studenti prokazat, jak dobfe zvladli stanoveni
podminek, za kterych maji vyrazy smysl, ale také jak ovladaji feseni nejriiznéjsich typa rovnic a
nerovnic. Oboji se probiralo zpravidla v pfedchazejicim Skolnim roce. U¢itel ma v Uvodu tématu o
funkcich idedlni pfilezitost vénovat tlohdm podobného typu jednu nebo dvé vyucovaci hodiny, aby si
studenti tuto latku zopakovali. Mél by velmi peclivé vybirat zadani, aby se nezabredlo do pfilis
komplikovanych vypoctl, ale aby se upevnily zaklady, které tfeba drive délaly studentlim potize.
Zaroven mUze vyuzit této prileZitosti, aby poukdzal na propojenost riznych matematickych témat,
kterd uz studenti probirali ¢i probiraji, a aby upozornil na to, Ze v budoucnu budou studenti uréovat
definicni obor pfi vysetfovani pribéhu kazdé funkce. Je nezbytné, aby dokazali tento zakladni krok
provést bez nejmensi chyby a zavahani.

Pf.3  Rozhodnéte o sudosti ¢i lichosti funkci:
a) f oiy=x+x° llicha] o foiy=3x+1 [suda]
b) f,:y=x>+3x-1 [aniS,anil] q) f, :y=1+\/; fani S, ani L]

Met.: Nejcastéjsi chybou, které se pfi rozhodovani (pfip. dokazovani) o sudosti ¢i lichosti funkce studenti
dopoustéji, je ignorovani prvni definicni podminky této vlastnosti, tj. ignorovani nutnosti soumérnosti
definiéniho oboru funkce podle pocatku soustavy souradnic. Pokud defini¢ni obor funkce neni soumérny
podle pocatku soustavy souradnic, nema smysl poustét se do kontroly spInéni druhé defini¢ni podminky,
protozZe funkce uz nemuze byt ani suda ani licha.

Red.:3.a) I.D(fs) =R .... symetri¢nost splnéna;
ll. Necht x € R ... libovolné; f,(x) = x +x3
fa=x) = (=) + (x)* = —x — x> = =(x + x*) = —fo. ()
—fa(x) = =(x + x%)

Tozn.: funkce f, je licha

c) 1. D(f)) =R .... symetri¢nost splnéna;
Il. Necht x € R ...libovolné; fe(x)=3[x|+1
fe(=x) =3|=x|+1=3x| +1= f(x)
Tozn.: funkce f: je suda

d) . D(fs) = R§ -.... D(fs) neni soumérny podle po&atku soustavy soufadnic, takZe funkce fg nemuze
byt ani suda, ani licha

Pf.4 Rozhodnéte o druhu monotdnnosti funkci, pfipadné jejich monoténnost dokazte:

a) f,:y=6x+1 [rostouci] ¢) f.:y=3x*> [neni monotonni]

b) f,:y=-2x-1 [klesajici] d f,:y=2 [nerostouci,neklesajici]

Met: Rozhodnuti o druhu monoténnosti Ize provést na zakladé znalosti typu funkce a tvaru jejiho grafu. Ale dukaz
musi byt proveden v souladu s definici:

a) Necht zvolime libovolné x; € D(f;) = RAx, € D(f) = R.
Pak fu(x1) = 6x1 +1,  fa(xy) = 6x, + 1.
Necht X1 < X5 /.6
6x; < 6x, [ +1
6x; +1<6x,+1

fa(x1) < fa(xz) Tozn., ze funkce f, je rostouci.




b) Necht zvolime libovolné x; € D(f,) = R Ax, € D(f,) = R.
Pak fp(x1) = —2x1; — 1,  fp(xy) = —2x, — 1.
Necht X < x, /(=)
—2x, B—2x, /-1
—2x1—1>-2x,—-1

fo(x1) > fp(x3) Tozn., Ze funkce f;, je klesjici.

Pi.5  Zjistéte, zda jsou funkce omezeng, pfipadné jejich omezenost dokazte:

1 ) .
a)f,:y==x+1  [neniomezend]

2
b)f,:y=-x+1 [neni omezend]
o) f, iy=—x° [neni omezeng, je omezené shora]
df,:y=-1 [ie omezend]
10 . .
e) fory = = [ie omezend]

Met.: Vlastnost omezenosti funkce muize ucitel studentlm velmi ptibliZit, jestlize ji uvede do souvislosti
s moznosti (¢i nemozZnosti) umistit cely graf funkce do pasu dvou rovnobézek s osou x.

4y by Aj//
> / —>
: X / X

I

funkce omezena funkce neni omezena, ale funkce neni omezena,

v

je omezend zdola a to ani ¢astecné

At uZ chceme dokazat, Ze je dana funkce omezend, nebo Ze funkce omezena neni, vidy musime vychazet z definice
omezenosti funkce.

Doporuceni: Nejprve ukazat, jak se dokazuje, Ze funkce omezena je, pak teprve (napf. podle toho, zda je ucitel
Casoveé v souladu s tematickym planem, nebo je v ¢asové tisni) zvazit praci s funkci, ktera omezena neni.

e) foy= % Zda se, Ze funkce f, bude omezend nebot Vx € R: (f,(x) > 0) A fo(x) < 5.
Dlkaz provedeme PRIMO: 1) Omezenost shora: h=5
0 _ ¢
x24+2 = Smér vedeni dikazu!!!
10 < 5x2 + 10
Vx € R: 0 < 5x2 plati vidy cbd.

2) Omezenost zdola: d =0
Vx € R: x2+2>0

10 -
23 > 0 plati vidy cbd.

Funkce f, je omezena shora i zdola, je tedy omezena. Chd.



1
a) fa Y= E X +1 je linedrni funkce s kladnym koeficientem linedrniho ¢lenu. Je tedy rostouci a evidentné

neni omezena. S timto konstatovanim se vétsina student( na zakladé predstavy grafu funkce f,
nepochybné spokoji. Ve zvidavé tfidé se vSsak mohou najit studenti, ktefi se zeptaji, jak by se dalo
dokazat, Ze funkce f, neni omezend. Zadnou otézku ucitel nesmi nechat bez odpovédi. MiZe viak podle
situace zvazit, zda napt. nasledujici dikaz ukaze ve tfidé, nebo jen zajemclim mimo vyucovaci hodinu.
SPOREM: Predpokladejme, Ze dokazované tvrzeni o tom, Ze funkce f; neni omezena, neplati. To by

ovSem znamenalo, Ze je funkce f, omezen3, a tedy je omezena shora i zdola.

1) UvaZujme nejprve napf. omezenost shora:

Pfedpokladejme, Ze f,je omezena shora. Tozn., Ze existuje horni mez, tedy redlné

Cislo h takové, Ze Vx € R: f(x) = %x +1<h

Ovérme, pro ktera x to bude platit: Evidentné to bude pro takova x, pro néz x + 2 < 2h,

tedy pro x < 2h — 2. Dana nerovnost evidentné neplati pro vSechna redlna x, nybrz pouze

pro ta, kterd jsou mensi nebo rovna 2h — 2. To je ale SPOR S PREDPOKLADEM. Piedpoklad o

omezenosti funkce f, shora byl chybny, tozn., Ze funkce f, omezena shora neni ... cbd.

2) Omezenost zdola - analogicky bychom dokazali, Ze funkce f, neni omezena ani zdola.

PF.6 Dokaite, 7e funkce f :Yy=2X+1 manaintervalu <— 1;3> v bodé 3 ostré maximum a v -1 ostré minimum.

Pt.7 Naleznéte inverznifunkci f ' k funkci f a obg zakreslete do jednoho obrdazku:

a) f1y=3x-2, xe(-12). f‘l:y:%x+§, XE<—5;4>:|
b) nyZ%XZ,Xe<O;OO). f:y=42x, X€<0;Oo)}

Met.: Grafy funkce dané a funkce k ni inverzni jsou soumérné sdruzené podle osy I. a lll. kvadrantu.
Zdalo by se, Ze na zacatku tématu o funkcich je pojem inverzni funkce jen okrajovou zdleZitosti. Ucitel
si vSak musi byt védom toho, Ze o dlikladné pochopeni podstaty a souvislosti funkce dané a funkce
k ni inverzni bude zanedlouho opirat vysvétleni napf. exponencidlnich a logaritmickych funkci. Proto
je velmi dllezité nepodcenit tuto latku, ale probrat ji velmi peclivé s dlirazem na kontrolu, Ze
studenti vSechny duleZité souvislosti opravdu dobre pochopili.

PF.8  Nacdrtnéte graf funkce f, vite-li, Ze plati soucasné:

D(f)=(~30)- {0}

f(-3)=-2

o Priseciky grafu funkce f s osou x jsou v bodech P,[-1;0] a P, [5;0].

e Vintervalu <— 3; 0) je funkce f rostouci a neni omezena shora.
e Vintervalu <— 3 3> - {0} je funkce f suda.

e Vintervalu <3; 00) je funkce f rostouci a omezena shora gislem h=4.

a) Zgrafu urcete obor funkcnich hodnot funkce f.

b) Urcete souradnice prlseciku grafu funkce f s osou y.

c) Je funkce f omezena zdola v defini¢nim oboru?

d) Urcete maximum funkce f v definicnim oboru.

e) Urcete minimum funkce f v defini¢énim oboru.

f) Je funkce f prosta v defini¢nim oboru?

g) Urcete alespon jeden interval, ve kterém je funkce f prosta. [Petakova 26/28, feSeni 187/28]



Met: Uloha 8 je velmi zdafile zvolena, formulovana a naplnéna fadou Gkold. Vétsinou totiz dosud studenti
k zadané funkci urcovali vlastnosti. Tato Uloha vyZaduje naopak k zadanym vlastnostem vyhledat funkci.
Ucitel ji mGZe na zavér probirani tématu o vlastnostech funkci velmi dobfe vyuZit k tomu, aby si zkontroloval,
jak dobre studenti tuto Iatku pochopili. IdedIné by mél nakopirovat zadani tak, aby dostal kazdy student své
vlastni. Zdroj by rozhodné nemél byt uveden, aby se zamezilo moznosti najit ve Sbirce uloh vysledek bez
prace. Praci na nakresleni grafu funkce a zodpovézeni otazek z Ulohy 8 by mél ucitel zadat ve tfidé
k samostatnému reSeni s dostatecnou ¢asovou dotaci. BEhem doby, kdy budou studenti na Uloze pracovat,
by mél ucitel prochazet tfidou a sledovat, jak jsou obratni, co jim déla potize, eventudlné pridélovat néjaké
body ¢i malé jednicky (podle zavedeného systému). Na zavér by mél byt cely priklad vyresen na tabuli, aby si
i nejslabsi studenti mohli uvédomit chyby a nakreslit a zapsat spravné reseni.

Rozsitujici cviceni

Pf.9 Jsou dany mnoziny A= <—1; 2), B= {— 2,0,1}. Sestrojte graf
a)AxB b) Ax A c)BxB

PF. 10 Sestrojte graf binarnirelace V = {[X, y]e RxR:iy>x+1AXxe (— 3;2)/\ y e <1;4>}
[pétidhelnik ABCDE kromé vrcholl A, C, D, E a kromé stran CD a AE,
kde A[-3;1], B[O;1], C[2;3], D[2;4], E[-3;4]]

Met.: Mezi rozsitujici cviceni byly posledni dvé Glohy zarazeny nikoliv z dlivodu naroc¢nosti, jsou samoziejmé velmi
jednoduché, ale proto, Ze ucitel pfi zavadéni pojmu funkce nemusel stavét na znalosti kartézského soucinu a
bindrni relace a tyto pojmy tak nemusi byt pro studenty znamé.
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