23 Exponencialni a logaritmické rovnice — met.

Strucny prehled teorie

Exponencialni rovnice

e obsahuje nezndmou v exponentu nékteré mocniny

e zdkladni tvar: @/® =p9® a>0,b>0,xcR

e feSeni: @) Je-lia=b # 1, pak f(x) = g(x) (rovnaji-li se zaklady mocnin, rovnaji se i exponenty)
b) Je-li @ # b, pouzijeme logaritmovani: f(x).log.a = g(x).log. b, (kde c € R* — {1})

Pozn.: SloZitéjsi exp. rovnice se fesi prevedenim na zékladni tvar, popfipadé na algebraickou rovnici (s ¢astym
pouZzitim substituce a*=y (a >0, a # 1)).

Logaritmicka rovnice

e obsahuje logaritmy vyrazl s nezndmou xR

e nejjednodussitvar: log «x=b,a>0,a # 1, bR ( jeji feseni podle definice logaritmu je x = a®)

e teSeni na zakladé véty: Jestlize log o f(x) = log «g(x), kde a > 0, a # 1, pak f(x) = g(x) (rovnaji-li se logaritmy
dvou kladnych &isel o stejném zdakladu, rovnaji se i tato Cisla)

Pozn.: 1) Platnost predchozi véty je podminéna splnénim podminek f(x) > 0 a g(x) > 0. Pokud je nestanovime
predem, zkouska je nutnou soucasti feseni.

2) Slozitéjsi log. rovnice - feseni ¢asto usnadnuje vhodna substituce (napf.y =logqx (a >0, a # 1)) a prevod
rovnice z log. na algebraickou.

e Véty o logaritmech: Nechta >0,a#1,x >0, x; >0, x, >0,reR,neN

loga(;cl-xz) =logg x1 +1logg x;
loga x_i =loga x, — loga x;

)
)

3) log,x" =r.log, x
) log, Vx = %.logax
) logca
log:b’

logpa = kdea>0,b>0,b#1,c>0,c#1

Pozn.: Velky vyznam véty 5! - UmoZznuje prevod logaritmu pfi jednom zakladu na logaritmus pfi jiném zakladu! (Pfi
feseni log. rovnic je Casto tfeba dosahnout toho, aby vsechny logaritmy v rovnici mély stejny zaklad!)




Met.: Hned v Gvodu tohoto tématu by mél ucitel studentdim zd(raznit, jak nesmirné dllezitad bude pro lspésné
zvladani exponencialnich a logaritmickych rovnic a nerovnic znalost pravidel pro pocitani s mocninami a
odmocninami a také znalost pravidel pro préci s logaritmy.

Uziti vSech téchto pravidel bude vzapéti demonstrovat pti ukazkach reseni riiznych typl exponencialnich a
logaritmickych rovnic. Je dobré zapojit hned od zac¢atku do diskuse o jednotlivych krocich feSeni celou tfidu.
Regeni nékterych rovnic Ize zjednodusit pouzitim vhodnych ,umélych Gprav. Nazve-li ucitel tyto Gpravy
Lfintami“, studenti je obvykle velmi radi pfijmou jako dobré prostfedky pro sva mala vitézstvi nad
matematikou a néktefi z nich se zacnou pokouset hledat ve vhodnych dlohach dalsi finty @

Ucitel musi dbat na spravnost, prehlednost a Uplnost zapisl na tabuli. Pro vétsinu studentll jsou tyto zapisy
vzorem, podle kterého provadéji vlastni zapisy do sesitu. | drobnosti, které se uciteli zdaji byt tak
samoziejmé, ze ma tendenci je pouze konstatovat, ale na tabuli nenapsat, mohou byt pro studenty nesmirné

dilezité.

Exponencialni rovnice:

1e Rovnice vedouci k typu al™® = q9®)

a)
22+x2:23x
x%2+2=3x
x>—=3x+2=0
(x—-2).(x—1)=0
K ={1;2}

b) [22x.5% — 22x-1 5x+1 = _gQ |

X

4
4% 5% — > 5.5% = —600

5
20% —5.20" = —-600

3
—.2 X =
> 0 600

20%* =400 > x =2
K = {2}

[20 Rovnice vedouci k typu _a/® = p9®), kde a b]

a)|2*—3*=2%1+53""]

X 3X
2¥ - =3¥45
2 3
ZX
Z =—3x 2
2 3

x.log§= log? S xX=— =logz?
3

K= {loggﬁ}
53

b) 6.7%+3 — 72 =82 |

6.7.7%.7% —72.7% = 82 /:72
42.7% — 7% = —

x — 2% 4.
41.7% = - /41

Druhy zptsob urceni x: uZitim definice logaritmu

x = log7% K= {log7 419}




[30 Rovnice vedouci ke kvadratické rovnici (s eventudinim pouZitim substituce)l
J

) =92 +8=0]

y2—-9y+8=0
-D.y-8=0
y=1V y=8
2*=1V 2*=38

Subst.:|2* = y,E: (22)* = (2%)? :E

x=0 Vx=3 K ={0;3}
b) 31 +2.37=7]
3.35+ =7 Subst.: 3% =y
2
=7/
3y+3 1y

3y2-7y+2=0

7+V49-24 _ 745

Y12 = P P

3¥=2 vV 3*=1

x=logz2 V x=-1

<

wWir DN

K = {—1; log; 2}

0)/[7.6% —2.4" = 6.97] /1:9% |

......................... (vySe zminénd|,, finta“}— vede k upravé rovnice, v niz

budou mit vSechny mocniny s nezndmou

7 (g)x - 2. (g)zx =6 Subst. (%)x =1y vexponentu stejny zaklad).

2y2—=7y+6=0

7+V49—48 _

V12 = 2

B =2 v (-

x=logz22 Vx=-1
3

<

NWw DN

K = {—1; log2 2}
3

Pozn.: Ucitel dosud stale zdlraznoval, Ze rovnici
nelze délit vyrazem s neznamou bez rozebrani
situace, kdy se tento vyraz rovna nule. Nékdo ze
studentU se na to ted mlzZe zeptat, pfipadné ucitel
muze polozZit otazku , Co kdyz bude 9* = 0?“.

V idealnim pripadé zareaguji studenti tvrzenim
podpofenym podobou exponencidly f:y = 9%, Ze
Vx € R:9%* > 0.

| 4e Soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych |

4*+Y =128

53x—2y—3 =1

2 +y) =7
3x—2y—-3=0
2x+2y=7
3x—2y=3

3

5x =10 » x=2 - y== K={[2;%]}

2




@ 2.2%7Y 4 2x+y-1 = 70

10.2%7Y~1 — XY = 22

2a+§=20ﬁ2
2 p=-22
10
4a+b = 40
5a—b=-22

9a=18 »a=2 - b=32

Subst.: 2¥7Y =q

2x+y - b

=t 2V =2 e/ x—y=1
2%ty =25 x+y=5
2x=6 >x=3 > y=2
K ={[3;21}

Logaritmické rovnice:

U logaritmickych rovnic musime pocitat s celou fadou podminek, které musi byt spinény, aby mély rovnice
smysl. Pokud najdeme vsechny podminky, dokdZzeme je Uplné zpracovat a béhem vypoctl neprovedeme
zadnou neekvivalentni Upravu, pak nemusime pro potencialni kofeny, které s podminkami nekoliduiji,
provadét zkousku. V opacném pfripadé je zkouska nezbytnou soucasti reseni.

[ 18 Nejiednodussi rovnice typu logax=b,a>0,a#1, beR|

a) [log,(x +1) = 3|
x+1=23

Podm.:x+1>0

x=7
K = {7}

b) [logi(2 —x) = -2
2

=)

Podm.:2—x >0

2—x=4
x=-2

K ={-2}

¢) [logg v + 30 + logg v = 1
logg/(x +30).x =1

(x +30).x = 8 /2 ekvivalentnitprave

x> +30x—64=0
(x+32).(x—-2)=0
x==32 v x=2
~“neodpovida
podminkam

Podm.: 1) x+30>0 - x> —-30

2)x>0

K = {2}




d) [loge{3log,[1 +1ogs(1 —21ogz )1} =05 || podm: x > 0.
3log,[1 + logs(1 — 2logz x)] = 9%° =3
log,[1 +1logs(1 —2logz x)] =1 Dalsich podminek je fada, napf. 1 — 2logz x > 0,
1+logs(1 —2logzx) = 2 1+ logz(1 —2logzx) >0, ...
log;(1 —2logzx) =1
1—2logzx =3 Vypocty podminek komplikované — nedofesime je
logz; x = -1 a radéji na zavér provedeme zkousku.
1
X ==
3

Zkouska: L(l) = logg {3 log, [1 + log; (1 — 2logs %)]} = log9{3 log2[1 + log3(1 - 2(—1))]} =
3
= logoe{3log,[1 + logs 3]} = loge{3log,[1 + 1]} = loge{31log, 2} = loge{3.1} = logy3 = 0,5
Py =105
8 1
1y =P =t

3 3

|2e Rovnice vedouci k typu _log f(x) =log .q(x), _kde a >0, a # 1}

a) [log(x + 1) + log(x — 1) —log(x — 2) =log8 Podm.:1) x+1>0 - x> -1
log EHDE=D _ 100 g 2)x—1>0 »x>1 x>2
x—2
x2_1 3) x—2>0 »x>2
x—2 =8

x?—8x+15=0
(x—3).(x—=5=0
x=3V x=5 —_ K = {3; 5}

b)l logs(2x +9) + logs(4 — 3x) =®+ logs(4 + x) |

logs(2x +9) + logs(4 — 3x) =+ logs(4 + x)

logs(2x +9). (4 — 3x) = logs 25.(4 + x)

Podm.: 1) 2x+9>0 —>x>—%
2) 4-3x>0 - x<3

—6x2 — 19x + 36 = 100 + 25x Sl 4+x>0 ->x>-4)

612 + 4dx + 64 = 0 xe(-43)

3x24+22x4+32=0

—224+/484-384  —22+10 —2
x1 2 = = =< 16 o L
4 6 6 /—/3 neodpovida podminkam

K ={-2}




|3 Rovnice vedouci ke kvadratické rovnici (s eventudlnim pouZitim substituce) |

a)

1
logx+1

6 —
log x+5 -

Subst.:logx =y

2+ =1 J+1D.(y+5)

y+1

y+5

Podm.: 1)x >0

2)logx+1+#0—-logx -1 —>x¢%

y+5+6y+6=y2+6y+5

3)logx+5#0—>logx # -5 - x #
N

1
105

Y

Pozor! Na podminky 2), 3) studenti zapominaji ...

yP—-y-6=0
y—-3).+2)=0
y=3 V y=-2

logx =3 V logx =-2

K= {i- 1000}

1
x=1000 V x=— o0’

100

10
b) 108x3+2:10gx2 Podm.: 1)x >0
—_10 . — 2)logx # 0 — logx # 1
3.logx+2—2_logx Subst.:logx =y \2)log g 8 =/
0 x € (0;0) — {1}
3.y+2—5/.y
_ 1
3y242y—-5=0 > y,= ZJ‘;@=<_§
3
_ _ N N S R R £ TR 5 ') _{+n.310
Dlogx=1->x=10 2)logx=—-2 - x=10 S TRk o Aierry K_{lo'mo}

logZx —logx*+3 =0

Podm.: -

(logx)? —4logx+3 =0  Subst.: logx =y

y2—4y+3=0
-D-3)=0

1) logx=1-> x=10 2) logx =3 - x=1000 K = {10;1000}

V této Uloze je tfeba vénovat velkou pozornost exponentlim — rozlisovat, kdy jde o umocnéni funkce
a kdy o umocnéni jejiho argumentu!!!




d) |10 x__ 15
823 logy5—1 Podm.: 1) x >0
x 15 X X X
ngz—@ SUbSt..lngz—y Z)ngg#:l —)E\#:/Z - x¢19

. s x € (0:e0) - (16)

y2—2y—15=0
y—-5.y+3)=0

1) log2§:—3 - %:% —>x:% 2)10g2§:5 N

SR

=325 x=128 K={§;128}

e) x198% = 1000x2 |/ logaritmujeme Podm.: -
log x'°8% = 1og 1000x2
(logx)? =10g 1000 + logx?  Subst.:logx =y
y2—2y—-3=0
r=3).0+1D=0

- _ -1 — — _ (1.
1)logx = -1 > x=- 2)logx =3 — x = 1000 K = {=-;1000 |

|4 Rovnice obsahujici logaritmy s riznymi zdklady (véetné dloh s nezndmou v zdkladu logaritmu)

a) [2logy x +log zx +1logix =9 Podm.: -

log, X log, X . _
2log, x + ]0g2ﬁ+ 1og2§ = Subst.: log, x =y

2y+%+_11:9

2

3y=9 - y=3 - log;x=3 - x=38 K = {8}

b

—

log, 4 + log, x = log, x

S Podm.:1) x > 0
082 082X _ log, x Subst.:log, x =y

log, x  log; 4 2)x #1 x € (0;0) — {1}

2 y

T2y /.2y
4+ y? = 2y?
y2=4 - y=12

1) log,x=-2 - x=% 2) log,x=2 - x=4 K={l;4}




c) logéx +log5x% =1 Podm.:1) x > 0

5

logg 5x -

logs 5—loggx __ 1

W— Subst.: 10g5x=y

10g§x+
2 1=y _

y +1+y—1 /[.(1+y)

3 2 o —

y +y“+1—y=1+y

Yy 4y?-2y=0
yO»*+y—-2)=0

y=0V +2).(y—-1)=0
y=0 Vy=-2 Vy=1

1 1
1) logsx=0 - x=1 2) loggx = =2 - X = 3logsx=1 ->x=5 K={E;1;5}

[ 5e Soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych ]

a) |logz x +loggy =2 Podm.:1) x >0

log, 3 +1og, 9 =3 2)x#1

3)y>0

gy=1 KGR

logzx | logzy _ 3

Tog,3 T logs0 — 2 Subst.: logzx =a

logz3 | logs9 _ —
logs3  logzy logsy =b
a+2=3 — a=%2
2 2 2
1 2
o atp=8 /
\\\ 2 2 — //
3ty =3 /B3-b)b 1) b=logsy=1-> y=3
2b+ 6 —2b =9b — 3b? a=¥=1=log3x—>x=3
b2—=3b+2=0 2) b=logzy=2-> y=9
3-b 1
(b-1).(b—2)=0 a===;=logsx > x=3

b=1vb=2 K ={[3; 31,[v3;9]}




510gx + 310gy =4
P .
5210gx _ 3210gy =_-8 Subst.: 510gx =a; 3logy =b odm -
atb=4 y>0
. a2 _ bZ = -8

(a+b)(a—b)=—8=4.(a—b)=—-8 — a—b=-2

a+b=4
a—b=-2
a=1, b=3

508* =1 - Jogx=0 - x=1;

308y =3 - logy=1 - y=10 K = {[1;10]}

Exponencialni nerovnice:

K feseni vyuzivame zejména

ola

01**3 < /10

10—2.(x+3) <102

2x—6<%/.2

—4x—12<1
—4x < 13 /:(—4)

x> ——
4

= ekvivalentni Upravy nerovnic;
» vlastnosti exponencidlnich funkci (zejména monoténnost —
— pfipomenime: necht f: y = o*. Pak proa > 1 je f rostouci,
prol0 < a < 1|je f|klesajici;

» u slozitéjsich nerovnic i substituci.

a>1 — exponencialni funkce vyuzivana pti fesSeni je rostouci

1 1
e
2% 64

2—x2+2x+2 < -6

—x24+2x+8<0

x2—-2x—-8>0

x+2)x—-4)>0

K = (—o0; —2) U (4; )

a>1

/
N

allo,

2x-3

2x2 >5

1. zplsob

3-2x
5x-2 > 5
3—2x
x—2
3-2x

x-2

5-3x
x=2

>0

2x-3
5%z >5

>1

-1>0

a>1

I+
+11

w m()
NO
<V

K=



2x-3

- - -1
2. zpiisob (%) x—2 (%) — exponencialni funkce vyuzivana pri Feéenije
2x —3
x—2 _1
273 <o
x—2 = 5 r 9 *
5 <0 k=(:2 ——o——
+ — + X
d)[4*-3.2*+2<0 Subst.: 28 =y; 4% =y? A
y
y2—-3y+2<0
y-D.o-n<0 —
y E(1; 2)
Yy 1 2 X
2* €(1; 2)
\ 2
1
> K =(0; 1)
X
1 2% L ox
e) %1z = 271 Subst.: 2* = y
1 Sy
y+2 y—1
2 _Y >
y+2 y—-1
y-1-y*-2y 0
+2).(y-1) —
-(y%+y+1 vt
(y(fz).(J;ﬂ)) >0 ..VyER Y’ +y+1>0,proto —(y>+y+1) <0 ﬂ
ov+d.0-D<0 —
y€(=21)
-2 1 X
2 e (-2;1)

K = (—;0)




Logaritmické nerovnice:

2x—6
log; —— >0 a>1 Podm.:

2x—6
>170 =
2x—-1 — P T

>0

2x—-6
2x

+11

2x-6
2x-1

-1>0

4_
YN
|
wh
X‘
4_ +1+

2x—6—2x+1
2x—-1

>0

-5
2x-1

2x—-1<0

>0

1
X <:E - X € (

2 _ >
log%(x 8x)+2=20 Podm.: x? — 8x > 0 ywk
log:(x? — 8x) =] -2 x.(x—8)>0
3
2 1\ "2
x —8x@(§)
x2—8x—-9<0 R
re om0 UEG® ¢ :
x+1).(x—9)<0

K =(=1;0) U(8;9)




logs log, (x* — 5)[5 0
5

0<a=§<1

log,(x? — 5) @(g)o
log,(x? —5) <1

a=4>1
x“—5<4
x>—=9<0

(x+3).x—-3)<0

Podm.: 1) x> —5>0

[x € (—0; —V/5) U(V5; )|

2)log,(x2—5)>0 [a>1

x%2 —5>4°
x2—6>0

x € (=0, —V6) U (V6; )|

\

~

x€ (-0 VU (VEw)

K = (-3;—V6) U(V6;3)

logyo(x? — 3x) < log,ox + 108205

Podm.:1)x2 —3x >0

log,o(x2 — 3x) < log,g 5x

x? —3x/<5x
x> —8x<0
x.(x—8)<0
x € (0; 8)

y

= x.(x—3)>0

[x € (~0;0) UG )]

A4

K = (3;8)




1-logx

Subst.: logx =y

2+logx —

1-y
2+y

2 _1>0
2+y

1-y-2-y
TZ 0/.(-1)

Podm.:1)x > 0
2) logx # —2 tuto podminku neni

v v v

tfeba podrobné Fesit, zohlednime ji pfi feSeni

,hlavni“ nerovnice /

2y+1
2+y

<0 - 0 :
o e

+ 2 — +

y=logx€(—2;—%> a>1
logx > -2 A long—%

1
1072 <x <1072

)

1
re (LD
100° 10

1 10
100’ 10

log, (x + 1) > logy,1 16 Podm.: 1) x +1> 0
log, 16 . _
log,(x +1) > Tog, (r+ 1) Subst.: log,(x +1) =y x> -1
y> 4 2) x+1+1
y
. x+0
7770 xe(-Liw) - (0)
. )
Y250
g -- +.- - T+
w02 _ - o - o+ o+*
y - -2 4+ 0 - 2z 4+

y € (=2;0) U(2; )

—2<log,(x+1)<0 VvV log,(x+1)>2

272<x+1<2° v x4+1>2?

3
——<x<0 Vv x>3

4

3
K= (—Z;O)u(s;oo)




Zakladni poznatky:
1) Redte v R: a) MA2017: 3.9%-9%=6 b) 3*=10 C)4%-6.4*+8=0
[a) % b) logs10 c) %; 1]

2) RedtevR:  a) MA2017: log,3x=6 b)logsx+ 2 -log,x—3 =0

Typové priklady standardni ndarocnosti

Nasledujici rovnice a nerovnice feste v R.
X x-1
3 () [(128)7_ 3
25 27 5
4) 4 /25—7X :\/5'3/43—5X
5) 52x—3 _ 2.5x—2 =3
6) MA+2017:  log,x+ I093§=IogﬁS+1

7) log(x+1) + log(x-1) — log x = log(x+2)

8) logx®+2=

log X

9) 1994 Iog(x2—4x+4) -1

3x 2x+8
10) a) (lj < (%} b) 4%5< 16*1

6

11) a) log,(3x+2) >0 b) log,,(—3x+16) <log,, x+109,,5

7

RozSifujici cviceni
12) (IogX \/5)2 —log, 5v5+1,25=0

13) 3logx 45logy = 14
32Iogx_52|ogy =56

1 .
[a) 243 b) o 2]

(2]
[12]
(2]
(9]

(2]
310

10, —
[ 100 !

[1; 3]

[a)(8;%0), b) (3;)]

2.-1, ,,.16
[a)(_g’ 3 )r <21 3)]
[5;3/5]

[100;10]



