24 Goniometrické funkce a vztahy mezi nimi — met.

Strucny prehled teorie

Jednotkova kruznice:
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Velikost Uhlu uréujeme
1) v mite stupnové: - jednotkovy Uhel je 1 =@ pfimého udhlu,

- Uhly zpravidla znacime pomoci feckych pismen (a, B,y ...)

2) v mite obloukové: - jednotkovy Uhel je 1rad = thel, jehoZ délka oblouku s kruznice se rovna
poloméru kruznicer,

S
- Uhly zpravidla znac¢ime x (x=-)
r
Pfevod: a=22x X=—.a
T 180
Orientovany uhel - je dhel, ktery ma - vrchol v poc¢atku soustavy souradnic,

- pocatecni rameno (v kladné poloose x)
- koncové rameno.

Jeho velikost je
- kladn@, kdyz vznikl ota¢enim pocatecniho ramene proti sméru pohybu hodinovych rucicek
- zaporna, kdyz vznikl otacenim pocatecniho ramene po sméru pohybu hodinovych rucic¢ek
- pro zakladni velikost orientovaného uhlu plati: 0°< a<360°; 0 < x<2n



Prehled definic a vét:

Definice: Necht je dana kartézska soustava soufadnic v roviné Oxy a jednotkova kruznice k (se stfredem v
pocatku a polomérem r = 1).
Ke kazdému redlnému cislu x pfifadime orientovany Uhel x radian(, ktery umistime v soustavé
souradnic tak, Ze jeho vrchol je v pocdtku a pocatecni rameno v kladné poloose x. Koncové rameno
tohoto orientovaného uhlu protne jednotkovou kruznici v jediném bodé M[xm, ym].

Kosinus je funkce, ktera kazdému redlnému cislu x pfifadi prvni soufadnici bodu M, xuv = cos x.

Sinus je funkce, ktera kazdému redlnému Cislu x pfifadi druhou souradnici bodu M, ym = sin x.

. v s o v . Yoy s v X
Tangens je funkce, kterd kazdému readlnému Cislu x, pro které cos x # 0, pfitadi Cislo =tg x.
cosXx
. v s o v, . vy 4eows X
Kotangens je funkce, kterd kazdému realnému Cislu x, pro které sin x # 0, pfifadi ¢islo — = cotg X.
sin x
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Grafy goniometrickych funkci:
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Vlastnosti goniometrickych funkci:

e D(sinx)=D(cosx)=R

. D(tgx)=R-{(2k+l)%,keZ}
e D (cotgx)=R- {kn, keZ}

e H(sinx)=H (cos x)= <— I 1>

e H(tgx)=H (cotgx)=R

e Funkce sinus a kosinus jsou periodické s periodou 2x. Funkce tangens a kotangens jsou periodické
s periodou .

e Funkce kosinus je sud4, funkce sinus, tangens a kotangens jsou liché.

Nekteré vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

e Prokazdé x € R plati: sin® x + cos? x = 1

e Prokazdéx eR - {xik.%,keZ} plati: tgx.cotgx=1

e Prokazdé x € R plati: sin 2x = 2.sin X.cos X
e Prokazdé x € R plati: cos 2x = cos’x — sin’x

Pozn. Pii feSeni goniometrickych tloh se pouzivaji dalsi vzorce uvedené v MFCHT — napt.
a vzorce pro soucet (rozdil) argumenti,
a vzorce pro soucet (rozdil) funkci,
QO vzorce pro polovi¢ni argument, ...




Met.:

Se zdkladnimi goniometrickymi funkcemi se studenti setkali uz dvakrdt — poprvé na zakladni
Skole, podruhé pak v prvnim rocniku na stfedni Skole, kdy se pti probirani tématu Zdkladni
poznatky z matematiky opakovaly a prohlubovaly znalosti elementarnich zakladd matematiky.
Vzhledem k tomu, Ze se v obou pfipadech goniometrické funkce spojovaly pouze

s pravouhlym trojuhelnikem, byla velikost Uhll omezena na ostré, prfipadné pravé, uhly.

K méreni Uhld a zadavani jejich velikosti se pouZivala pouze stupfiova mira.

V Uvodu kapitoly o goniometrickych funkcich je tedy dobré struc¢né zopakovat nadefinovani
goniometrickych funkci v pravouihlém trojuhelniku a zddraznit daleZitost ,,zpamétovych”
znalosti hodnot vSech téchto funkci pro uhly 30°, 45° a 60° (odvozeni téchto hodnot plyne
z vlastnosti rovnostranného trojuhelniku a ¢tverce).

DalSim krokem, ktery by mél ndsledovat, je zavedeni obloukové miry pro méfeni velikosti

GhlG. Zaroveri by mél byt zaveden pojem orientovaného thlu AVB (zapiseme AVB) jako
usporadané dvojice poloptimek = VA,—» VB, kde - VA je poc¢dtecni rameno, = VB je koncové
rameno a V je vrchol orientovaného uhlu.

Velikost orientovaného uhlu AVB je v obloukové mife dana jako realné Cislo , které je

S
urceno pomérem, kde S je délka oblouku kruznice ,mezi“ rameny Uhlu a I je polomér
T

kruznice. Pritom plati: » pokud se pfi pevné poloze pocatecniho ramene otaci koncové
rameno do konecné polohy ,
pak je hodnota uhlu ,
» pokud se pfi pevné poloze pocatecniho ramene otaci koncové
rameno do konecné polohy proti sméru pohybu hodinovych
rucicek, pak je hodnota uhlu kladnd.

Velikost thlu v mife obloukové je dana

X = s evidentné bezrozmérnym redlnym cislem.
r
Formalné je ale zavedena jednotka
¥ = radiadn (rad). 1 rad je velikost uhlu, pro
r

kterys=r. Tozn. 1rad~ 57°17°45".

Logicky prijde nyni na fadu tzv. jednotkova kruznice, tedy kruznice o poloméru délky 1.

Je docela mozné, Ze s ndpadem na vyuziti jednotkové kruznice prijde néktery ze studentl. Muze ho
napadnout, Ze kdyZ r = 1, bude velikost orientovaného Ghlu dana vlastné pouze délkou pfislusného
kruznicového oblouku.

Jednotkovou kruZznici vyuzijeme pfi definovani zakladnich goniometrickych funkci Uhlu, jehoz velikost je dana
libovolnym redlnym cislem. Za tim ucelem
¢ ji umistime do soufadnicového systému tak, aby jeji stfed lezel v pocatku soustavy souradnic;
* na ni ,navineme” &iselnou osu nulové tloustky tak, Ze bod 0 &iselné osy leZi v bodé [1; 0]. Tim
jednak vynikne logika kladnych a zapornych velikosti Uhl{, zaroven studenti ,uvidi“ pozicim ...;
® pocatecni rameno Uhlu umistime pevné do kladné poloosy x;
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pocateéni rameno Uhlu

O velikosti Uhlu rozhoduje poloha koncového ramene. Z prfedchozich obrazkl je zfejmé:

1)

Délka poloviny jednotkové kruznice je . To znamen3, Ze pfimy Uhel, ktery ma v mife stupnové velikost
180°, ma v mife obloukové velikost 1t . Tato skute¢nost ndm umozni najit vztah mezi velikostmi daného
Uhlu v mife obloukové a v mife stupriové:

Mira obloukova Mira stupriova Odsud plyne: | a°® = 180° |y = " o°
s 1800 [ 180
X a

Koncové rameno kazdého Ghlu se mizZe do své konecné polohy dostat nekoneéné mnoha zpUsoby pfi
jeho otaéeni v kladném ¢i zaporném smyslu. Proto mize mit kazdy uhel nekonecné mnoho velikosti
vyjadfenych takto:
a) v mite stupfiové |a°® =
b) v mite obloukové|x = x, + k.2m (rad), kde x, € (0; 2r) je zakladni velikost Ghlu x,a k € Z

a,° + k.360°|, kde a,° € (0° 360°) je zikladni velikost Gthlu a,a k € Z

Nyni uz je vSe pfipraveno k tomu, aby se mohly za pomoci vhodnych pravouhlych trojdhelnikt

(viz nasledujici obrazek) nadefinovat goniometrické funkce:

. M, M M, M
A OMM: sinx = MaMl _ IMaM]
loM| 1

IM M| = |OM,[;

sin x je y-ova soufadnice pruseciku koncového
ramene Uhlu x s jednotkovou kruznici;

[Mx0| _ |MyO| _
lom| 1

cosx = |M,.0|;

cos x je x-ova souradnice priseciku koncového
ramene Uhlu x s jednotkovou kruZnici;
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tg x je y-ova souradnice priseciku koncového
ramene Uhlu x s tecnou t; (posunutou osou y);

cotgx = IkB| _ KB _ |KB|;

A OBK: =
|OK]| 1

cotg x je x-ova souradnice prlseciku koncového
ramene Uhlu x s te¢nou t; (posunutou osou x);




Jakmile jsou zakladni goniometrické funkce nadefinovany, mél by ucitel seznamit studenty

s grafy téchto funkci a dikladné s nimi probrat i jejich vlastnosti. Rozhodné by mél
studentlm alespon na funkci sinus, pfipadné jesté tfeba na funkci tangens, predvést, jak se
graf postupné tvofi. Pokud k tomu vyuzije néjakého videa z internetu, jisté mu to usSetfi Cas.
Mél by si ovSem dat velky pozor, protoZe mnozi ,matematici“, ktefi podobna videa natocili,
se v nich obcfas dopoustéji fady nepresnosti a nékdy dokonce hrubych chyb. Vybéru kvalitniho
videa by mél ucitel vénovat opravdu velkou pozornost.

Ucitel mGZe studentim zakladni grafy nakopirovat. Lepsi by oviem bylo, kdyby si studenti
nacértnuti vSech ¢tyf grafll funkci sinus, kosinus, tangens i kotangens vyzkouseli tfeba do
ucitelem rozdanych soutadnicovych soustav (viz nasledujici obrazek). Ulehcilo by jim to praci
na tvorbé grafl goniometrickych funkci, do jejichZ rovnic jsou pfidany rlizné parametry.
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Nyni by se mél ucitel vratit k jednotkové kruZnici a vyuZit ji k tomu, aby naucil studenty
obratnosti a jistoté v urcovani poloh koncovych ramen a urcovani hodnot goniometrickych

funkci ahla, jejichZ velikosti jsou zadavany v obloukové mife a maji hodnoty rrzrtt
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Pti préci s uhly vyznacenymi v pfedchozim obrazku je nezbytné, aby studenti rychle

s pochopili, Ze pro uréeni hodnot vSech goniometrickych funkci pro tyto uhly staci
spravné nacrtnout (Ci predstavit si) do soufadnicové soustavy s jednotkovou kruznici
koncové rameno daného uhlu, urcit znaménko a pak srovnat podle velikosti tfi ¢isla (pro

funkce sinus a kosmus = < £ < £

a pro funkce tangens a kotangens \/?5 <1<+3 ). Pridélit

danému uhlu jeho gonlometrlcke funkce uz bude naprosto jednoduché.

v 21T
Pf. x =—
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.Urcete sinx,cosx ,tgx ,cotgx
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sinx ==, cosx =—-=,
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tgx = —V/3, cotgx=—?

= dokazali k libovolné zadané hodnoté goniometrické funkce najit prisluSnou mnozinu uhlg;
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= dokazali k zadanému Uhlu libovolné velikosti x najit jeho zakladni velikost x;;
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Mnohaleté zkusenosti ukazuji mimorddnou uzZiteénost a dlleZitost provérky (viz nasledujici

zadani), kterd by méla nasledovat po probrani pfedchozich informaci v Uvodu tématu

o goniometrickych funkcich.

Zadani provérky by mél ucitel rozdat textem dold, vSichni najednou by si méli zadani otocit

a Cas, ktery by mél vSem stacit na vypracovani své skupiny, by nemél byt delsi neZ staci

uciteli na vyfeSeni obou skupin. Jakmile ¢as uplyne, méli by vSichni studenti list se zadanim,

do kterého zaroven ulohy vyfesili, zvednout nad hlavu. Tim by bylo zajiSténo, Ze skutecné

vSichni méli na fesSeni spravedlivé stejné dlouhou dobu.
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Doporucené bodovdni provérky: 1. priklad ... - za 4 spravné polohy koncovych ramen uhl(;
ucitel by mél studentdm vysvétlit, pro¢ bude v prvnich provérkach trvat na
vyznaceni poloh koncovych ramen ahli:

— jestlize student vyznaci rameno chybné a pro tento jim vyznaceny Uhel urci

,Spravné” hodnoty goniometrickych funkci, ztrati pouze 1 bod;

— jestlize ovSsem student koncové rameno nevyznacdi vibec a zapiSe hodnoty

goniometrickych funkci pro jiny Uhel neZ je v zadani, ztrati celkem 5 bodl (1 za

nevyznacené rameno, 4 za ,chybné” hodnoty jeho goniometrickych funkci;
- za 16 hodnot goniometrickych funkci;

2. piiklad ... MG celkem, za kazdou dlohu 3 body (1 bod za
vyznaceni koncovych ramen Ghll, které jsou FeSenim rovnice, 2 body za zapis
mnoziny fesSeni.

Dalsi doporuceni tykajici se této provérky (ucitel by si mél uvédomovat, Ze znalosti

pozadované v provérce jsou naprosto zdkladni a s nimi stoji a pada Uspésnost zvladnuti
celé goniometrie na stredni Skole):
1) studenti by méli byt s pfedstihem informovani, Ze zndmkovani provérky bude
velmi ptisné (napf. 1 za 26-25 bodd{, 2 za 24 body, 3 za 23 body, 4 za 22 body);
2) provérka by se méla s pozménénymi hodnotami opakovat (i nékolikanasobné)
pro ty studenty, ktefi nedosahli alespon dvojky (trojky);
3) vyslednd zndmka z této provérky by se méla u studentl, kterym se zpocatku
nedarilo, urcit jako aritmeticky primér ze vSech pokusl, nebo muzZe dojit
k dohodé, ze se studentovi bude pocitat nejlepsSi dosazena znamka;

Grafy goniometrickych funkci

(1) Naértnéte graf funkce|f:y = 3.sin (Zx - g) -1

Res.: 1. krok ... Gprava rovnice funkce: f:y = 3.sin (Zx - g) —1 = 3.sin2. (x - —) -1
f_ﬁ‘/v

Méni amplitudu  Méni frekvenci  posunuje graf podél osy x Posunuje graf podél osy y

2. krok ... graf




. v .. _ |sinx|
@ Nacrtnéte graf funkce|f:y = g
Rei.: a)sinx >0 - |sinx|=sinx - y=1 Podm.: sinx # 0
b) sinx <0 — |[sinx|]=—-sinx - y=-1
y‘} f |sin x|
1 V= sinx
\\\ / \\\ //,,~ \\\ X R
I 10 AN 2n 3
N e N // | | ~g:y =sinx
o———0 o0——0
T-l

Pokud jde o grafy goniometrickych funkci, méli by se studenti naucit kreslit je srozumitelné a
prehledné: - soufadnicové osy a duleZité rovnobézky s osami — podle pravitka;
- zvolit rozumné méritko — napf. jednotku na ose y zvolit 1 cm, zakladni
periodu 21 na ose x nahradit Useckou délky 6 cm;
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z osy x zakladni perioda (2m pro sinus a kosinus, m pro tangens a kotangens)
a kolik (ptip. jakd ¢ast) zakladnich ¢asti krivky ji odpovida;

kfivocaré grafy kreslit od ruky, ale vyuzivat barevnych tuzek ...

uvedené pozadavky je nutné dodrzet i v pfipadé vyuziti elektronickych
moznosti kresleni grafd goniometrickych funkeci.

Zakladni poznatky:

PF.1  Nacrtnéte graf funkce:
a) fry = 2.sin(x — %)
b) g:y = cos(2x + m)+1
—cos(x)
c) hhy =——
) hiy |cos(x)|
Pf. 2  Vyjadrete hodnoty uhll v radidnech, pfipadné ve stupnich. Déle urcete jejich zakladni velikosti.
a) 2070°, b) =, s d—Ln
3 4 6
23 3
a)x = ?n; X, = En,b) 840°; 120°,c) 945°; 225°,d) —510°; 210°]
Pr. 3

Urcete hodnoty vSech zakladnich goniometrickych funkci pro dhel x = % 1. Pocitejte bez kalkulacky
s uzitim jednotkové kruZnice.



Typové priklady standardni narocnosti:

Met.: Pro feSeni vétSiny nasledujicich dloh je nezbytné umét pouzivat vzorce vyjadrujici zakladni vztahy
mezi goniometrickymi funkcemi. Zkusenosti ukazuji jednoznacné, ze je nanejvys dullezité, aby
alespon béhem ¢asti doby, kdy se probira goniometrie, studenti uméli zpaméti nasledujici vzorce:
Pro vSechny pfipustné hodnoty x,y € R plati:

1) sinx=cos(§—x); cosx=sin(§—x); tgx=cotg(§—x); cotgx=tg(§—x);
2} sinex + costx = 1 : . cotgr =5
3)sin(x £ y) =sinx.cosy + cosx.siny;  cos(x +y) = cosx.cosy + sinx.siny;

tgxttgy cotgx.cotgy+1
+ == + =—;
tg(x - y) 1Ftgxtgy’ COtg(x - y) cotgx+cotgy

2tgx cotg?-1
4 ; ; tgl2x = ;  cotg2x = ;
) ! v 18 1-tg2x’ 8 2.cotgx ’

)

X 1-cosx X 1+cosx X 1-cosx X 1+cosx
5) [sin=| = ; cos=| = ; tg=| = ; |cotg=| = ;
2 2 2 2 2 1+cosx 2 1—cosx
. . . X+ X— . . x+ .o X
6) sinx + siny = 2.51nTy.cosTy ; sinx —siny = 2.cosTy.smTy ;
x+ X— . X+ X
cosx + cosy = 2.cosTy.cosTy ; COSX — COSYy = —2.smTy.smTy .

Diky alespon kratkodobé ,,zpamétové” znalosti uvedenych vzorct (pfipadné dohodnuté vétsiny

z nich) ziskaji studenti jistotu a obratnost v jejich pouZivani pfi Upravach vyrazul, dokazovani rovnosti
vyrazl s goniometrickymi funkcemi, pti feSeni goniometrickych rovnic a nerovnic. Pokusy

s nevyzadovanim znalosti vzorcl zpaméti (provedené v minulosti konkrétnim ucitelem v konkrétnich
tfidach) spolu s nahrazenim tohoto pozadavku povolenim ,oficidlniho tahdaku” se vzorci vedlo

k jednoznacénému markantnimu propadu ve vyse uvedenych schopnostech student(.

Jakmile studenti prokaZzou (napf. pfi malé provérce), Ze vzorce a jejich uziti ovladaji, mGze ucitel za
ucelem snizenti jejich pripadné nervozity a dosazeni vétsiho klidu pfi pisemném ¢i Ustnim zkouseni
povolit pouzivani ,oficidlniho tahdku“ (napft. i pfi Ctvrtletni pisemné praci).

Pozn.: Ucitel musi nekompromisné vyZzadovat, aby minimalné ¢ervené vyznacené vzorce studenti
uloZili do paméti podobné pevné a trvale, jako tfeba vzorec pro vypocet korenl kvadratické rovnice.
Ve stfedoskolské matematice je budou pozdéji jeSté mnohokrat potfebovat.

Vypoctéte:
a) cos 15° b) sin 75° c) sin 135° - cos (—45") - sin T — cos 135° - sin 240°

V2+V3 _ V2+Ve V2+ve V6

2 4 ' 4 7 4

Urcete hodnoty viech goniometrickych funkci dhlu x, jestlize plati cotg x = V2 azérovefix € (T[; 3771)
_V3, _e, E]
3’ 3’2
Met.: Z hodnoty jedné goniometrické funkce Uhlu x a z informace, diky niZ Ize uréit, ve kterém kvadrantu
souradnicové soustavy se nachazi jeho koncové rameno, lze jednoznacéné urcit hodnoty i
ostatnich jeho goniometrickych funkci.
Jednoducha situace nastava, je-li zadana funkce sinus nebo funkce kosinus.

y . 1 . L iy
Pf. a)|sinx = s, XE (g;n). Urcete ostatni goniometrické funkce.

Res.: Koncové rameno x je ve Il. kvadrantu, proto cos x < 0, tgx < 0,cotgx < 0.

. - 26
sin2x+ cos2x=1. Proto cosx = —V1 —sin?x = el

1
_sinx _ 5 __ 1 __¥6 -1 _B
tgx—cosx—_ﬁ— -1 cotgx—tgx— 21/6.
5




Pokud je ovsem zadana funkce tangens nebo kotangens, bude situace komplikovanéjsi.

y T 3 N ] - _y
Pf.:b)|tgx = -5, XE (771 ; 21). Uréete ostatni goniometrické funkce.
Res.: Koncové rameno x je ve IV. kvadrantu, proto sinx < 0,cosx > 0, cotgx < 0.
, Y P , 1
Nyni ale snadno uréime pomoci znamych vzorcd pouze cotgx: cotgx = o —2;

Vztah mezi sinx a tgx odvodime:

yA

AOJT:|0]| = 1, |JT| = tgx -

|0T| = {1+ tg?x;

AOM,M~AOJT
M M| _ T
|oM|  |OT|

1 ;
0 M, ) X sinx  tgx
1 J1+tg2x
Vx € (0; 2m): |sinx| = ﬂ
' J1+tg?x

1
. > 1 V5 — 1 V19 495
sinx = — =——=|—-—; cosx =4+Vl—sin’x= |[1——=—=—
20 245

1 2v5 10 10
4

Podobnym zplsobem jako v pfedchozi Uloze by pro feseni pr. 5 bylo mozné najit vztah mezi cotg x a sin x
(pfip. mezi cotg x a cos x).

Existuje vSak mnohem jednodussi feseni, na néZ staci znalosti ze zakladni skoly a které nevyzaduje zadné
odvozovani vzorcl. Jako prvni se ovsem i pri této jednoduché metodé musi na zakladé polohy koncového
ramene Uhlu x urcit znaménko jednotlivych jeho goniometrickych funkci.

y , N 3 Y , . o
PF.5[cotgx = V2 azérovehx € (n; 7”) Urcete ostatni goniometrické funkce.

Res.: Koncové rameno Ghlu x je ve lIl. kvadrantu, proto sinx < 0,cosx < 0,tgx > 0.

Nyni se nakresli pravouhly trojihelnik, jehoZ dvé strany jsou dany zadanou goniometrickou funkci ahlu x

a tfeti strana se dopo¢ita pomoci Pythagorovy véty: |XZ| = /3.

NZ Z tohoto trojuhelniku uz se hodnoty goniometrickych
V3
funkci prakticky ,,pfe¢tou” a jen se doplni sprdvné znaménko:
-1
, 1 V3 V2 W6
sinx = ——=——; COSX =——=——;
X V3 3 V3 3
X< Y Y vz
1 2
V2 tgx = +T§ =+ .

Toto jednoduché feseni vyuzivajici pravouhly trojuhelnik je univerzalni a lze jej pouZzit u vSech uloh
podobného typu jako je pf. 5.



f.6 Dokazte, Ze plati:
. . . . 1 sinx + siny X+y
a) sin (45° — x) - sin (45" + x) = -cos2x b) =
2 COS X+ cosy 2
.7 Zjednoduste:
1—cos 2x sin 2x . ) S
a) - b) 1 - sin“x + cotg“x - sin“x
sin 2x 1+cos 2x

[a) 2tg x,x # k%,k € Z,b)2cos®x, x # km, k € Z]



