25 Goniometrické rovnice — met.

Strucny prehled teorie

Goniometrické rovnice: - obsahuji nezndmou x nebo vyraz s neznamou x jako argumenty jedné nebo
vice goniometrickych funkci:

f(sin(g(x)),cos(h(x)),tg(j(x)), cotg(k(x))) = 0

Velmi Casto se pii feSeni goniometrickych rovnic vyuzivé takovych uprav, kterymi se ziska rovnice
obsahujici jen jediny typ goniometrické funkce.

Typy goniometrickych rovnic:

sinx=a ] ] ]
a) zakladni }, kde a € (—1;1)|... tyto rovnice maji nekone¢né mnoho feSeni liSicich
cosx=a
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Pozn. Pro ae {O, +
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rovnic bez kalkulacky, pouze s vyuzitim jednotkové kruznice, ptipadné grafu pfislusné funkce

tgex=a

cotgx = a}’ kde ae R |... tyto rovnice maji nekone¢né mnoho feSeni lisicich

se periodou kx, kde k € Z

Pozn. Pro ae {0, + \/; , 11, i\/g} musi zvladnout student gymnazia feSeni téchto zakladnich rovnic

bez kalkulacky, pouze s vyuzitim jednotkové kruznice, ptipadné grafu pfislusné funkce
Dalsi priklady zakladnich rovnic: a.sin f(x) = b, a.cos f(x) =b, a.tgf(x) =b, a.cotgf(x) =b

(Napf. 2.sin (3x - %) )

b) vedouci k algebraické rovnici — napf. ke kvadratické ¢i bikvadratické rovnici
- fesi se vétSinou uZitim substituce

(Napf. 31g? x+21gx—+/3=0, sin?x+2.sinx-3=0,...)
¢) vyuzivajici vztahii mezi goniometrickymi funkcemi (vétsina goniometrickych rovnic)
(Napft. 6.sin’x — 7.cos x — 1 =0, V3.sinx—cosx =+/2 , sin2x+cos2x=1+tgx,...)

d) vyuzivajici srovnani hodnot goniometrickych funkci

(Napf. sin(x + gj = —cos(7 —3x), ...)




Met.:; Téma goniometrickych rovnic patfi ve stfredosSkolské matematice k tématiim velmi
narocnym. Goniometrickych rovnic existuje nepreberné mnoistvi. Jejich kategorizace je
obtiZznd a problematicka, protoZe drtivd vétSina goniometrickych rovnic nespada striktné
pouze do jediné kategorie, at uz ji specifikujeme jakkoli. O to vétsi pozornost musi ucitel
vénovat tomu, aby studenty naucil postuplm, které jsou optimalni pfi feSeni nejjednodussich
zdkladnich goniometrickych rovnic. Pokud budou studenti tyto postupy znat a s jistotou
zvladat, budou se moci pustit i do fesSeni komplikovanéjSich rovnic, které ¢asto obsahuji vice
goniometrickych funkci i vice ¢lenQ. PFfi dpravach takovych rovnic se nejc¢astéji pouziva bud
jejich pfevedeni (za pomoci vzorcl) do zakladniho tvaru, ve kterém se vyskytuje jen jedina
goniometricka funkce, nebo se rovnice anuluje a jedna strana se prevede na soucin ¢lenUl tak,
aby v kazdém z nich byla jen jedna goniometricka funkce. Takto upravené rovnice lze pak
zpravidla uz bez vétsich potizi vyresit.
Ucitel samoziejmé musi obratit pozornost studentl i na skutec¢nost, Ze pfed samotnym
feSenim je nutné precizné zpracovat i podminky, kterych v goniometrickych rovnicich byva
Casto celd rada.

Goniometrické rovnice

MEo R
NG 3 5
cosx=—7 ? K=U{T+2kn;7+2kn}
kez

x=%+2kn Vx=%+2kn

.|\/§+\/§cotgx=3+\/§| Podm.: cotgx = ——— — sinx # 0 —>-

sinx
3

cotgx=ﬁ=\/§

x=2+km \
6

D e

. ZSin(5X—§)=—\/§ Subst.:y=5x—§

N

v

) NG
smy=—7
41 5w
y=—+2kn V y=—+2kn
3 3
> sy Fo T ok vse - E =Tk
X 7—3 T X 7—3 T
5x = o2 Lok v 5x = oo 4ok
x—21 T x—21 T

31 2kw 38T 2k K=U{31n+2kn.38n+2kn}
ST T 05" 5 " 105" 5




tgx+1 .
gx—1 cosx

tgx+1=2tgx +V3.tgx —2—+3 )tgx—1#0 - tgx#1 -

tgx.(\/§+1)=\/§+3

_ V343 V3-1 _ 3+3v3-y3-3 _ _ . T
tgx_\/§+1'\/§_1_ > =V3 - x—3+k7r, K=U{§+kn}

keZ
. COSXx =

@ P¥iblizné Fedeni — s kalkulackou

W | N
»

X;1~0,84 ... ay~48°11

Xyo~544 ... ayy~311°49°

A
V K= U{0,84 + 2km; 5,44 + 2k

kez

K = U{48°11' + k.360°% 311°49" + k.360°}

(2) Piesné tegeni — s pouitim cyklometrickych funkci kez

Pokud uciteli okolnosti dovoli zavést cyklometrické funkce, mize je vyuzit pfi reseni

goniometrickych rovnic a nerovnic. Je ovSsem pravda, Ze ¢as na probirani téchto funkci je velmi

omezeny a jejich pouzivani pti zapisech mnozin feSeni goniometrickych rovnic neni bez uskali.

Cyklometrické funkce jsou inverzni funkce k odpovidajicim funkcim goniometrickym, jejichz

defini¢ni obory jsou omezeny tak, aby na nich byly funkce prosté (pozn. k funkcim, které nejsou

prosté, inverzni funkce neexistuji):

Goniometrické a cyklometrické funkce a jejich defini¢ni obory:

Goniometricka funkce Cyklometricka funkce

Sinus: sinx pro x € (—g; g) Arkus sinus: arcsin x pro x € (—1; 1)
Kosinus: cos x pro x € (0; ) Arkus kosinus: arccos x pro x € (—1; 1)
Tangens: tgx pro x € (_gg) Arkus tangens: arctgx pro x € R
Kotangens: cotgx pro x € (0;m) Arkus kotangens: arccotg x pro x € R

Studenti, kterym je prace s cyklometrickymi funkcemi jasna, si mohou dovolit zapsat mnozZinu
feSeni rovnice e) takto:
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1. zplsob reseni » vyuZiva vzorce pro goniometrickou funkci sou¢tu argumentd;
» vyZaduje jistou davku ,zrucnosti“ a zkuSenosti;
* neni univerzalni, nelze jej pouZit pro tento typ zadani vidy;

* pokud jej lze pouzit, vede rychle k fesSeni.
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2. zplsob reseni (univerzalni) » vychdazi z toho, Ze se na zadanou rovnici divame
jako na rovnici o dvou nezndmych sinx a cos x;
* jako druhd rovnice o stejnych neznamych poslouzi

zakladni vzorec sin?x + cos?
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3. zpUsob resSeni (univerzalni) * jde jen o jinou variantu pfedchozi metody
|\/§.sinx — COSX = 1|

V3.sinx = cosx +1 /2

3sin?x = cos?x + 2cosx + 1

3.(1 — cos?x) = cos?x +2cosx + 1

v

4cos?x + 2cosx —2 =10 ) 3
2cos?x +cosx—1=0 Subst.: cosx =y
2y 4+y—1=0

—-1+V9 -1

Vipg=—7 =<

I - N

K= U{§+2kn; 2k + D}

kez

N | =

. Vs .
sin (x — 5) = 2.sinx

Podm.:cosx # 0 — _

Co kdyby x = (2k + 1)% ? Pak by
sinx = +1 a zadana rovnice by byla
2 sin (x - E) =42.| Tooviem
cosx 3

tgx = _ V3 znamena3, Ze by neméla reseni.
3

x=2L4kn
6

-

k€Z

- s . T .
smx.cos;— COS.’X.SIHE = 2.sinx

1 . V3 .
>sinx — —-cosx = 2.sinx

V3 3 .
— S cosx = E.smx/.




sin(x+%)+cos(x+§)= 14 cos2x

2 2

. f3 . 1T s . . T .
smx.cosz+cosx.smg+cosx.cos;—smx.smg= 1 + cos“x — sin“x

NEE 1 1 V3 .
7smx +Ecosx +Ecosx—7smx = 2cos?x
2cos?x —cosx =0

cosx.(2cosx—1)=0

A
B 0
cosx=0 VvV cosx = v
X

x=Qk+1)T VvV x=l+2kr v x=5§+2kn

K—U(2k+1)"-"+2k-5"+2k
= { 7’ g T el "}
kEZ

. [cotg x — tg40° = sin(50° — x) |

cosx sin 40°

= cos[90° — (50° — x)]

Cosx .
Podm.: cotgx = Ty Sinx # 0-

sinx  cos40° i X # k.180°k € Z
cosxcos 4V sS40’ — cos(x + 40°) /.sinx . cos 40°
sin x.cos 40
cos(x + 40°) = cos(x + 40°).sin x.cos 40°
cos(x +40°).(1 —sinx.cos40°) =0
cos(x +40°) =0 % 1—sinx.cos40°=0
x+40°=90°+k.180° V  sinx = .
cos 40
x =50°+ k.180° NELZE, nebot 0 < cos 40° < 1, proto e 1
K = U{50° + k.180°}
kezZ

.|cos(x+2?n)—cosx =\/§

27 2T
X+—+x X+——x
—2.sin ; .sin ; =43

—2.sin(x+§).sin§ =43
—2.sin(x+§).\/7§= V3
sin(x+§) =-1

X+E:3_T[+2k7'[ \‘J >
3 2
-1

x=7—”+2k7r
6
7
K = U{?-l'ZkT[}
kez

sin (E + x) — sin (E - x) = sin 2x
4 4

s T T s
Tt ke

+x
2.cos+—=— sin

=sin2x
s . .
2.cosz.smx = 2sinx.cosx

Z.g.sinx— 2sinx.cosx =0
V2 sin x. (1 —ﬁcosx) =0

. V2
sinx =0 Vv cosx = —

2

x =km \Y x = g+2k7r V x = 74—T[+2k7r

K—U{k T ok 42k }
= 7T,4 T, 4 T
kezZ

v



2T
Subst.: x +-=aq, 4x—?—ﬁ B
a
sin¢ =sinp - /|
sina = sinf3

1) By =a+2kn \% 2) fp=mm—a+2kn

21T T 2T T
dx——=x+-+2kn V 4x——=m— x—_+2kn
3x=5—”+2kn \Y; 5x=5—n+2—n+2kn

6 6 3

_5_7r+2kE \V/ —3—n+2kE

X =18 3 =70 5

K= U{5”+2k”- 37T+2k”}
_ 18 3’10 5
kEZ

Pozn.: Tuto uUlohu by jisté bylo moZné fesit rovnéz tfeba za pouZiti souctovych vzorcu.
Jednalo by se vSak o velmi komplikovany a ¢asové ndrocny postup.
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Goniometrické nerovnice
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Zakladni poznatky

1. Reste v R rovnice
a) 2sinx =+/3 [typ 1, K= Ukez{§+2k7r; 2?”+2k7r}]
b) —V3tgx=1 [typ 1, K=Ukez{5?”+k7r}]

2. Prifadte ke kazdé rovnici 1. — 4. jeji feSeni a) — f) voboru R:  (zdroj statni maturita zafi 2016)

1. tgx=0 a) x=k7”,k€Z
g. cgs;c =_10 b) x=km,k€Z
. sin xx— c) x=2knkeZ
4. cotg 5= d) x:%-}—kn’,kEZ

e) x=§+2kn,kez
f) x=n+2kn,keZ

[1b, 2¢, 3a, 4e]

3. Kolik feseni ma rovnice tg 2x = 0 v oboru (0; 2w)?  (zdroj maturita M+, kvéten 2017)

[5]
Typové ptiklady standardni naroc¢nosti
4. Reste v R rovnice
a) Zsin(Zx—g)zl »typl, K=Ukez{%+kn,i—:+kn}]
b) 3sinx = 2cos?x _typ 2, K= Ukez{g‘i' 2k; S?n+ an}]
in2 x = 2 — cotg? : = Tikm.m
c) 2sin“x =2 —cotg”x :typZ,K—UkEZ{4+2,2+kn}]
d) sinx +cos2x =1 typ2, K = Ukez{kn; §+ 2km; S?n+ an}]
e) cotg®x — 2cotg? x + cotgx =0 _typ 2, K= Ukez{g‘i' kn;%+ krr}]
f) cosx ++/3sinx =2 -typ3, K=Ukez{§+2krr}]
RozSifujici cviceni
5. Reste v R rovnici
. : K
sm(x+§)=sm(n—3x) [typ4, K=Ukez{g+§;%+kn}]

Poznamka
Pro pripadné zadani rovnic do Wolframalpha.com a podobnych program( pouzijte do zadani rovnice
v prikazovém radku nasledujici syntaxi:

= goniometrické funkce sin(x), cos(x), tan(x), cot(x)
= mocniny goniometrickych fci sin™2(x) + cos"2(x)
= odmocnina (angl. square root) sqrt(x),sqrt(x + 1),sqrt(2),sqrt(3), ...

Ve Wolframalpha si nastavte funkci realné proménné, tj. Real-valued plot, nikoliv Complex-valued plot.



