28 Kombinatorika — met.

Strucny prehled teorie

Kombinatorika je soudasti finitni matematiky, ktera studuje koneéné soubory (mnoZiny a usporadané k-tice, ke N).

Kombinatoricka pravidla

» Kombinatorické pravidlo soucinu
Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len Ize vybrat n; zplsoby, druhy ¢len po vybéru prvniho n, zpUsoby,
..... , k-ty ¢len po vybéru vsech pfedchozich ni zplsoby, je roven Cislu p, pro které plati: |p=ni.n,. . ny

> Kombinatorické pravidlo souctu
Jsou-li A; A, ....., Ay koneéné mnozZiny, které maji po fadé ps, pa, ....., Pn prvkl, pficemz kazdé dvé z nich jsou

disjunktni, pak plati: | |[A; UA, U..UA, |=pi+p2+..+ pnl

_ ’

- predstavuje kaZzdou usporadanou k-tici sestavenou z téchto n prvkd tak, Zze se v ni kazdy z nich vyskytuje nejvyse
jednou (k, n €N, k<n).

n!
(n—k)!

pocet vSech popsanych variaci: Vi n=n.(n-1).(n-2).....(n-k+1)=

- predstavuje kazdou usporadanou k-tici sestavenou z téchto n prvk( tak, Ze se v ni kazdy z nich vyskytuje nejvyse
k-krat (k, ne N). ‘ pocet vSech popsanych variaci: Vi n) = nk{

_ = variace n-té tfidy z n prvka bez opakovani

- pfedstavuje kazdou uspofadanou n-tici sestavenou z téchto n prvk( tak, Ze se v ni kazdy z nich vyskytuje pravé
jednou.

pocet vSech popsanych permutaci: Ppy=V @nn=n.(n-1).(n-2)....1=n!

Pozn.: n! .... ¢teme n faktorial

Permutace K prvkiis opakovanim 2 n prvkd (K, n <N, k > n)

— predstavuje kazdou usporadanou k-tici sestavenou z téchto n prvka tak, Ze se v ni kazdy prvek vyskytuje aspon
jednou.

Necht se v uspofadané k-tici prvni prvek vyskytuje ki-krat, druhy prvek ki-krat, tfeti prvek ks-krat, ...... , N-ty prvek
kn-krat. Pfitom k= ky+kot+...+kn.

Y . , . . k!
pocet vSech popsanych permutaci s opakovanim: Pk, k2, ..., kn (K) R
1.- z..-- n-




Skupiny, v nichZ nezaleZi na poradi prvku

Kombinace k-té tfidy z n prvkii bez opakovani
- je neusporadana k-tice sestavena z téchto prvki tak, Ze se v ni kazdy z nich vyskytuje nejvyse jednou
(k, n €N, k <n).

Ve n! n
pocet vSech popsanych kombinaci: Ky n=——= = ¢teme ,,n nad k“
k! (n—k)k! k

Kombinace k-té tridy z n prvki s opakovanim
- je neusporadana k-tice sestavena z téchto prvk( tak, Ze se v ni kazdy z nich vyskytuje nejvyse k-krat.

L ) ) ) n+k—1

pocet vSech popsanych kombinaci: K'k n) = i
Pravidla pro praci s kombinacnimi Cisly a faktorialy:

Faktorial n!
Pro kazdé n pfirozené: n!= n.(n-1).(n-2).....2.1
Pro n =0 definujeme: 0l=1

n

Kombinachni Cislo (k)

Pro viechna n, k celd nezaporna, k<n : (n)— o
ro vsechna n, k celd nezdporna, k<n: = oo

Nékteré zakladni vlastnosti kombinacnich cCisel:

iQ=n Q=1 O Q-
2(0)= (") woksr

) (i) + (1) = (23 1) proken




Met.:

Kombinatorika predstavuje relativné narocné téma, je vsak pro studenty zajimava, hrava, pestra. Ucitel toho
musi vyuZit a dosahnout u studentd co nejlepsiho pochopeni kombinatorickych jev( a problém a naudit je
optimalnim pohledim na kombinatorické ulohy a zplsoblm jejich feseni. Pokud by se mu to nepodafilo,
méli by studenti potiZze nejen s kombinatorikou, ale pozdéji i s mnoha dalSimi oblastmi matematiky, do
kterych ve vétsi ¢i mensi mite kombinatorika zasahuje (napf. Pravdépodobnost, ...).

IVEERGRBIRGTORKY by me! rozhodné patiit kapitole BifSKiGHAIGCAIBIKOMBINAEAICAICISISENI Studenti by méli

byt dikladné seznameni s obéma témito matematickymi objekty, jejich nadefinovanim, podminkami jejich
existence, pravidly pro pocitani s nimi, méli by dokonale zvladat stfedoskolskou Uroven uprav vyraz(, dikaz
rovnosti i feSeni rovnic a nerovnic s faktoridly a kombinacénimi Cisly. Az budou fesit napf. slovni
kombinatorické ulohy, musi uz mit faktoridly a kombinacni ¢isla ,, v mali¢ku®.

Rada kombinatorickych uloh potfebuje k fe$eni znalost dvou zékladnich pravidel, tedy _

_ a _ Jakmile ucitel s témito pravidly studenty seznami, mél

by zaradit nékolik jednoduchych uloh, diky kterym studenti jejich podstatu Iépe pochopi:

PF. V prvni restauraci nabizeji 3 druhy polévek, 8 druh( hlavnich jidel a 4 druhy napoja. Ve druhé restauraci
maji jen 2 druhy polévek, ale 10 druh( hlavnich jidel a 5 druhd napoja. Kolika zplsoby si host m{ze vybrat
obéd za predpokladu, Ze a) zvolil prvni restauraci a bude jist hlavni jidlo a ndpoj?

b) zvolil prvni restauraci a bude jist polévku, hlavni jidlo a napoj?

c) bude vybirat restauraci a jist polévku, hlavni jidlo a ndpoj?

¢
]
(213

a) hlavnijidlo ... 8 moznosti,
Napoj ... 4 moZnosti
pocet vSech moznosti (kombinatorické pravidlo soucinu) ... 8.4 =32
b) polévka ... 3 mozZnosti,
hlavni jidlo ... 8 moZnosti,
napoj ... 4 moznosti
pocet vSech moZnosti (kombinatorické pravidlo soucinu) ... 3.8.4 =96
c) prvnirestaurace ... 3.8.4 = 96 moznosti
druha restaurace ... 2.10.5 = 100 moZnosti
pocet vSech moznosti (kombinatorické pravidlo souctu) ... 96 + 100 = 196

Ucitel musi k vyuce pfistupovat se stalym védomim toho, Ze _ dva typy konecnych
soubord, které jsou principidlné odlisné: ® usporadaneé k-tice, k € N, v nichz zalezi na poradi prvkd,
e mnoziny, ve kterych na poradi prvk( nezélezi.
Ucitel musi predevsim naudit studenty spolehlivé rozpoznat, s kterym z uvedenych dvou typa soubor( maji
v zadané kombinatorické Uloze pracovat. Zkusenosti ukazuji, Ze to nékterym studentlim déla obcas potize.
Pozn.: Studentlm je dobré poradit, aby si ze zadanych prvkl vytvofili tfeba trojici, pak v ni vyménili
poradi prvk(l a promysleli si, zda jde o tutéz trojici nebo o trojici jinou:
Pr.1: Necht jsou Adam, Bedfich a Cyril tfi studenti. Vytvorme z nich trojici pro
a) sluzbu ve t¥idé: {A4,B,C} ={B,C,A} ={A,C,B}
b) prvni tfi mista v soutéZi: [A,B,C] # [B,C,A] # [A,C, B]
PF.2: Tényc, e, g zahrané
a) najednou (souzvuk) na klavir: {c,e,g} ={e,c,g} =1{g,c, e}
b) postupné na trubku (jako souzvuk nelze): [c, e, g] # [e,c, g] # [g,¢c, e].

Vzorce, kterych je kombinatorika plna, si studenti jisté [épe zapamatuiji, kdyzZ je jimi ucitel nezasype, ale
ukazZe jim, jak se odvozuji. Navic, a to je jisté jeSté mnohem dileZitéjsi, tak studenti uvidi dalsi ptiklad toho,
jak se matematika buduje a tvofi. Vzorce je tfeba dokazat matematickou indukci (nékteré — podle ¢asu).




(@) Variace k-té tfidy z n prvki Vieny—?l (prvky se nesmi opakovat)

V(1,5)_? 1

M=1{1,2,345)}

2 3 4 5 Vs =5

V(le)—? X

12 13 14 15

25

35 Vs = 54
25
X

Vizs—7? \\1»(231 234 235) z kazdé usporadané dvojice se vytvori 3 usporadané trojice

521 523 524) Vizs) = 54.3

V(l,n) =n

V(Z,n) =n. (Tl — 1)

Zobecnéni: | M ={1,2,3,...,n}

Ve =n.(n—1).(n —2)

View|=n- (n—1).(n

ke RO D@ @kt ) k) 321wl

n—k)....3.2. T (-
(n—k)....3.2.1 (n—k)
(@)|Variace k-té tfidy z n prvka s opakovanim V'(k’n)—?
M=1{1,23,45}
Vasy—? 1 2 3 4 5 Vs =5
Vos—? 11 12 13 14 15
24 25
34 35 Vigs =55=5"
44 45
54 55
V'(3'5)—? 231 232 233 234 235) z kazdé usporadané dvojice se vytvori 5 usporadanych trojic
(521 522 523 524 525) Vg =5




Zobecnéni: | M =1{1,2,3,...,n}
V(Z,n) = nz
V(S,n) = n3
V(k,n) =n

©)

Permutace z n prvkd P,y —? (prvky se nesmi opakovat)

Permutace z n prvku = variace k-té ttidy z n prvk{:
n! n! n!

P(n)=V(n’n)=m—a=T=n! P(n)=n!

@

Permutace s opakovanim P'(k)—?

M = {x1,x5,%3,%4,Y1, Y2, Y3} V této mnoZziné je ki = 4 prvkd typu x a ko = 3 prvkd typu y,
tedy celkem k = k; + ko = 7 prvkd.

Pocet permutaci (bez opakovani) z téchto prvki je P;) = 7!.

Jedna z téchto permutaci je napf. [xq, X3, Y1, X3, X4, Y2, ¥3]. Kdybychom z této permutace tvofili
dalsi tak, ze bychom vsechny prvky typu y nechali na ,,svych” mistech a ,promichavali“ bychom
pouze prvky typu x, ziskali bychom spolu s plivodni celkem 4! permutaci. Ty vSechny by ovsem
splynuly v jedinou permutaci v okamZiku, kdy bychom prestali rozliSovat prvky typu x, tj. zavedli
bychom x;,= x, = x5 = x, = x. MnoZina M by se zménilana M = {x,x, x,x,¥1,¥2, Y3},
vybrana permutace by se zménila na [x, x, 4, X, X, ¥3, ¥3] a poet permutaci (ted uz s opakovanim

- 7!
prvku x) by se zménil na nE

KdyZ pfestaneme rozliSovat navic i prvky typu y, bude M = {x, x, x, x, y,y, ¥y} a polet permutaci
7!

s opakovanim bude P;’3(7) =3

Zobecnéni: | M ={x,..,x,V, ... ¥, v ... ,Zy ey Z} Pfitomk, + k, + .-+ k,, = k.
— —

ky k; ke

Pocet vSech permutaci s opakovanim z prvkd mnoziny M je P, ky,. ke (k) = PR
k.. . .




2. Konecné soubory prvki, ve kterych nezdleZi na poradi prvkli  — kombinace,
— kombinace s opakovanim

@ Kombinace k-té tridy z n prvkl K(n)—? (prvky se nesmi opakovat)

M =1{1,2,3,4,5}

5!

Vytvoime variace 3. tfidy z téchto péti prvkd. Je jich V(5 5y = m .

Uvédomme si, Ze napt. 123, 132, 213, 231, 312, 321 predstavuje 3! = 6 rliznych variaci, ale jedinou
kombinaci treti tfidy z péti prvkd. Podobné kazdych 3! variaci vytvorenych ,promichanim kazdé

trojice prvkd mnoZiny M pfedstavuje jedinou kombinaci. Proto K35y = V(g;s) = (5_; 3
v _ _Van _ n! _(n
Zobecnéni: M={1,23,..,n} Kon ==~ = o (k)
p ) (n) _ n! _ n(n-1)...n—k+1).(n-k).(n-k-1)...3.2.1 _ n.(n-1)...(n—-k+1).(n-k).(n-k-1)...32.1 _
ONN\k) ™ ik (n—k).(n—k—-1)....3.2.1.k! o (n—k).(n—k-1)....3.2.1.k! o

... Skutecnost, ze v Citateli i jmenovateli posledniho zlomku je stejny

k!
pocet Cinitell, umoZnuje velmi zjednodusit vypocet kombinacnich Cisel:
- 8\ 87 _ . 8\ 8 876l 87 ..
Napi: 1) (5)=35=28 misto () =g =Tar =57 = 28;
20 20 20.19 s ) n n
2) (18) = ( ) ) == = 190 ... vyuziti pravidla (k) = (n _ k)

(@ Kombinace k-té tfidy z n prvki s opakovanim K'(k’n)—?

Aby ucitel dosahl pochopeni tvorby kombinaci s opakovanim u co nejvétsiho poétu studentd, mél by jim
na zacatku ukazat nékolik konkrétnich priklad:

Pf.: Necht M = {1, 2, 3}. Vypiste nékolik kombinaci s opakovanim paté tfidy ze tfi prvki mnoZiny M a
pokuste se zjistit, kolik takovych kombinaci existuje.

-«

e3.: K 5)—? {1,1,1,3,3}
{2,2,2,2,2}
{3.3,2,1,1}

Jak zjistit pocet vSech moznych kombinaci s opakovanim paté tiidy ze tfi prvka?

.. Pouzit vzorec K(,k,n) = (n + lli B 1), tedy K(15,3) = (3 i g - 1) = (g) = (Z) = % =21

- .... VyuZit skutecnosti, Ze kazdou kombinaci s opakovanim lze jednoduse prevést na
permutaci s opakovanim.
V pripadé tfi prvkd staci vytvofit prostor s dvéma oddélovaci (oddélovact je vidy o
jeden méné nez prvkil — viz obrazek). Pak zvolime dva grafické znaky:
— prvni pro oddélovac .... napt. |
— druhy jako znacku registrujici pfitomnost prvku v ,jeho” prostoru .... napfr. e



prvky 1 prvky 2 l prvky 3
oo o . ) Zapis eoee II. ° znamena {1,1,1,3,3}
' e o 00 0o . Zapis IO XX oI znamend {2,2,2,2,2}
¢ . ¢ . ¢ Zapis e I ° Io e znamena {1,1,2,3,3} =
J i ={3,3,2,1,1}

Je evidentni, Ze vSechny kombinace s opakovanim paté tridy ze tfi prvk( dokazeme zobrazit pomoci
pouhych dvou druh( znakll:  pét modrych tecek odpovida péti pouzitym prvkim (paté tridé),
dvé Cervené rysky predstavuji dva potrebné oddélovace).

Zaroven je jasné, Ze na poradi téchto znaku zaleZi. Proto musime pracovat s permutacemi

7! 7.6.5! 7.6
= =22=21

s opakovanim: K('5,3) = Pé,2(7) == T

Tento druhy zpUsob feseni Ulohy je jednoduchy, srozumitelny a logicky, takZe jej studenti mohou pouzivat
vzdy, kdyz hledaji pocet kombinaci s opakovanim, a to aniz by si museli pamatovat nepfijemny vzorec.

Navic diky nému muze ucitel studentiim ukazat, jak Ize ke vzorci K('k,n) = (n + Il: N 1) dojit:

K =P =5 =3 =51 =(5) = (§) = C 75 7).

Zakladni poznatky:

Poznamka: Ve vysledcich prikladl 2 — 6 této ¢asti uvedte také druh kombinatorické skupiny, kterou pfiklad procvicuje.

1) MA2017 Ctyiciferné prirozené ¢&islo se ma sestavit ze ¢tyf rliznych &islic. Na prvnim
misté ma byt Cislice 2 a na misté desitek licha Cislice. (Danym podminkdam vyhovuji napf. ¢isla
2 430 a 2 793.) Kolik rtiznych ¢isel je mozné uvedenym zplisobem sestavit?

a) 21 b) 240 c) 280 d) 360 e) jiny pocet [C]

2) JedanamnoZinaM=/{1, 2, 3, 4, 5}.
a) Kolik trojcifernych cisel, v nichz se neopakuiji cifry, Ize vytvofit z jejich prvkd?
[60, variace 3. ttidy z 5 prvk(i bez opakovani]
b) Kolik z nich je délitelnych péti?
[12, variace bez opakovani]

c) Kolik péticifernych Cisel bez opakovani Cislic |ze vytvorit z prvkd mnoziny M?
[120, permutace z 5 prvk( (bez opakovani) nebo
variace 5. tfidy z 5 prvkd bez opakovani]



Met.:

Ucitel by mél ukazat studentlim dva zpUsoby reseni a nechat na studentech, ktery

z nich si vyberou, az budou psat provérku:
. . _ st _ _Fg.
1. zpusob: uZitim vzorci a) Vs = eeTie 5.4.3 =60;
b) Posledni cifra musi byt 5, obsazujeme tedy jen prvni dvé
pozice v Cisle a nesmime uZ pouZit 5... Vi3 4) = =12 ;

2!
C) P(5) = 5! =120.

2. zpusob: uzitim kombinatorického pravidla soucinu:

a) Trojciferné Cislo — znazornéni pozic
I — — Pocet moZnosti: 5.4.3 =60
T T T
=} =) =
[%] (%] [%)
(@] o o
c c c
SN >N >N
(@] o o
S € £
n < o
b) Trojciferné cislo — znazornéni pozic

/_/;5\

Pocet moznosti: 4.3.1 =12

4 moznosti— I
3 moznosti — I
1 mozZnost — I

c) Péticiferné islo — znazornéni pozic

Pocet moznosti: 5.4.3.2.1 =120

ti —

1 moznost —» I/

3 moznosti —

5 moznosti —
4 moznosti —
moznos

Pozn.: Zadani dlohy by mél ucitel jesSté zkomplikovat tim, Ze mezi prvky mnoziny M zaradi
nulu. Pak maZe byt napf. M = {0, 1, 2, 3, 4}. PFedchozi vypocet je potom tfeba
doplnit o vyfazeni vSech trojic, které maji nulu na prvnim misté.

Ulohu Ize nejprve vyuZit jako prémiovou ulohu, jejiz spravné Fedeni mGze ucitel
odménit ...

3)  Reste ulohu €. 2 pro pfipad, kdy se cifry mohou opakovat.
[a) 125, variace 3. tfidy z 5 prvk( s opakovanim
b) 25, variace s opakovanim c) 3125, variace 5.
tridy z 5 prvk( s opakovanim]

4)  Kolik existuje osmicifernych Cisel, ve kterych jsou 3 dvojky, 1 pétka a 4 Sestky?
[280, 8 ¢lenné permutace s opakovanim typu
P3,1,4(8)]



5)

6)

7)

Kolik existuje tfiprvkovych podmnozin mnoziny M?
[10, kombinace 3. tfidy z 5 prvk{ bez opakovani]

Student psal v matematice béhem pololeti 7 pisemnych praci a znamky na konci pololeti
usporadal od nejlepsich po nejhorsi, napf. 1, 1, 2, 3, 3, 4, 5. Kolik riznych vysledkd mohl
student ziskat?

[330, kombinace 7. tfidy z 5 prvk( s opakovanim]

ofg)of)

Vyjadrete jednim kombinacnim cislem:

W(abG) ol

Typové priklady standardni narocnosti

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

MA 2016 Je ddna rovnice s nezndmou n e N: @er:n_%'
o 100 1O
Jaké je feSeni rovnice? A)11 B)10 C)9 D)8 E)jinéreseni
[A]
Kolik pfimek je uréeno 12 body, jestlize:
a) Zadné tfi body neleZi na pfimce? b) Ctyti z nich leZi na pfimce? [66, 61]

S pfipominkami k navrhovanému zakonu chce v parlamentu vystoupit 6 poslanci A, B, C, D, E,
F. Uréete pocet:
a) vSech moznych potadi jejich vystoupeni.
b) vSech moznych pofadi jejich vystoupeni, v nichZ vystupuje A po E.
c) vSech moznych poradi jejich vystoupeni, v nichz vystupuje A ihned po E
[720, 360, 120]

MA 2014 Trenér vybird z 5 dévcat a 4 chlapcl Sesticlennou skupinu, v niz budou 3 divky
a 3 chlapci. Kolika zpUsoby Ize sesti¢lennou skupinu za téchto podminek sestavit?
A) 16 B) 20 C) 40 D) 180 E) jinym poctem

[C]

V sérii 12 vyrobk jsou 3 vadné. Kolika zpUsoby Ize z nich vybrat 6 vyrobk, z nichz praveé 2

jsou vadné? [378]
a) Z kolika prvku lIze vytvofrit 600 variaci druhé tridy bez opakovani? [25]
b) Kolik prvkd dava 55 kombinaci 2. tfidy bez opakovani? [11]

a) Upravte a urcete podminky pro n:
-9 6 1 [
(n+3) (n+2) (n+1)

neZ;n>-1]

—

n+2)

(n+6)! .(n——4)

b) Reste v Z: -
IRESEVE (nray " (nos)

I
;:5n +80 [5]



15) Reste rovnici a nerovnici:
R Rl oy [+ " 340 <72 [a) {5}, b) {8, 9}]
PMn-s) n-a)" M2t 2 2 ) a1k BIS

Rozsifujici cviceni
16) V novinovém stanku lze koupit 10 druh( pohled(, pricemz kazdy druh je k dispozici v 50
exemplarich. Urcete, kolika zplsoby lze zakoupit:
a) 15 pohledu b) 51 pohled c) 8 raznych pohledu
[1307 504; K'(51, 10) - 10; 45]



