29 Pravdépodobnost a statistika — met.

Strucny prehled teorie

Pravdépodobnost

Nahodny pokus — pokus, jehoZ vysledek zéleZi i pfi dodrzeni predem stanovenych podminek na nahodé.
Q={w1; ®2;....; ®n} ... mnozina v§ech moznych vysledkli nahodného pokusu

Néhodny jev A je podmnozinou mnoziny Q ... AcQ

Klasicka (Laplaceova) definice pravdépodobnosti:
Necht’ nahodny pokus splituje predpoklady:

1) VSech moznych vysledki je kone¢ny pocet

2) Vsechny vysledky maji stejnou $anci na realizaci

3) Vsechny vysledky se navzdjem vylucuji (tj. Zddné dva nemohou nastat soucasn¢)
4) Jeden z vysledkd jist¢ nastane.

Pak pravdépodobnosti jevu A se nazyva &islo [P(A) = L , kde n je pocet vSech moznych vysledkil (pocet

n

prvki Q) a m je pocet vysledkl ptiznivych jevu A (pocet prvka A).

Nékteré vlastnosti pravdépodobnosti:

1. a)Jisty jev A=Q => P(A):z:l
n
C 0
b) Nemozny jev . A=0 => P(A):— =0
n
¢) Ndhodny jev Ac Q => 0<PA)<1
2. Opacny jev k jevu A je takovy jev A°, ktery nastava pravé tehdy, kdyz nenastal jev A.
Tedy: A°'=Q-A (plesnéji AN A’ =0 AAUA =Q)
W_nh-m__ m
Pak P(A") = » =1 p =1-P(A)

3. Sjednoceni jevi A, B je jev A U B, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ nastane aspon jeden z jevd A
nebo B.
a) Plati-li, Ze se jevy A, B navzdjem vyluduji (tj. A N B = @), pak [P(AUB) = P(A) + P(8)|

b) Pokud se jevy A, B navzajem nevylucduji (tj. A N B # 9), pak| P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB) |

4. Prinik jevl A, B je jev A N B, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ nastane jev A a zaroven jev B. Jestlize
A, B jsou nezavislé jevy, pak|P(AnB) = P(A).P(B)| . Jsou-li A, B Zavisld jevy, pak P(ANB) % P(A).P(B)




Statisticka (zobecnéna) definice pravdépodobnosti:

Pravdépodobnost P(A) jevu A je urcena pfiblizné jeho relativni ¢etnosti pfi dostatecné velkém poctu
opakovani ndhodného pokusu.

Necht Q = {®; ®2;....; ®n} je mnozina vSech moznych vysledk nahodného pokusu

api, pa ... ,pnjsou jejich relativni Cetnosti (tzn. Z p; =1).

i=l1

k
Pak [P(A) = iji , kde D, znadi relativni ¢etnost vysledku w; € A (k je pocCet prvkl A).
i=1

Podminéna pravdépodobnost — pravdépodobnost jevu A podminénou jevem B uréime takto:

P(ANB)

P(aB) = P(B)

Bernoulliho schéma:

Necht’ pfi n-nasobném opakovani nahodného pokusu je stale stejnd pravdépodobnost zdaru p

a pravdépodobnost nezdaru ¢ (tedy ¢ = / — p). Pak pravdépodobnost jevu Ay, Ze zdar nastane

v téchto n pokusech pravé k-krat je dana vztahem: P(Ag) = (Z) pk. gk

Zaklady statistiky

Statistika se zabyva zkoumanim a zpracovanim velkého mnozstvi dat souvisejicich s hromadnymi jevy.

Zakladni pojmy

statisticky soubor — konec¢na neprazdna mnozina objekt(, které zkoumame (napf. obyvatelé Brna,
obyvatelé CR, rodinni pfislu$nici zaméstnancd urcité firmy, dopravni nehody v uréité oblasti za
urcité obdobi, vyrobky vyrobené v urcité firmé za urcité obdobi,...)

statisticka jednotka — prvek statistického souboru (napt. jeden urcity obyvatel, jeden dany vyrobek)
rozsah statistického souboru — pocet prvk( statistického souboru

statisticky znak — spole¢na vlastnost prvk( statistického souboru, kterou zjistujeme (napf. vék,
narodnost, vyse mésic¢niho pFijmu, vyska postavy, kvalita vyrobku (vadny nebo bez vady), ...);

znak mUze byt

- kvantitativni (Ciselny) — napf. pocet obyvatel daného véku, vyse Skody pfi nehodg, ...

- kvalitativni (popsan slovy) — napf. povolani, druh nemoci, pfi¢ina dopravni nehody, ...

Pozn.: 1) kvalitativni znak mizZe mit nékdy vice moznosti (napt. pfi¢in nehody muiZze byt vic)
— pak se musi vybrat jedna, kterd je hlavni (ostatni mohou tvofit kategorii ,,jiné“);

Pozn.: 2) nejjednodussi kvalitativni znak je znak alternativni — dan jevem a jeho opakem —
napr. vojak-nevojak, muz-Zena, plavec-neplavec, prospél-neprospél, ...



e absolutni ¢etnost hodnoty znaku x;— &islo n; udéavajici pocet prvkd daného statistického souboru,
které vykazuji sledovanou hodnotu x;, neboli udavajici, pro kolik prvk( souboru nabyva statisticky
znak urcité hodnoty nebo rozmezi hodnot (napf. kolik nezaméstnanych osob je evidovano v dané
oblasti, kolik osob ma mésicni prijem ve vybraném rozmezi, ...)

e relativni éetnost znaku — pomér — absolutni ¢etnosti dané hodnoty a rozsahu souboru
n

n.
Pozn.: Relativni ¢etnost se nejéastéji uvadi v procentech — .100 %
n

Statistické soubory rozdélujeme na - zakladni (mohou mit pro zkoumani pfilis velky rozsah)
- vybérové (cast zakladniho souboru, na némz se provadi
zkoumani)

Charakteristiky statistického souboru

1. Charakteristiky polohy hodnot znaku jsou ¢iselné hodnoty, které uréitym zptsobem
charakterizuji typickou hodnotu sledovaného znaku

= Aritmeticky primeér — soucet vSech hodnot zjisténych znakl délenych jejich poctem.

— 1 n 1
_ % ’ o el v — VT "
X = i E xl. nebo tzv. vazeny prumer| x = nzl:l x]n]
i=1

Modus Mod(x) — hodnota znaku s nejvétsi cetnosti.

= Maedian Med(x) — je prostfedni hodnota znaku, jsou-li hodnoty uspofadany podle velikosti.

Med(x)=x,,,,

2

1
je-linliché,| | Med(x) = E[x" +Xx, J, je-lin sudé.
— —+1
2

2

=  Geometricky primér

2. Charakteristiky variability
Kazda charakteristika polohy je Cislo, kolem néhoz jednotlivé hodnoty znaku kolisaji. Charakteristiky

variability vyjadfuji ,,velikost” onoho kolisani.

=  Rozptyl si se definuje jako priimér druhych mocnin odchylek od aritmetického priméru

”

=5 = 3l

J=1

* Smérodatna odchylka 5. =4/s.

= Variacni koeficient vi— podil smérodatné odchylky a aritmetického priméru — udava se

s
v procentech v, ==.100%
X




Koeficient korelace r - souvisi s t

im, Ze se velmi ¢asto zkouma, zda a jak jsou na sobé zavislé dva

znaky x a y. Koeficient korelace vyjadfuje miru vzajemné zavislosti téchto znaki x a y.

k

.Sy

7y =
S

X

kde k :%Zn:(xi ), -7)

i=1

1 ’
s, = —Z(x[—y?) S,
nio

Pozn.: Vidy plati: |r| < 1. Cim vic se hodnota r bliZi k 1, tim povaZujeme zavislost x a y za siln&j&i.

Kdyz ucitel probira teorii k tématu Pravdépodobnost, pfimo se mu nabizeji velmi jednoduché

konkrétni situace, kterymi by mél pribézné doplriovat sv(j vyklad, aby i nejslabsi studenti okamzité
pochopili probirané pojmy, déje, jevy. Urcité k nejvhodnéjsim takovym situacim patfi hazeni

kostky ze hry Clovéce, nezlob se.

|Néhodn\'/ pokusl

Hod kostkou

MnoZina (2

0=1{1,23,4,5,6}

Nahodny jev A

A c (], napt.A = {1, 2} ... padne cislo mensi nez 3

- splnény predpoklady pro pouZiti Laplaceovy
definice pravdépodobnosti:
1) konec¢ny pocet prvkl mnoziny (2,
2) stejna Sance pro vSechny,
3) dva vysledky nemohou nastat soucasné,
4) jeden vysledek nastane jisté.

1

3

_m_lAl_2_
P(A)_n_lﬂl_é

B ...padne ¢islo mensi nez 8

B=01={1,2,3,4,5,6}

_ms _ Bl _6_
Po|= _|n|_e_
|Nemoin§/jev C| C ... padne Cislo vétsinez 6 cC=0
—Mmc_Icl_0_
Poy|= n _|_Q|_6_|E
[ Ndhodny jev D | D ... padne sudé &islo D =1{2,4,6}
_mD_|D|_3_1

Opacny jev A'lk jevu A

A

Platii. (ANA =0) A (AUA =0).

Py =+

A ... padne cislo mensi nez 3

1 4
=3 Pny=¢=

A={1,2}

padne ¢islo vétSineborovné 3 A = {3,4,5,6}

2

3" Py + P(A’)Z].




[ Sjednoceni jevi |

a)| | A .. padne islomensinez3 A = {1,2}
E..padneéislo5 E = {5}
AUE ={1,2,5)
_2. _1. __Mmyuyg _ 3 _ 2 1
Pay=5 Pey =5 =Th Te sTe”
b)_ A .. padne islomensinez3 A = {1,2}
D ... padne sudé ¢&islo D =1{2,4,6}

AUD=1{1,2,4,6} AND={2}
=2

_ 2, _3. —Mayp _4_2,3_1_
Pw=75 Poy=g - n s 676 & _

A ... pfiprvnim hodu padne 2 P4y = é

B ... pi druhém hodu padne sudé Eislo  P(g) =
A NB = {[2;2]1 [214]1 [216]} Mynp = 3
n="V,e =62=36

mang _ 3 _ 1 1_ 1

Punp=—""=3:=7 PwPe=53;=3

| Jevy A, B jsou nezdvislé.

_ A .. pfiprvnimhodu padne2 P4 = % 1+4
s L wn

C ... soucet pfi dvou hodech bude 5
41 V 243
P(C) B g B 6 3+2
n="Vg,e =6 =36

manc _ 1 _11_1
W 36 f@wP®=5575

Jevy A, B jsou -

| =

Paang =

Statisticka (zobecnéna) definice pravdépodobnosti |

- vyuziva se v pfipadé, zZe vsechny vysledky (prvky mnoziny f2) nemaji stejnou Sanci, aby nastaly.

PF.: Hazeni nehomogenni kostkou na Clovéce, nezlob se. S jakou pravdépodobnosti padne &islo vétsi nez 3?

w; n; Pi

1 2 2_1 A=1{4,5,6}
30 15

2 4 4 _2 p 1+1+7 19
30 15 ) == — — — .

3 z 51 @=575730 30
30 6 \/

4 6 6_1
30 5

5 6 L
30 5 ]

6 7 7
30

ZTll=30 Zplzl




[Bernoulliho schéma |

PF.: 20 hodl kostkou. Jev A ... Cislo 5 padne pravé 3krat. Jaka je pravdépodobnost jevu A?
20y (1) (5\Y7 _ 201918 57 517
Pw=®)-G) ) = =190.2

6 321 620 619

Zaklady statistiky:

PF. 1: V souboru A byl sledovan udaj o poc¢tu déti v 13 rodinach. Rozsah souboru je n = 13 (liché):

poclet déti 0 1 2 3 4 5 6 7

Cetnost 2 4 3

1 0+0+1+1+1+1+2+2+2+3+3+4+5 _ 25
Aritmeticky pramérx = 1—32}31 x;= =

==—==1,923
13 13
v e —  1g 0.2+1.4+42.3+3.2+4.1+5.1+6.0+7.0 _ 25
erx = —).5_ 1 xin;= =—=1923
(Vazeny prim 1321_1 i, B 5 ,923)

Modus Mod(x) = 1 (ma Cetnost 4, coZ je nejvice)

Median Med(x) = 2 (7. rodina).

PF. 2: V souboru B byl sledovan udaj o poctu déti ve 14 rodinach. Rozsah souboru je n = 14 (sudé)

pocet déti 0 1 2 3 4 5 6 7 8

cetnost 2 5 3

. oo o — 114 _0+0+1+1+1+1+142+2+2+43+4+748 _ 3
Aritmeticky pramérx = — 32, x;= =

3
;= =— = 2,357
14 14
vt e v — 1.9 0.241542.3+3.14+4.1+5.0+6.0+7.148.1 _ 33
(Vazeny primér x 1421_1x]n] " ” ,357)

Modus Mod(x) = 1 (md Cetnost 5, coZ je nejvice)

Median Med(x) = 1,5 (aritmeticky prameér ze 7. a 8.rodiny).




Zakladni poznatky:

1.

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu tfemi kostkami padne soucet 12?

[0,116]
55% populace tvofi Zzeny, 45% muzi. Urcitou chorobou trpi 1% Zen a 5% muz(. Jaka je p., Ze
nahodné vybrand osoba z populace trpi touto chorobou?

[0,028]
Dvanact student(l, mezi kterymi je Pavel a Tomas, maji ze svého stfedu vylosovat 4-¢lennou
skupinu.
Jaka je pravdépodobnost, Ze ve skupiné bude:
a) Tomas b) Tomas, ale Pavel ne c) Tomas a Pavel d)Tomas nebo Pavel

[0,333;0,242;0,091; 0,576]
Jaka je pravdépodobnost, Ze se Jana a Tomas narodili ve stejny mésic?
(Potitejte, ze 1 mésic je /12 roku) [0,0833]

Statni maturita 2017

Z 25 zakl jedné tfidy domaci dkol 3 Zaci nevypracovali, 6 zakd jej vypracovalo chybné
a zbyvajici zaci jej vypracovali spravné,
Ucitel nahodné vybere dvojici zakq.
(c2w)

Jaka je pravdépodobnost, Ze oba vybrani zaci budou mit Ukol vypracovan spravné? [2/5]

Statni maturita 2015

Graf udava éetnost znamek z pisemné prace, aviak pocet jednic¢ek neni uveden.
Median je 2,5.

znamky

Kolik pisemnych praci bylo oznamkovano? [16]

Typové priklady standardni narocnosti

7.

Z 10 studentd, mezi nimiz jsou Adam a Petr vybirame tfi¢lennou komisi. Jaka je pravdépodobnost,

7e Adam nebo Petr budou mezi nimi? [/15]
Hodime 3-krat kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze pti 1. hodu nebo pfi 2. nebo pfi 3. padne sudé
gislo? ['/s]

Kazdy ze spinacl je ndhodné v poloze zapnuto nebo vypnuto nezavisle na druhych. Jaka je
pravdépodobnost, Ze soucastkou bude protékat el. proud?

L=
s }



10. Zarovka sviti se spolehlivosti 85%. Jaka je spolehlivost systému (alespof €ast sviti), jsou-li zapojeny:
a) dvé zarovky sériové, b) dvé Zarovky paralelné, c) dvé zarovky sériové a tieti k nim paralelné

[0,723 ;0,978 ; 0,958]

11. Test obsahuje 10 otazek, ¢tyfi mozné odpoveédi, z nichZ jedna je spravna. Jaka je pravdépodobnost,

Ze ndhodnym volenim odpovédi vybereme alespon 5 spravnych? [0,078]
12. Lék uspésné |éc¢i 90% pripadd onemocnéni. Vypocitejte pravdépodobnost, Ze vyléci alespon 18
pacient( z 20, kterym je Iék podan. [0,677]

13. Tabulka zaznamendva znamky z matematiky pro 16 test(. Vypocitejte:
a. Relativni ¢etnost znamky 2.
b. Modus a medidan znamek z testu.
c. Aritmeticky prdmér znamek z testu.

Cislo
testu
/ndmka |1 |5(2|3|(5|4(3|4(2| 2 | 4| 4 |5 |2 | 3| 4

[a) 25%, b) modus 4, median 3,5, c) 53/16]

1/2|3|4|5(6,7|8]9| 10|11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16

14. Primérna cena 1 kg jablek je 27 K¢, primérna cena 1 kg hrusek je 30 K&. Nakoupili jsme jablka,
hrugky a pomerance. Ctvrtinu nakoupeného mnozstvi tvofily jablka, tfetinu hrugky a zbytek tvofily
pomerance. Jaka je primérna cena 1 kg pomerancd, jestlize byla prdmérna cena 1 kg smiSeného
zbozi 32 KE? [39,6 KE]

RozSifujici cviceni

15. Statni maturita Matematika+ 2017 [A, N, Al

V tabulce jsou uvedeny vysledky soutézicich ve dvou rizné pocetnych skupinach A a B.
Kazdy soutézici mohl ziskat 0-4 body. Nékteré udaje v tabulce chybi, aviak vime:
V tabulce ¢etnosti bude v kazdém radku 5 rznych cisel,

ve sloupcich bude vzdy ve skupiné B cislo o 2 vétsi nez ve skupiné A.

Skupina Poceﬂt 0 1 2 3 4 ArltTethky Median | Modus
bodu pramér
A 2 0 8 25 4
B Cetnost

23 Po doplnéni potirebnych udaji rozhodnéte o kazdém z nasledujicich
tvrzeni (23.1-23.3), zda je pravdivé (A), ci nikoli (N).

23.1 U skupiny A je aritmeticky pramér vétsi nez median.

23.2 U skupiny B je median 2,5.

U=
1=

23.3 U skupiny B je aritmeticky priimér 2,5.



