35 Derivace funkce a jeji uziti — met.

Struény piehled teorie — uvadén pribézné — spolu s metodickymi radami a vzorovymi vypocéty iloh

- Derivace funkce ptredstavuje jeden ze zékladnich pojmi diferencidlniho poctu. Byl
vytvoien ve druhé poloving 17. stoleti pii feSeni konkrétnich fyzikalnich a geometrickych
problémd.

Vétsina Casu, ktery je ve stfedoskolské matematice vénovan diferencialnimu poctu, je ur¢ena
pro geometricky vyznam derivace funkce a jeho vyuziti pii1 vySetfovani prubéhu funkci a pfi
feSeni praktickych uloh.

Geometricky vyznam derivace funkce v daném bodé xo je smemice teeny ke grafu funkce

v tomto bodé. —
x4 fry = 109 V
S

f(xo + Ax)

_A

>Ay = f{Xo + 4x) —f(Xo)

i / X Xo+ Ax

Obrazek 1ze vyuzit k vysvétleni zptisobu urceni smérnice tecny grafu funkce f (tedy zptisobu
urceni derivace funkce f).

Xy

Na obrazku:
> Cast grafu funkce
» secnas = TS se smérovym uhlem ¢
> tecnat se smérovym thlem a vedena ke grafu funkce f bodem T.

Je zfejmé, ze smérnici ks secny S urc¢ime z pravouhlého trojihelniku STQ takto:
- _Ay_f(x0+Ax)—f(x0)
ks=tgp =—=
Ax Ax
Ze secny se stane te¢na v okamziku, kdy bod S piejde po ¢asti grafu funkce f do bodu T. Pohyb
bodu S do T a piechod se¢ny do te¢ny jsou na obrazku naznaceny Cervenymi Sipkami.

Pritom se zaroven zmensuji rozméry ASTQ (napt. Ax — 0).

Smérnice tecny: ki = ?E; k, = Alir_?o S x, +ixx)_f (%)

Smérnicova rovnice te¢ny t je pak tty=kx+q

f(xo +Ax)—f(x0)

Ax
pririistku funkcni hodnoty a priristku argumentu za predpokladu, Ze se prirustek argumentu
blizi k nule).

(Cteme: limita podilu

Derivace funkce f v bodé Xo je tedy | f"(xo) = Alxim0




Derivace funkce v intervalu: Ma-li funkce f: y = f(X) v kazdém bod¢ X jisté mnoziny M derivaci

f'(x), pak funkci f ' y = f '(X) nazyvame derivaci funkce f na mnozin¢ M.

Derivace nékterych elementarnich funkei:

funkce jeji derivace v bodé X X Z intervalu
y=x", neN y =n.x"t (—o0;00)
y=x kez y = kx! (—00;0)U(0;.00)
y=x, reR y=rx"! (0;00)
y=c¢ y=0 (—oo;oo)
y = sin x y = COS X (— o0;00)
y = COS X y = -sin x (—o0;0)
=X = coslzx (—2£+kﬂ;%+k7rJ,keZ
y = cotg X y= ! (kr;(k +1)7) , keZ
sin’ x
y=¢ y=¢* (—oo;oo)
y=aa>0a#l y=a‘’lna (—oo;oo)
y=Inx y% (0;0)
y=logax,a>0,a+#1 1 (O;oo)
x.Ina

Zakladni pravidla pro derivovani:

1L (f£g)(X)=1"(X) £g'(X) ... derivace souctu (rozdilu) se rovna souétu (rozdilu) derivaci
2. (ch'X)=c.f'(x) ...... konstanta se ,,vynasi“ pred znak derivace
3. ') =f'"(xX).gx) +fx).g'X) ..... (uv)'=u'v +uv'
4 i ( )_ f'(x).g(x)—f(x).g'(x) u u'v-u
. X)= 5 =
g g*(x) v v
5. derivace slozené funkce: [f (O] =1'(g(x) . g'(x)

Zvladnuti derivovani elementarnich funkci a funkci sloZzenych, a také zvladnuti pouzivani
zékladnich pravidel pro derivovani, pfedstavuje ,,abecedu* celého diferencialniho poctu.
Tomuto cili musi u€itel pfizplisobit obsah vyucovacich hodin, béhem nichz dikladnym
procvi¢ovanim dosahne u studentii dostatecné obratnosti a jistoty ve vypoctech derivaci.

Jako prvni tlohu mize zatadit ukazku vypoctu derivace n¢které elementarni funkce na zakladé
definice: .

Pf.1: Necht je ddna funkce|f:y = x?2|. Vypocitejte jeji derivaci v libovolném bodé x.

>« I e feA)—f(x) . xX+Ax)%—x? x2+2x.Ax+(Ax)%-x% . _ .
Res.: — Al}lcr_r}o— = lim ———— = A1}1{r_r>10(2x + Ax) —,

= lim
Ax—0

Ax Ax—0 Ax Ax
Pt.2: Necht je dana funkce|f:y = sin x|. Vypocitejte jeji derivaci v libovolném bodé X.
Reé.:= lim flx+Ax)-f(x) — lim sin(x+Ax)—sinx — lim sin x.cos Ax+sin Ax.cos x —sin x _
Ax—0 Ax Ax—0
x

Ax Ax—0 Ax
. nA
lim . .COS x =|cosx

Ax—0

si




Priklad provérky, kterou by studenti méli bez vétSich problémi zvladnout po zminéném
dikladném procviceni, nez se prejde k dalsim typiim uloh na vyuziti derivaci:

A
Derivujte:
1. y=

2. y=x5¢e3+ cotg2
1

cos(—5x3+x?) 3. y= Vx®+9x3

cot gg

3. y=

4, y=

5. y=x.In2 + log20

6. y=2*.cotg(8x)

1. y=

8. y=

_ sin(—x) 1 _cos(—3x)
log7 ' sing

X

tgs(2x3 N x7) 6. y=e*sin*x®
In3x 7 y= tg (4x5 +cot gx)
eIog3 x> \/F

B
Derivujte:

2. y=In>x* +logrx

o
4, y=x"91s

5. y=x2.tg%+log x°

8. y=5n*" (x*—3)

Znalost derivovani si studenti mohou procvicit a souvislost derivace funkce a smérnice te¢ny upevnit na
prikladech zabyvajicich se te¢nami grafii funkei:

Pr.3: Na

a)
b)

piSte obecnou rovnici te¢ny ke grafu funkce f:y = f(x) v bodé T.
fiy=x%—2x, T[4;7];]
L. _ sin2x+1 [T ]
fiy = cosx+sinx ’ 2
Re3.:
a) Tecnaobecné.. t:y=kx+gqkdek=y =f (x) = 2x — 2.

b)

Smérnice te¢nyvbodé T.. ky = f (4) =2.4—2 = 6.

Pro uréeni g musime vypo¢itat y-ovou soufadnici T: y; = 4% — 2.4 = 8 = T[4;8].
TEt..8=64+q =q=8—-24=-16.

Smérnicova rovnice te€ny ... t:y = 6x — 16.

Obecnd rovnice te¢ny ... t:6x —y —16 =0 .
. 2.cos 2x.(cos x+sin x)—(sin 2x+1)(— sin x+cos x)

Te€naobecné ..t:y =kx +q,kdek =y' =

(cosx+sinx)?
__ 2.(cos?x—sin?x).(cos x+sin x)—(sin®x+2 sin x cos x+cos?x).(cos x—sinx) _

(cos x+sin x)2

2.(cos x+sin x)2.(cos x—sin x)—(cos x+sin x)2.(cos x—sin x) (cos x+sin x)2.(cos x—sin x) .
= = COSX —SsInx.

(cos x+sin x)? (cos x+sin x)?
v . v v (T T . T
Smérnice teCnyvbodéT..kr = f (E) = cos_ —sinz = 0—-1=-1.
" , ” y Sin2-§+1 T
Pro urceni g musime vypocitat y-ovou souradnici T: y; = P 1=T [E; 1].
COS—+sIin—
2 2

T€t.l=-2+q =q=1+.
Smérnicova rovnice te€ny ... t:y = —x+1 +§.

Obecnd rovnice te¢ny ... t:12x + 2y —mt—2=0.




Pi.4:

Vypocitejte smérovy uhel tecny vedené ke grafu funkce prusecikem grafu s 0sou X.
a) fiy=—x%+2x; b) f:y=Inx;

Pruseciky s 0sou x jsou dva: P, [®; 0], Py, [2; 0]. Kazdym z nich lze vést jednu te¢nu,
jejiz smérnice k = y' = —2x + 2.

ti:y=kix+q, kdek, =tgp, =y' (@) =-20+2 =2 =|p, =63°26';

ty:y =ky,x + qy kdek, =tgp, =y'(2) =-22+2=-2 =|p, =116°34" .

b) P,—? y=0= Inx=0 = x =1 = P[1;0] je jediny prisecik s osou x. Timto

o vs ’ . . v . erv v . 1
prusecikem Ize vést jedinou tec¢nu, jejiz smérnice k = y' = e

1
t:y=kx+q,kdek=tg<p=y'(1)=I=1=><p=45°.

Na grafu funkce f:y = 2x2? + x — 1 urcete bod T tak, aby tena vedena timto bodem
byla a) rovnobézna s pfimkou p: x —y + 10 = 0;
b) kolmé k pfimce g:3x +y—1=0.
Res.: a)tenatllp = k.= f'(x) =dx+1 = k, =1, (p:y=x+10)
Xp=0 = yp=2.02+0-1=-1.

T[0; —1];
b)tetnat Lq =tllgix—3y+m=0 = ktzf'(x):4x+1:kq.:§
' 1 m T
(a7 =3x+5) Xr=-g =
1\2 1 10 1 10
=yr=2(-7) —¢-1=-7. Tl=g=%]

Souvislost derivace funkce a nékterych zakladnich vlastnosti funkce:

(Stale je tieba si uvédomovat, ze derivace funkce je vlastné smérnice teény grafu funkce a uéitel miize vyuzit
nasledujici obrazek, aby upozornil studenty na to, jak informace o polohach tecen grafu v konkrétnich bodech
uréuje (napovida) prubeh grafu funkce!!!)

o Spojitost funkce: Ma-li funkce f v bod¢ a derivaci, pak je v tomto bod¢ spojita.

Obracend véta ale neplati! Funkce mize byt v bod¢€ a spojitd a nemusi tam mit derivaci.
(viz napt. P11, P12, P13)

Monoténnost funkce: Ma-li funkce f v bodé a kladnou (zapornou) prvni derivaci, pak je
v tomto bod¢ rostouci (klesajici). (viz napi. P1, Ps, Ps, P10, (P3, P7, P9)).

Obrécena véta ale neplati! Funkce miize byt v bod¢ a rostouci (klesajici) a derivace

vV bod¢ a se miize rovnat nule (viz. napi. Pg) nebo dokonce viibec nemusi existovat.

(viz napft., P11, P12, P13)

Extrémy funkce: Funkce f mize (ale nemusi!!) mit v bod¢ a lokalni extrém pouze
tehdy, kdyz f"(a) = 0 (pak a je stacionarni bod) (viz napt. P2, P4) nebo kdyz derivace
Vv bod¢ a neexistuje (viz napt. P12, P13). Uvedené podminky pro existenci extrému

vV bodé€ a jsou nutné, nikoliv v8ak postacujici. Tozn., Zze podminka mize byt splnéna a
funkce v bod¢ a presto extrém nema (viz napt. Pg, P11). Ovéfeni existence extrému
funkce v daném bodg¢ je tieba provést bud’ za pomoci intervaltt monotonnosti nebo za
pomoci vysSich derivaci funkce.

Konvexnost a konkavnost funkce: Ma-li funkce f v bod¢ a druhou derivaci f"(a) > 0,
pak je funkce v bod¢ a konvexni (dutd). Je-li (@) < 0, pak je funkce v bod¢ a konkavni
(vypukla). Body, ve kterych f"(a) = 0 a ve kterych se zaroven méni konvexni charakter
funkce na konkavni ¢i naopak, jsou inflexni body.



t1

P1
t10

v

P10

P13

Nez ucitel nauci studenty vySetfovat cely a kompletni prubeh funkce, méli by se studenti na
n¢kolika ptikladech naucit zpracovavat jednotlivé faze této naro¢né ulohy:

1. Monotdnnost a extrémy funkce:
PF.6: Rozhodnéte o typu monotdnnosti funkce f v daném bodé x:
3 2
a)f:y=%+x7—3x, x=-2;

T

b)f:y=25in(2x—g) xX=
a)y =x2+x-3, ¥(=2) = (-2)?+ (-2) -3 =/=1<0 = f jevx = =2 KLESAJICI ;
) _ n y (T _ Tom\ _ T N2
b) y —4cos(2x—z),y (Z)_4COS(2'Z_Z)_4COSZ_4'7_2\/§ >0 =
= fjevx = % ROSTOUCH ;

¢
(0]
(7213

Pr.7:  Urcete intervaly monotdnnosti a extrémy dané funkce:
1
a) fry=-. (3x* — 4x3 — 36x2);

3x+2

2_
b) fi}’:xT;
Res.: a)y = ﬁ. (12x3 — 12x2% — 72x) = %.x(x2 —x—6) = %Ox. (x+2)(x-3)
C +++

S

-3 -1 1 4

Funkce f je klesajici v intervalech (—o0; —2) a (0; 3) .
Funkce f je rostouci Vv intervalech (—2; 0) a (3; o) .

V bodé x = —2 ma funkce lokalni minimum ... A [—2 ;= g]
V bodé x = 0 ma funkce lokdlni maximum ... B[0; 0].
V bodé x = 3 ma funkce lokalni minimum ... C [3 — %



by y = BDx-(3x-2) _ 22 (e42) (x2)

S @aat O O 8 T @
y/;a_x r /T/

Funkce f je rostouci v intervalech (—o0; —v2) a (v2; ) .
Funkce f je klesajici v intervalech (—v/2; 0) a (0; v2).

V bodé& x = —/2 ma funkce lokalni maximum ... A[—v/2;2v2 + 3].
V bodé& x = v/2 m4 funkce lokélni minimum ...B[v2; 2v/2 - 3|.

NI9Z @

=1 0)

—
N

2. Konvexnost a konkdvnost funkce:

PF.8: Ur&ete intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce: f:y = x* — 6x2 + 8.
Rei.: 1.prvniderivace:  y =4x3—12x;
2. druha derivace: y'=12x2 —12=12.(x + 1).(x — 1) ;

y’ ——@ ir? +—@ i:Ef ++®
R I B

-2

Funkce f je konvexni v intervalech (—oo; —1) a (1;00).
Funkce f je konkavni v intervalu (—1; 1) .
Funkce f ma v bodech x = —1 a x = 1 dva inflexni body ... D[—1; 3] a E[1; 3].

3. Asymptoty grafu funkce:

Pr.9: Je ddna funkce f:y = u—;xﬁ Urcete vSechny asymptoty jejiho grafu.

Res.: 1. Asymptoty bez smérnice: Jedinym bodem nespojitosti funkce fje x = 1.

Asymptota bez smérnice existuje v bodé nespojitosti pravé tehdy, jeli alespon jedna
z jednostrannych limit v tomto bodé nevlastni.

. 11 ]
s T = T .
. 1 1 Asymptota bez smérnice: ap: x =1
im =—= —o00;
x—1+ (1-x)3 0~
2. Asymptoty se smérnici: as:y = kx+gq
k= lim &= i = 0;
x—>+oo X x—+o00 (1-x)3.x

1
(1-x)3

q= lim (f(x) —kx) = lim (f(x) —0.x) = lim = 0;
x—>+oo Xx—>+oco Xx—>+oco

Asymptota se smérnici: ag: ¥y =0




Osnova pro vysetieni prubéhu funkce f: v = {(x):

1. D(f), sudost, lichost, periodi¢nost, pruseciky s osami, intervaly kladnych a zapornych
funk¢nich hodnot
2. Chovani funkce f v nevlastnich bodech (uréeni lim f (x), lim f (x)),

urceni asymptot (pokud existuji)
- bez smérnice ... ... asymptota ap bez smérnice miize existovat pouze v bod¢
nespojitosti b, a to tehdy, jestlize alespon jedna
z jednostrannych limit v b je nevlastni. Pak ap: X = b.

- se smérnici ....... as: y=kx+ g, kde k= lim /&) , g= lim (f(x)—kx)

X—>to  x x—> oo
Urceni intervalli monotonnosti a extrému funkce (uZiti prvni derivace funkce)
4. Urceni intervali konvexnosti a konkavnosti a inflexnich boda funkce (uziti druhé
derivace funkce)
5. Graf funkce

w

Pozn. k asymptotdm se smérnici: Je-li a; asymptota, pak se pro x — oo piimka ag a kiivka f,
(tedy kx + q a f(x)) neomezené piiblizuji. Proto:
it [0 11 g 100 g

4
1) lim——=1 = lim — =
y ) x—o0 kx+q x—co X k+g k x>0 X

Tozn., Ze|lim 1@ _ k. 0
x—oo X

2) lim f(x) = lim (kx + q) = lim kx + q.
X—00 X—00 X—00

Tozn., zelg = lim f(x) — lim kx = lim (f(x) — kx).
X—00 X—00 X—00

Analogicky pro asymptotu pfi x — —oo.

%3

Pi.10: Vysetfete prab¢h funkce: f:y = G0

Res. @O a)D(f) =R - {1}; b) Funkce f neni ani suda ani licha ,%', ,[ ;
c) Priseciky s osami soufadnic: P, = P,[0;0];
d) Intervaly kladnych a zapornych funk¢nich hodnot:

@,
A

+1 1
+1+

D




@ l. x3 x3 l.
a) [ lim = = lim x = —o0;
) x——o00 (x~1)2 x2.(1—3+iz) X——00 ’
mt X x 3
. x3 x3 .
lim = ——| = lim x = +o00;
x—oo (x—1)? x2.(1——+—2) X—00
N X X

b) Asymptoty:
1. bez smérnice ...bod nespojitosti: x = 1.

S o
. 3 1 ) ap.x =1
lim = — = +o0;

x-1t (x-1)2 o
2. se smémici ... y = kx + q;
3
k= lim L’”:[ x ]=1;

x>t X x3—-2x2+x
. %3 x3—-x34+2x%-x .
\q - xl_l)gloo(f(x) - kX) - [(x;22 —Xx= (x—1)2 ] 2’/
ag ..y =x+2

@ , _ 3xf(x-1)%-x32(x-1) _ (x—1).3x3-3x2-2x3) _ x3-3x2  x%(x-3),

Y= =1 = -1 B EeE e
o Yy neexistujeprox = 1,alel & D(f) ;

o yV=0 ©| x=0 VvV x=3 .... stacionarni body

_l_

Gr O L w9
N

<
N

ce

[
(RN

N = —>

V bodé x = 3 ma funkce lokalni minimum ...4 [3 ; %7];

@ y' = [x3—3x2]' _ Bx?-6x).(x-1)3-(x3-3x2)3.(x-1)? _ (x-1)26x _  6x |
Y = lenrl T (=100 T Te-ne | GeDt
"=0 & |x=0 .... kriticky bod

a
=<

>
«
(
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Slovni ulohy FeSené uzitim derivaci:
U slovnich uloh jde o to, abychom na zakladé zadanych parametrt vztahujicich se k néjakému
déji, ktery musime pro Ucely reSeni matematizovat do podoby vhodné funkce f, nalezli

hodnotu veliiny, pfipadné nékolika veli€in, pro které uvedena funkce f nabude extrémni, tedy
bud maximalni nebo minimalni, hodnoty.

Abychom byli v feSeni slovni Ulohy Uspésni, musime provést prehledny zapis, ve kterém jasné
uréime: Zadané veliciny:

Hledané veliciny: je-li jich vice, musime vSechny vyjadfit pomoci jedné z nich a
pomoci veli¢in zadanych ......
Funkci, u které budeme hledat extrém: ......
Pozn. 1: V zadani kazdé ulohy je vidy naprosto jasné feceno, jaka veli¢ina ma byt
maximalni nebo minimalni —
—napt.: 1),..urCete rozméry ... tak, aby objem byl maximalni ...”,
2) ,,...urCete rozméry ... tak, aby povrch byl minimaini ...“,
3) ,,.... urCete Cisla ... tak, aby jejich soucin byl maximalni ..., ...
Ucitel by mél na zacatku projit se studenty v nékteré sbirce uloh par zadani
priklad( a vyzvat studenty, aby rychle v textu nasli funkci, u niZz budou hledat
extrém. Zbavi je tim obav, Ze pro né bude obtizné spravnou funkci najit.
Hledani extrému funkce f se samozrejmé provadi za pomoci urceni prvni
derivace funkce, urceni bodd, ve kterych prvni derivace neexistuje a
predevsim urceni stacionarnich bodd, ve kterych je prvni derivace rovna nule.
ProtoZe nas vsak u téchto praktickych uUloh viibec nezajima priibéh funkce f,
nybrz pouze body, v nichz ma extrém, miGzZeme misto intervald monotdénnosti
pouzit nasledujici tvrzeni:
Necht f'(xo) = 0, f"(xo) = f"(x0) = -+ = f*"" (%) = 0,
ale f™(x,) # 0.
Je-li n — sudé &islo, pak ma f v x, lokalni extrém, a to:
e maximum, kdyz f™(x,) < 0;
e minimum, kdyz f™(x,) > 0.
Je-li n = liché ¢&islo, pak f v x, lokalni extrém nema.

Pozn. 2:



y = 4x3

stac. bod ...0
y'=12x%, y”(0)=0
Yy’ =24x, y7(0)=0
yV'=24>0

Prvni od nuly rizna derivace je
étvrta, tedy suda, pro bod x = 0
je kladna, proto ma funkce f

Vv tomto bodé minimum.

Ay

y' = 3x*

stac. bod ...0
y'=6x, y"(0)=0
v’ =6

Prvni od nuly rizna derivace je
tieti, tedy licha, proto funkce g
V tomto bodé extrém nema.

><V

Studenti si nepochybné pouziti posledniho tvrzeni k urceni extrémt funkce
lépe zapamatuji, jestlize jim ucitel ukaze, jak tvrzeni funguje na nasledujicich
tiech jednoduchych funkcich:

h:y = —x?
Yy = —2x
stac. bod ...0
y'=-2<0

Prvni od nuly rizna derivace je
druha, tedy suda, pro bod x =0
je zaporna, proto ma funkce h
v tomto bodé maximum.

><V

Pr.11: Urcete stranu ¢tvercl, které musime vytiznout ve vSech rozich obdélnikového kartonu
o rozmérech 80 cm a 50 cm tak, aby po sloZeni vznikla krabice maximalniho objemu.

Re$.: Dano: rozméry obdélniku:
X ...Strana ¢tverce ;
Funkce, u niz uréujeme extrém: Objem kvadru V = abc;

Hledame:

m=80cm,n=50cm,;

V =abc = (80 — 2x).(50 — 2x).x
fiy =V =4x3—260x% + 4000x

y = 12x% — 520x + 4000 = 4.(3x? — 130x + 1000)
y' =0« 3x2—130x + 1000 = 0 < |x = 10]v|x

X X

. &

b =50-2x
a=80-2
X
— X
AN X J
Y
80 cm
100 =
— T — 33,3

50 cm

Koten 33, 3 nepfichazi v tvahu vzhledem k zadanym rozmér@im kartonu. Proto budeme
dal pracovat pouze s korenem x = 10.
Ovérime pomoci vyssich derivaci, Zze pro x = 10 nabude funkce f maxima:
y’ = 24x — 520, y”(10) = 240 — 520 = —280 < 0 = vbodé x = 10 je maximum.

Pozn.: Ve zvidavé tiidé mizZe utitel ocekavat dotaz (nebo jej mlize v pfipadé dostatku &asu

100

polozit sdm): Jak s feSenim ulohy souvisi druhy kofen x = -5 = 33,3?

Aby neztracel prilis mnoho casu, mél by byt ucitel na tuto situaci pfipraven:
1) Graffunkee f:y = 4x3 — 260x? + 4000x = 4x. (x? — 65x + 1000) =

= 4x.(x — 25)(x — 40)

100 v . . . , v ; ..
X == lezi mimo tento interval, ale kubicka funkce f v ném ma minimum.

Hledana délka strany ¢tverce x evidentné musi lezet v (0; 25). Stacionarni bod




Pf.12: Do koule daného poloméru (R = 30 cm) vepiste kuzel maximdlniho objemu. Urcete
polomér podstavy a vySku kuzele.

Re$.: Dano: koulespoloméremR;
Hledame: polomér podstavy r a vysku v vepsaného kuzele (dvé nezndmé — jednu
musime vyjadfit pomoci druhé, pfipadné pomoci zadané veliciny R;

AAOS: 1% + (v — R)? = R?
r? + v?> — 2Rv + R* = R?

O, ) . . 1
Funkce, u niz urCujeme extrém: Objem kuzele V = Emﬂzv;
1 1
V =iy = ; v (RE:)y
2nRv?  wvd
fry=V=—"F——

3 3
, 4TTRY 2 4R
=——mv=mv.(--v
4R
y =0 o I
Pro feSeni ulohy ma evidentné vyznam pouze druhy koren.

vy . vy . s v 4R .
Ovérime pomoci vyssich derivaci, Ze prov = 5 nabude funkce f maxima.

4TR 4R 4TR 4R 5R 4R , .
Yy’ = = - 2nv, y” (;) == Zn.? =-5< 0 =2 prov = 5 ma f maximum.

Nakonec dopocitdme druhy pozadovany rozmér:

4R 16R%>  8RZ 2RV2
r? =2Rv —v? = 2R.— — -y
3 9 9 3
2R\2

Polomér podstavy kuzele je r = +T r = ZOx/fcm), vyska kuzele v = % (v =40 cm).

Derivace funkce zadané implicitné:

Funkce muize byt zadana - explicitn€ (ptimo, tedy rovnici f: y = f(x))
- implicitn€ (nepfimo, zastiené, zprostiedkovan¢) — napt. pomoci
analytického vyjadieni ktivky F(X, y) = 0, ktera sama
nemusi byt grafem funkce, ale mize predstavovat
sjednoceni grafii n€kolika funkci fi (viz napt. kuzelosecky).
Derivovani implicitni funkce:
X ... zndmym zpiisobem
y ... jako slozenou funkci zavisici na x
(napt.: (y3+ x2+7)'=3y% y +2x )



. Napiste rovnici te¢ny kiivky k: x2 + y2 — 6x + 24y + 53 = 0 V jejim bod& T[9; —4].

tty=kx+q, k=y
2x +2yy'—6+24y' =0 /:2
yy +12y =3 —x

y _ 3—Xx
y_y+12
M =—5="3
y 4-+12 4
t:y=—Zx+q
TeEt> —4=->9+4+qg>q=—4+2=2
4 4 4

t:y=—%x+%
t:3x+4y—-11=0

: Kterym bodem elipsy E: 4(x — 1)? + y? = 1 je vedena te¢na, ktera svira s kladnou

poloosou x thel ¢ = 45°?

tty=kx+q, k=y =tgop

8(x—1)+2yy =0

y = 4(x D = 8457 =

y=4(x-1)

E:4(x— 12+ [4(x—1D]* =
20x2—40x+19=0

40+V1600-1520 _ 10+V5

x =
1.2 40 10
Y = 10—V/5 oy = 2V5 ~T [10 V5, 2V5] .
1™ 10 y="7 1T '~ 5 |
_10+5 25 10+vV5 2V5
xZ - = y TZ ’
10 5 10 ' 5

Fyzikalni vyznam derivace:

vvvvvv

vyjadiujici rychlost zmény néjakeé promenne v case.

Pr.15:

Napt. rychlost je derivace drahy podle ¢asu;
zrychleni je derivace rychlosti podle ¢asu; ...

Kamen vyhozeny z vysky h = 10 m svisle vzhtiru ma pocatecni rychlost vy = 20 ?
a) Jakou rychlost bude mit kamen v ¢ase 1,5 s?
b) Za jaky ¢as dosdhne maximalni vysku?
¢) Jakou vysku kdmen dosahne?
a)s =h+ vyt — gzﬁ

s =10+ 20t — 5t

v=s="=20-10t

v(1,5) = (20 — 10.1,5)% = 5% :
b)vyska bude maximalni & v = 0% = 20-10t=0 =>t=2s,;
C)H=s(2)=(10+20.2-5.22)m =30m .

Rychlost kamene v ¢ase 1,5 s je 5 ? Maximalni vysku 30 m dosédhne za 2's .




Pt.16: T¢leso sjede po naklonéné rovin€ 50 m dlouhé¢ za 10 s. Jaka je jeho konecna rychlost,

Res.:

pokud predpokladame, ze draha je kvadratickou funkci Casu a ze pocatecni rychlost je
nulova?
s = at? + bt +c

v=s=—=2at+b

s(0) = Om = =10

v(0) =0 = BIEN

$..50=a.102 +0.10 + 0 :>-

Zavislost drahy na ¢ase: s = %tz :

Koneéna rychlost: v=2-.t=20510" =107

Konec¢na rychlost télesa je 10% .

Pi.17: Rychlik jedouci rychlosti 90 kTm ma zabrzdit tak, aby se rovhomérné zpomalenym

Res.:

pohybem zastavil na vzdéalenost 1 km. Po jakém Case zastavi?
vy =905"=25"; s=1km=1000m;

5:?7ot—gt2_25t—g t2; v=s=25—at=0 :>a=2_,;5;
s-25t——t2=125t = 1000 = 12,5t = t—% —80s:

Rychlik zastavi za 80 S .

Pr.18:

Mnozstvi elektrického naboje Q, ktery prochazi vodicem, se méni s casem podle
vztahu:Q = 3t? + 2t + 2. a) Vypogitejte okamzitou hodnotu proudu i v dobé t = 1 s.
b) Vypocitejte, kdy bude hodnota okamzitého proudu i = 20 A.

Res Q—3t2+2t+2
i=Q =—=6t+2
a) i(1) = (6.1 +2)A=84;
b) 20 = 6t + 2
6t =18
t=3%s.
V ¢Case 1 s je okamzita hodnota proudu 8 A. Hodnoty 20 A bude dosazeno za 3's .
Pt.19: V indukéni civee s indukénosti L = 0,03 H protéka proud i = 15sin°(3t).
Vypoctéte indukované napéti v Case t = %ﬂ S.
. di
Res.: u=—-L.—;

. at’
% = 15.5.sin*(3t).cos(3t).3 = 225.sin*(3t). cos(3¢t);

u (2?71:) = [—0,03.225.51’714 (3 ) cos (3 —) ] V= [ 0,03.225. sin* cos—] V=

- [—6,75. (?)4 (- %)] V=19V.

Okamzitd hodnota indukovaného napéti je 1,9 V.




Pi.20 T¢leso kona harmonicky kmitavy pohyb a pro jeho vychylku z rovnovazné polohy plati
Y = Y. sin(wt), kde y,,, je amplituda vychylky a w je thlova frekvence pohybu.
Odvod’te vzorec pro vypocet rychlosti a zrychleni harmonického kmitavého pohybu.

Res.: y =1y, .sin(wt);

, _d
v=y = d—jt’ = Ym. w.cos(wt);

, _d :
a=v = d—: = —ym. w2 sin(wt) = —w?.y .

Zakladni poznatky:

1. Urcete derivace funkce (Realisticky.cz — 10.2.7):

) ¥ =(35): DY =lcos@Gx+m]; Oy = |mmms Oy = (Va7 +cosx);

9 . . . 12.(x+1) 1 2x-sinx
[ GiD? 3.sin(3x + m); eyl 3'W]

2. Urcete rovnici te€ny a normaly grafu funkce y = iv bodé [—1,—1].
[Realisticky.cz—10.2.14, y=—x—2, y = x]

Typové pfiklady standardni ndro¢nosti

3. Vypocitejte derivace funkci:
a)y=3Vx.(2x*+1)
x
b)y = cos? (=) + 1+ x?
(2) —sinx X ]

. ' = +
1 —sinx \/
Ay=In [——— - 2 1+ x?
1+ sinx _ -1 ]
_y Cogx
[ 7.Vx7
Ay = ’x. /x.\/f -
)y _y ox ]

4. Vypocitejte derivace (Realisticky.cz — 10.2.8):
a) [sin(e5%)] b) [Zcos(x2+2x)] <) [esinzx]

o (14x? +1).Yx
Y= 3x ]

<

[y' = 5.e5%.cose®; y' = —(2x + 2).sin(x? + 2x). 2c0s(x¥*+2x) | 2 3 = @Sin*% gjp 2x]

5. Uréete rovnici te€ny grafu funkce f:y = x2 — 2x + 3, ktera je rovnobéznd s pfimkou
p:3x—y+5=0. [t:12x—4y—13=0, TE%]

6. Uréete rovnici teény ke kfivce y2 + 3x + 4y — 7 = 0, v bodé T[-8, 4].
[t:x+4y —8=0]



7. Do koule o poloméru R vepiste kuzel maximalniho objemu. Uréete vysku tohoto kuzele.

b=t

8. Ze Ctvrtky kartonu formatu A4 (210 x 297 mm) vystfihnéte v rozich Ctyfi stejné ¢tverecky
tak, aby slozenim vzniklého obrazce vznikla krabicka maximalniho objemu.
[Realisticky.cz —10.2.15: Je nutné vystfihnout ¢tverce o strané 40,4 mm.]

9. Urcete idedlni rozméry valcové pivni plechovky, ktera pti objemu 0,5 / bude mit minimalni

povrch (minimalni spotfeba plechu). Realisticky.cz - 10.2.15: r = 3\/%,7‘ = v]
10. Vy3etFete prabéh funkce: a) f:y = x* — 2x?; b) f:y = %

RozSifujici cviceni

11. Uréete rovnice tecen kfivky k: x3y + x2y? = 1 + x v jejich prasecicich s pfimkou
p:x =—1. [ti:x+y+1=0; t;y—1=0]

12. Urcete rovnici tecny kfivky k:x.siny —cosy + cos2y = 0 v jejim bodé T [1;%].
[t:2.(V2+1).x—4y+m—2.(V2+ 1) = 0]

13. Trosecnika na voru unasi mofsky proud rychlosti 7 km/h. Kolmo na smér proudu pluje
obchodni lod rychlosti 30 km/h (vzhledem k povrchu Zemé). V jeden okamZik je ndamofni
lod vzdalena od mista, kde se protinaji jejich trajektorie 100 km a trosecnik 10 km. V jaké
nejmensi vzdalenosti se minou? Zachrdani lod trosecnika, kdyz predméty jeho velikosti vidi
na vzdalenost 20 km?

[Realisticky.cz — 10.2.15: Minou se v minimalni vzdalenosti 13 km, asi ho lod’ zachrani.]



