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P°edmluva

Text, který práv¥ za£ínáte £íst, vznikl jako u£ební materiál k p°edm¥tu Cvi£ení z elekt°iny
a magnetismu.

K p°íprav¥ na cvi£ení bylo pouºito t¥chto zdroj·: t°etí díl kurzu Fyzika od autor· D.
Halliday, R. Resnick, J. Walker [1] a druhý díl kurzu Feynmanovy p°edná²ky z fyziky od
autor· R. Feynman, R. Leighton, M. Sands [2]. Bohuºel ani jeden ze dvou zmín¥ných text· není
dostate£n¥ vhodný k samostatné p°íprav¥ do p°edm¥tu Elekt°ina a magnetizmus pro fyzikální
obory na Masarykov¥ univerzit¥. Fyzika od autor· D. Halliday, R. Resnick, J. Walker vznikla
jako u£ebnice pro studenty technických a inºenýrských obor· a její matematická a obsahová
náro£nost z·stává niº²í, neº se o£ekává od student· fyzikálního zam¥°ení. Naopak Feynmanovy
p°edná²ky z fyziky obsahují mnohem více informací, neº se po studentech p°i zkou²ce poºaduje.
Student pak £asto jen ²patn¥ rozpoznává, co je ke studiu nezbytné, a co nikoli. Proto se
ukázalo velmi p°ínosným vytvo°it tento materiál, který se stává kompromisem mezi zmín¥nými
u£ebnicemi.

Na konci kaºdé kapitoly t¥chto skript jsou uvedeny alternativní u£ební zdroje. Krom¥ dvou
vý²e uvedených se jedná o u£ebnice Elektromagnetizmus autora A Tirpáka [3], Elekt°ina a
magnetismus autor· B. Sedlák a I. �tol [4] a první díl kurzu Feynmanovy p°edná²ky z fyziky
[5]. Uvedené zdroje v²ak ne vºdy p°esn¥ odpovídají poºadované látce a lze je spí²e pouºít pro
dopln¥ní informací.

V celé práci budeme pouºívat základní jednotky SI.

Elekt°ina a magnetismus p°edstavuje po Mechanice a molekulové fyzice druhý kmenový
fyzikální p°edm¥t, se kterým se studenti setkávají. By´ je to ²koda, v mechanice jsme se nutn¥
°ad¥ matematických výraz· a termín· vyhýbali kv·li nízké matematické úrovni student·.
Tento p°edm¥t jiº aktivní znalost n¥kterých matematických operací vyºaduje. Konkrétn¥ se
p°edpokládají základní znalosti derivací, integrál·, limit, a také základní operace s trojroz-
m¥rnými vektory, a´ uº jde o s£ítání £i skalární a vektorové násobení.

Pod¥kování

Za pomoc p°i p°íprav¥ textu bych p°edev²ím cht¥l pod¥kovat Jan¥ Jurmanové, která svými
pestrobarevnými obrázky oºivila pochmurný £ernobílý text a svými p°ipomínkami a korekcemi
výrazn¥ zvý²ila kvalitu skript. Dále bych cht¥l pod¥kovat studentkám Ann¥ Hrubé a Zdislav¥
Vávrové, které se postaraly o korekturu jazyka £eského a vytvo°ení databáze alternativních
u£ebních zdroj·, a Magd¥ Plevákové za nakreslení obrázku na úvodní stránku. V neposlední
°ad¥ chci pod¥kovat v²em, co si skripta p°ed vydáním p°e£etli a vyjád°ili k nim své p°ipomínky.
Tento dík pat°í p°edev²ím student·m p°edm¥tu Elekt°ina a magnetismus, jeº jsem m¥l tu £est
vyu£ovat.
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Vstupní test

Pro studenty druhého semestru oboru fyzika by m¥lo být samoz°ejmostí °e²it tento typ p°í-
klad·:

1. y = [sin (3x+ 2)]5 , y′ = ?

2. y (x) =
1

1− x2
,
∫
y (x) dx = ?

3. f = x2 + y2 + z2,
∂f

∂z
= ?

4. −→a = (3, 2, 1) ,
−→
b = (6,−9, 0)

a) −→a ×
−→
b = ?

b) −→a ·
−→
b = ?

5



1 Vektorová pole

1.1 Úvod do vektorových polí v elekt°in¥ a magnetismu

V této kapitole se budeme zabývat vektorovým polem. Vektorové pole si p°edstavme tak,
ºe do kaºdého bodu trojrozm¥rného prostoru vloºíme vektor (reprezentovaný trojicí £ísel).
V kaºdém bod¥ pak tato trojice £ísel m·ºe být rozdílná. Zpravidla uvaºujeme p°echod mezi
vektory v r·zných bodech za spojitý, hladký a diferencovatelný. Jako p°íklad takových polí
uvedeme: vektory rychlosti v proudící tekutin¥ (viz obrázek 1), vektory elektrické intenzity

−→
E

a vektory magnetické indukce
−→
B jimiº se tyto skripta z velké £ásti zabývají.

Obrázek 1: Vektorové pole rychlosti v¥tru.

Práv¥ v p°ípad¥ elektromagnetického pole si p°edstavme, ºe do kaºdého bodu prostoru
vloºíme dvojici vektor·

−→
E a

−→
B (²estici funkcí), která závisí jak na £ase t, tak na poloze

−→r ≡ (x, y, z), tedy celkem na £ty°ech sou°adnicích (prom¥nných).
Tyto funkce lze derivovat podle zmín¥ných prom¥nných. Tento typ derivace se nazývá

parciální a zna£í se
∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
(v kartézské sou°adnicové soustav¥). Konkrétní parciální

derivace (nap°íklad podle x) zachází s ostatními prom¥nnými (t, y, z) tak, jako zachází klasická
derivace s konstantami.

Derivace podle £asu se ve fyzice £asto zna£í jako te£ka nad derivovanou funkcí
∂f

∂t
≡ ḟ .

V literatu°e se m·ºeme setkat s ozna£ením parciální derivace také nap°íklad ve tvaru
∂f

∂x
≡ f,x.

P°. 1.1.

Zadání: Uvaºujte funkci £ty° prom¥nných ve tvaru f(t, x, y, z) = ect
(
x2 + y2 + z2

)
. Na-

jd¥te parciální derivaci podle v²ech prom¥nných.

�e²ení:
∂f

∂t
= cect

(
x2 + y2 + z2

)
,
∂f

∂x
= 2xect,

∂f

∂y
= 2yect,

∂f

∂z
= 2zect. V p°ípad¥ deri-

vace podle sou°adnice t jsme pracovali se závorkou obsahující x2 + y2 + z2 jako s konstantou
K. Derivace funkce Kect, kde t je prom¥nná, lze zapsat ve tvaru cKect. Výsledek uvedený
vý²e obdrºíme zp¥tným dosazením výrazu x2 + y2 + z2 namísto konstanty K. Zbylé derivace
°e²íme obdobným zp·sobem.

6



P°. 1.2.

Zadání: Uvaºujte funkci £ty° prom¥nných ve tvaru f(t, x, y, z) = xyz2. Najd¥te parciální
derivaci podle v²ech prom¥nných.

�e²ení:
∂f

∂t
= 0,

∂f

∂x
= yz2,

∂f

∂y
= xz2,

∂f

∂z
= 2xyz.

1.2 Operátory

Pro studium vektorového pole slouºí operátory. Operátorem nazývejme zobrazení, jeº p°i°adí
skalárnímu £i vektorovému poli nové skalární £i vektorové pole. Takovým operátorem m·ºe
být parciální derivace £i operátory sloºené z parciálních derivací.

V teorii elektromagnetismu se £asto pouºívá vektorový operátor nabla
−→
∇ . Zapisuje se

(v kartézských sou°adnicích) jako
−→
∇ ≡

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
. Tímto operátorem pak m·ºeme p·-

sobit jak na vektorové pole
−→
V (t, x, y, z), tak na skalární funkce F (t, x, y, z). Pro stru£nost v

dal²ím textu jiº závislost na v²ech sou°adnicích uvád¥t nebudeme. P·sobení operátoru
−→
∇ se

provádí podobným zp·sobem jako operace se standardními vektory £i skaláry. Rozli²ujeme t°i
základní operace s operátorem nabla, ozna£ujeme je jako divergence (div), gradient (grad) a
rotace (rot).

• V p°ípad¥ divergence p·sobí operátor
−→
∇ na vektorové pole

−→
V ≡ (Vx, Vy, Vz)

1 tak, ºe
výsledkem je skalární funkce

div
−→
V ≡

−→
∇ ·
−→
V ≡ ∂Vx

∂x
+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

. (1)

• Gradient funkce F lze vyjád°it jako p·sobení vektorového operátoru na skalární funkci,
výsledkem je v tomto p°ípad¥ vektorové pole

gradF ≡
−→
∇ · F ≡

(
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

)
. (2)

• V p°ípad¥ rotace p·sobí operátor
−→
∇ na vektorové pole

−→
V ≡ (Vx, Vy, Vz) tak, ºe výsled-

kem je nové vektorové pole

rot
−→
V ≡

−→
∇ ×

−→
V ≡

(
∂Vz
∂y
− ∂Vy

∂z
,
∂Vx
∂z
− ∂Vz

∂x
,
∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)
. (3)

V divergenci vektorového pole lze hledat analogii se skalárním sou£inem dvou vektor·
−→a a

−→
b , kde −→a ·

−→
b = axbx+ayby+azbz. V p°ípad¥ divergence vektor −→a nahradíme operátorem

−→
∇ a vektor

−→
b zam¥níme s vektorovým polem

−→
V , jak je z°ejmé z rovnice (1).

Podobným zp·sobem lze hledat analogii gradientu funkce se sou£inem vektoru −→a a ska-
láru c, kde −→a ·c = (axc, ayc, azc) . Dle rovnice (2) vektor −→a nahradíme operátorem

−→
∇ a skalár

c nahradíme funkcí F .
1�asto se namísto spodních index· x,y,z pouºívá 1,2,3.
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V rotaci m·ºeme vid¥t podobnost s vektorovým sou£inem dvou vektor· −→a a
−→
b , kde

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = (aybz − azby, azbx − axbz, axby − aybx) .

Vektory
−→
i = (1, 0, 0),

−→
j = (0, 1, 0),

−→
k = (0, 0, 1) zna£í jednotkové vektory ve sm¥ru os

x, y, z. V p°ípad¥ rotace vektory −→a a
−→
b nahradíme operátorem

−→
∇ a vektorovým polem

−→
V

(viz rovnice (3)).

Dal²ím ve fyzice £asto pouºívaným operátorem je operátor Laplace ∆, jenº vznikne ska-
lárním sou£inem dvou operátor·

−→
∇

∆ ≡
−→
∇ ·
−→
∇ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (4)

P·sobením ∆ na funkci F (p°ípadn¥ vektorové pole
−→
V ) obdrºíme novou funkci

∆F =
∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2
+
∂2F

∂z2
(p°ípadn¥ vektorové pole ∆

−→
V =

∂2
−→
V

∂x2
+
∂2
−→
V

∂y2
+
∂2
−→
V

∂z2
). Rovnice

∆F = f (p°ípadn¥ ∆F = 0) je fyzikáln¥ velmi významná, nazývá se Poissonova rovnice
(p°ípadn¥ Laplaceova rovnice) � viz (17).

Jak jiº bylo °e£eno, operátory
−→
∇ slouºí k popisu vektorových polí £i funkcí. V n¥kterých

p°ípadech lze odhadnout výsledek p·sobení t¥chto operátor· na první pohled, nap°íklad vekto-
rová pole v obrázku 2. Rotace prvního vektorového pole z obrázku 2 není nulová (

−→
∇×
−→
V 6= −→0 ),

divergence naopak nulová vyjde (
−→
∇ ·
−→
V = 0), v p°ípad¥ druhého vektorového pole se rotace

nule rovná (
−→
∇ ×

−→
V =

−→
0 ) a divergence ne (

−→
∇ ·
−→
V 6= 0). Samoz°ejm¥ ne vºdy se poda°í najít

pole s nulovou rotací £i divergencí.

Obrázek 2: P°íklady dvou r·zných vektorových polí.

U gradientu lze hledat podobnost s klasickou derivací. Derivace nám sd¥lí, zdali funkce
klesá £i roste, ur£íme sm¥rnici te£ny. Gradient funguje podobn¥. Funkce v²ak v tomto p°ípad¥
závisí na více prom¥nných. Pomocí gradientu nov¥ vytvo°ené vektorové pole popisuje, jak
funkce roste £i klesá v daném sm¥ru (viz obrázek 3).
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F(x,y) F(x,y)=x²+y² .F(x,y)=2(x,y,0)

∆

x

y

Obrázek 3: Gradient funkce.

P°. 1.3.

Zadání: Spo£t¥te divergenci a rotaci vektorového pole: −→r = (x, y, z).

�e²ení: Parciální derivace i-tého £lenu −→r podle i-té sou°adnice se rovná jedné

(p°.
∂rx
∂x

=
∂x

∂x
= 1). Derivace i-tého £lenu podle j-té sou°adnice (kde i 6= j) je rovna nule

(p°.
∂rx
∂y

=
∂x

∂y
= 0). Jasn¥ vidíme, ºe rotace tohoto vektorového pole musí vyjít nulová, pro-

toºe v p°ípad¥ rotace se nevyskytuje £len, který by po derivování z·stal nenulový (viz rovnice

(3)), tedy
−→
∇×−→r =

−→
0 . Divergence tohoto vektorového pole se rovná:

−→
∇·−→r =

∂x

∂x
+
∂y

∂y
+
∂z

∂z
=

1 + 1 + 1 = 3.

P°. 1.4.

Zadání: Uvaºujte stejné vektorové pole jako v p°ede²lém p°ípad¥. Uvaºujte, ºe toto pole
je výsledkem gradientu funkce

−→
∇ · F = −→r . Najd¥te neznámou funkci F.

�e²ení:
∂F

∂x
= x ⇒ F =

x2

2
+ f1 (y, z) ,

∂F

∂y
= y ⇒ F =

y2

2
+ f2 (x, z) ,

∂F

∂z
= z ⇒

F =
z2

2
+ f3 (x, y) , kde funkce f mají v p°ípad¥ parciálních derivací stejný význam jako

integra£ní konstanty v p°ípad¥ klasických derivací (jejich derivace je nulová). Porovnáním t°í

výsledk· pro F lze zjistit výsledek ve tvaru F =
x2 + y2 + z2

2
+ K ≡ r2

2
+ K, kde K je

konstanta a −→r 2 ≡ r2.
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P°. 1.5.

Zadání: Spo£t¥te divergenci a rotaci vektorového pole:
−→
V =

−→r
r3

=
( x
r3
,
y

r3
,
z

r3

)
, kde

r2 = x2 + y2 + z2.

�e²ení:
∂Vx
∂x

=
1

r3
− 3x2

r5
,
∂Vx
∂y

= −3xy

r5
,
∂Vx
∂z

= −3xz

r5
,
∂Vy
∂x

= −3xy

r5
,
∂Vy
∂y

=
1

r3
− 3y2

r5
,

∂Vy
∂z

= −3yz

r5
,
∂Vz
∂x

= −3xz

r5
,
∂Vz
∂y

= −3yz

r5
,
∂Vz
∂z

=
1

r3
− 3z2

r5
. Dosadíme-li do vztahu (3),

obdrºíme
−→
∇ ×

−→
V = −

(
3yz

r5
− 3yz

r5
,
3xz

r5
− 3xz

r5
,
3xy

r5
− 3xy

r5

)
=
−→
0 . Výsledek by byl zjevný,

kdybychom si toto vektorové pole nakreslili. Zdá se, ºe toto vektorové pole bude divergentní.

Provedeme-li operaci divergence dle vztahu (1), obdrºíme:
−→
∇ ·
−→
V =

3

r3
− 3

x2 + y2 + z2

r5
= 0.

V tomto p°ípad¥ divergence vektorového pole
−→
V vy²la nulová.

Komentá°: Toto °e²ení si nyní správn¥ interpretujeme. V elektrostatice se divergence
vektorového pole pouºívá k vyjád°ení vztahu mezi vektorem elektrické intenzity a rozloºením
náboje

−→
∇ ·
−→
E = K%, kde K p°edstavuje konstantu úm¥rnosti a % zna£í hustotu náboje. Pokud

známe vektorové pole
−→
E v kaºdém bod¥, pak známe i rozloºení elektrického náboje. Vnímavý

student vý²e uvedené pole
−→
V jist¥ rozpozná. Aº na konstantu se shoduje s coulombovským

polem v okolí nabitého bodu. Zdroj takového pole je lokalizován do bodu. Vý²e uvedené °e²ení
je neúplné, nevyjad°uje totiº situaci v bod¥ nula, kde vektorové pole roste do nekone£na, vzniká
tzv. singularita. V tomto konkrétním p°ípad¥ lze °íci, ºe hustota náboje vychází v²ude nulová,
krom¥ po£átku sou°adnicové soustavy, kde je naopak nekone£ná.

K matematickému popisu takové hustoty se pouºívá tzv. delta funkce δ (x) , jeº se rovná
nule pro kaºdé x krom¥ x = 0, kde se rovná nekone£nu. Pro tuto funkci (ve skute£nosti to není
funkce, ale distribuce) platí rovnice

∫
δ (x) dx = 1 pro p°ípad, kdy integra£ní interval ur£itého

integrálu obsahuje nulu, a
∫
δ (x) dx = 0 v p°ípad¥, ºe nulu neobsahuje. Integrál delta funkce

vynásobený jinou funkcí se rovná
∫
δ (x) f (x) dx = f (0). I zde platí d·leºitá podmínka, totiº

ºe interval ur£itého integrálu obsahuje nulu. Tento vztah lze zobecnit:
∫
δ (x− x0) f (x) dx =

f (x0).
Vra´me se nyní ke zmi¬ované hustot¥, která vychází v²ude nulová krom¥ jednoho bodu,

kde se rovná nekone£nu. Vý²e uvedená delta funkce je funkcí pouze jedné prom¥nné. Hustota
(objemová hustota) závisí na t°ech sou°adnicích. Hustotu lokalizovanou v bod¥ tak lze popsat
pomocí trojrozm¥rné delta funkce δ (x) δ (y) δ (z) = δ (x, y, z) ≡ δ (−→r ). �e²ení p°íkladu 1.5 zní
−→
∇ ·
−→
V = 4πδ (−→r ) . Pro objasn¥ní konstanty 4π pot°ebujeme dal²í výpo£ty (viz p°íklad 2.3).

P°. 1.6.

Zadání: Spo£t¥te gradient funkce: F =
1

r
, kde r2 = x2 + y2 + z2.

�e²ení:
∂F

∂x
= − 1

r2
2x

2
√
x2 + y2 + z2

= − x
r3
, obdobn¥ pro £leny

∂F

∂y
= − y

r3
,
∂F

∂z
= − z

r3
.

Výsledek bude:
−→
∇ · F = −

( x
r3
,
y

r3
,
z

r3

)
= −
−→r
r3
.

Komentá°: Výsledek se shoduje (aº na znaménko) se zadáním p°ede²lého p°ípadu, kde

jsme hledali divergenci vektorového pole
−→r
r3
. Kombinací obou výsledk· dostaneme
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−→
∇ ·
−→
∇ · 1

r
≡ ∆

1

r
= −4πδ(−→r ). Tento výsledek lze interpretovat i takto: pokud p·sobením

operátoru laplace na neznámou funkci obdrºíme delta funkci, pak neznámá funkce m·ºe být

nalezena ve tvaru
1

r
.

1.3 Matematické identity

N¥kdy m·ºe záviset na po°adí, se kterým se operace provádí. Nap°íklad výrazy
−→
∇ ·

(−→
∇ ·
−→
V
)

a
(−→
∇ ·
−→
∇
)
·
−→
V ≡ ∆

−→
V se neshodují. Jinými slovy tyto výrazy nejsou asociativní. Pokud

závorkování chybí, uvaºujeme, ºe operátory aplikujeme sm¥rem zprava doleva.

Vnímavý £tená° si jist¥ v²iml z p°ede²lých p°íklad·, ºe krom¥
−→
∇ ·
−→
∇ ·F jsme zjistili i °e²ení

−→
∇ ×

−→
∇ · F =

−→
0 , kde F =

1

r
. Ukáºeme, ºe tato rovnice je spln¥na pro v²echny funkce a nikoli

pouze pro F =
1

r
:

−→
∇ · F =

(
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

)
,

−→
∇ ×

−→
∇ · F =

(
∂

∂y

∂F

∂z
− ∂

∂z

∂F

∂y
,

∂

∂z

∂F

∂x
− ∂

∂x

∂F

∂z
,

∂

∂x

∂F

∂y
− ∂

∂y

∂F

∂x

)
=
−→
0 .

Poslední rovnost jsme mohli provést z d·vodu komutativnosti parciální derivace (nezávisí na
po°adí derivování).

Podobnou matematickou identitu obdrºíme z

−→
∇ ·
−→
∇ ×

−→
V =

−→
∇ ·

(
∂Vz
∂y
− ∂Vy

∂z
,
∂Vx
∂z
− ∂Vz

∂x
,
∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)
=

=
∂

∂x

∂Vz
∂y
− ∂

∂x

∂Vy
∂z

+
∂

∂y

∂Vx
∂z
− ∂

∂y

∂Vz
∂x

+
∂

∂z

∂Vy
∂x
− ∂

∂z

∂Vx
∂y

= 0.

Rovnice −→
∇ ×

−→
∇ · F =

−→
0 ,
−→
∇ ·
−→
∇ ×

−→
V = 0. (5)

jsou matematickými identitami a jsou spln¥ny pro v²echna F a
−→
V .

P°. 1.7.

Zadání: Dokaºte rovnost
−→
∇ ×

−→
∇ ×

−→
V =

−→
∇ ·

(−→
∇ ·
−→
V
)
−∆
−→
V .

�e²ení: Levá strana rovnice je:

−→
∇ ×

−→
∇ ×

−→
V =

−→
∇ ×

(
∂Vz
∂y
− ∂Vy

∂z
,
∂Vx
∂z
− ∂Vz

∂x
,
∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)
=

=

(
∂2Vy
∂y∂x

− ∂
2Vx
∂y2
− ∂

2Vx
∂z2

+
∂2Vz
∂z∂x

,
∂2Vz
∂z∂y

− ∂
2Vy
∂z2
− ∂

2Vy
∂x2

+
∂2Vx
∂x∂y

,
∂Vx
∂x∂z

− ∂
2Vz
∂x2
− ∂

2Vz
∂2y

+
∂2Vy
∂y∂z

)
.

Pro pravou stranu platí:

−→
∇ ·

(−→
∇ ·
−→
V
)

=
−→
∇ ·

(
∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

)
=
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=

(
∂2Vx
∂x2

+
∂2Vy
∂y∂x

+
∂2Vz
∂z∂x

,
∂2Vx
∂x∂y

+
∂2Vy
∂y2

+
∂2Vz
∂z∂y

,
∂2Vx
∂x∂z

+
∂2Vy
∂y∂z

+
∂2Vz
∂z2

)
,

∆
−→
V =

(
∂2Vx
∂x2

+
∂2Vx
∂y2

+
∂2Vx
∂z2

,
∂2Vy
∂x2

+
∂2Vy
∂y2

+
∂2Vy
∂z2

,
∂2Vz
∂x2

+
∂2Vz
∂y2

+
∂2Vz
∂z2

)
.

Ode£tením obou uvedených £len· pravé strany rovnice obdrºíme výraz, ve který jsme rozvinuli
stranu levou.

1.4 Integrál po k°ivce

K°ivkových integrál· existuje více druh·. V této £ásti kapitoly si ukáºeme chování jednoho
z nich, k°ivkového integrálu druhého druhu, který budeme v t¥chto skriptech pouºívat.
Po k°ivce budeme integrovat vektorové pole

−→
V . Pokud je integra£ní k°ivka c otev°ená, pouºi-

jeme ozna£ení pro integrál
∫
c

−→
V · d−→r , pokud k°ivku c uzav°eme do smy£ky, integrál ozna£íme∮

c

−→
V · d−→r (v dal²ím textu pro stru£nost nebudeme vºdy zapisovat ozna£ení pro cestu k°ivky

c). Vidíme, ºe výraz
−→
V ·d−→r vyjad°uje skalární sou£in vektorového pole a elementu polohového

vektoru (dx, dy,dz) .
Obecn¥ výsledek integrálu závisí na integra£ní cest¥, proto musíme zvolit k°ivku, podél

které integrujeme. Jako sou°adnice na k°ivce slouºí parametr τ. P·vodní sou°adnice se stanou
funkcemi tohoto parametru (x (τ) , y (τ) , z (τ)) . Integrál lze zapsat jako∫ −→

V · d−→r =

∫ −→
V · ∂

−→r
∂τ

dτ ≡
∫ (

Vx
∂x

∂τ
+ Vy

∂y

∂τ
+ Vz

∂z

∂τ

)
dτ.

Pole, pro které výsledek integrálu nezávisí na zvolené k°ivce se nazývá konzervativní
(kup°íkladu gravita£ní £i elektrostatické).

Pohybujme se z bodu A do bodu B po dvou r·zných k°ivkách c1 a c2. Výsledkem integrálu
v p°ípad¥ konzervativního pole je £íslo - kup°íkladu I, které vychází pro oba integrály stejn¥.
Pokud u druhého z integrál· zam¥níme hodnoty intervalu, bude pr·b¥h integrálu z bodu B
do A a integrál vyjde −I. Se£tením obou integrál· obdrºíme

B∫
c1A

−→
V · ∂

−→r
∂τ

dτ +

A∫
c2B

−→
V · ∂

−→r
∂τ

dτ =

∮
c1◦c2

−→
V · ∂

−→r
∂τ

dτ = I − I = 0.

Pohybujeme-li se v konzervativním poli po uzav°ené k°ivce je výsledek integrálu vºdy nulový.
Lze ukázat, ºe pole, pro které výsledek integrálu nezávisí na integra£ní cest¥, musí spl¬ovat

rovnici
−→
∇ ×

−→
V =

−→
0 . Tento d·kaz je v²ak komplikovan¥j²í a k vy°e²ení bychom pot°ebovali

sloºit¥j²í matematiku.
Nekonzervativní pole poznáme tak, ºe nespl¬uje vý²e uvedené rovnosti

−→
∇ ×

−→
V 6= −→0 a∮

c

−→
V · d−→r 6= 0.

P°. 1.8.

Zadání: Ukaºte pro r·zné t°i k°ivky, ºe k°ivkový integrál s po£átkem k°ivky −→r = (0, 0, 0)

a koncem k°ivky −→r = (1, 1, 0) z vektorového pole
−→
V = (x, y, 0) nezávisí na integra£ní k°ivce.
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�e²ení: Zvolme jednodu²e první cestu podél os

I =

∫
c

−→
V · d−→r =

1∫
0

xdx+

1∫
0

ydy =
1

2
(1 + 1) = 1.

Pro první cestu ani nebylo pot°eba pouºívat parametrizaci. Pro druhou cestu zvolíme para-
metrizaci lineární k°ivky

x = τ, y = τ, z = 0 ⇒ ∂x

∂τ
= 1,

∂y

∂τ
= 1,

∂z

∂τ
= 0, ⇒

−→
V = (τ, τ, 0) ,

∂−→r
∂τ

= (1, 1, 0) .

K°ivka bude na intervalu τ ∈ (0; 1)

I =

∫
c

−→
V · d−→r =

∫
c

−→
V · ∂

−→r
∂τ

dτ =

1∫
0

(τ + τ) dτ =

1∫
0

2τdτ = 1.

T°etí k°ivku zvolíme jako parabolu

x = τ, y = τ2, z = 0 ⇒ ∂x

∂τ
= 1,

∂y

∂τ
= 2τ,

∂z

∂τ
= 0, ⇒

−→
V =

(
τ, τ2, 0

)
,
∂−→r
∂τ

= (1, 2τ, 0) .

K°ivka bude op¥t na intervalu τ ∈ (0; 1)

I =

∫
c

−→
V · d−→r =

∫
c

−→
V · ∂

−→r
∂τ

dτ =

1∫
0

(
τ + 2τ3

)
dτ =

[
τ2

2
+
τ4

2

]1
0

= 1.

P°. 1.9.

Zadání: Vypo£t¥te k°ivkové integrály p°es stejné k°ivky a stejné po£áte£ní a koncové body
jako v minulém p°ípad¥ z vektorového pole

−→
V = (y,−x, 0) .

�e²ení: První cestu podél os si rozd¥líme na dv¥ £ásti � a) podél osy x a b) podél osy y.
Zde v²ak na rozdíl od p°ede²lého p°íkladu záleºí na tom, podél které osy integrujeme d°íve.
Zvolme

a) x = τ, y = 0 ⇒ x,τ = 1, y,τ = 0 ⇒
−→
V = (0,−τ, 0) ,

∂−→r
∂τ

= (1, 0, 0) ,

b) x = 1, y = τ ⇒ x,τ = 0, y,τ = 1 ⇒
−→
V = (τ,−1, 0) ,

∂−→r
∂τ

= (0, 1, 0) .

Výsledný integrál bude
1∫

a)0

0dτ +

1∫
b)0

−1dτ = −τ |10 = −1.

V p°ípad¥, ºe nejd°íve zvolíme cestu podél osy y a) a poté osy x b), výsledek se zm¥ní na

a) x = 0, y = τ ⇒ x,τ = 0, y,τ = 1 ⇒
−→
V = (τ, 0, 0) ,

∂−→r
∂τ

= (0, 1, 0) ,
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b) x = τ, y = 1 ⇒ x,τ = 1, y,τ = 0 ⇒
−→
V = (1,−τ, 0) ,

∂−→r
∂τ

= (1, 0, 0) ,

1∫
a)0

0dτ +

1∫
b)0

1dτ = τ |10 = 1.

Pokud si za k°ivku vybereme p°ímku

x = τ, y = τ ⇒ x,τ = 1, y,τ = 1 ⇒
−→
V = (τ,−τ, 0) ,

∂−→r
∂τ

= (1, 1, 0) ⇒
1∫

0

0dτ = 0.

Pokud se rozhodneme pro parabolu

x = τ, y = τ2 ⇒ x,τ = 1, y,τ = 2τ ⇒
−→
V =

(
τ2,−τ, 0

)
,
∂−→r
∂τ

= (1, 2τ, 0) ,

1∫
0

−τ2dτ = − τ3

3

∣∣∣∣1
0

= −1

3
.

Z tohoto výsledku vidíme, ºe výsledná hodnota integrálu závisí na zvolené cest¥.

P°íklady k procvi£ení 1.1.

Derivujte parciáln¥ podle v²ech prom¥nných: f1 = c + x + y2 + z3, f2 = ct sin (xyz) ,

f3 =
cos (ct)

r2
, kde r2 = x2 + y2 + z2.

P°íklady k procvi£ení 1.2.

Najd¥te divergenci a rotaci vektorové pole
−→
V = ω (−y, x, 0) .

P°íklady k procvi£ení 1.3.

Dokaºte identitu:
−→
∇ ×

(−→
V ×−→r

)
− 2
−→
V =

−→
0 , kde −→r = (x, y, z) a

−→
V je konstantní vektor.

P°íklady k procvi£ení 1.4.

Dokaºte identity
−→
∇×

(−→
V F

)
= F
−→
∇×
−→
V +

(−→
∇F

)
×
−→
V ,
−→
∇·
(−→
V F

)
= F
−→
∇·
−→
V +

(−→
∇F

)
·
−→
V ,

kde
−→
V p°edstavuje obecné trojrozm¥rné vektorové pole a F obecnou funkci.

P°íklady k procvi£ení 1.5.

Vypo£t¥te integrál po t°ech r·zných libovolných k°ivkách z bodu −→r = (0, 0, 0) do bodu
−→r = (1, 1, 1) . Vektorové pole je

−→
V = (y,−x, z) .

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 553-575
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 2, 2001: str. 13-61
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 60-61, 76-79, 93-103

14



2 Elektrostatika

2.1 Coulomb·v zákon

Elektrostatika studuje jevy spojené s £asov¥ nem¥nným elektrickým nábojem, který vyjad°uje
vlastnost £ástic p·sobit na sebe vzájemnou silou. Máme-li v ur£ité vzdálenosti dv¥ nabitá
t¥lesa (obsahující nenulový náboj), pak také na tato t¥lesa p·sobí vzájemná elektrostatická síla.
Jako p°íklad poslouºí p°itahování nabitých papírk· s opa£n¥ nabitým balonkem £i odpuzování
nabitých vlas· (viz obrázek 4).

Obrázek 4: P·sobení elektrostatického pole.

Experimenty ukázaly, ºe pro p°ípad dvou bodových náboj· Q velikost této síly závisí na
druhé mocnin¥ p°evrácené hodnoty vzdálenosti st°ed· r t¥chto náboj·. Síla dále závisí na
velikosti jednotlivých náboj·. Pro p°ípad shodných znamének náboj· je síla odpudivá, pro
p°ípad opa£ných znamének náboj· naopak p°itaºlivá. Tento zákon se nazývá Coulomb·v
zákon a znáte jej ve tvaru:

F =
1

4πε0

|Q1| |Q2|
|−→r2 −−→r1 |2

,

kde 4πε0 je konstanta ur£ující velikost interakce, −→r1 ozna£uje polohový vektor prvního náboje a−→r2 polohový vektor druhého náboje. �asto se rozdíl t¥chto vektor· ozna£uje jako −→r = −→r2−−→r1 .
Vzdálenost náboj· ozna£uje velikost rozdílu t¥chto vektor· r = |−→r2 −−→r1 |.

Síla je vektorová veli£ina, výraz lze upravit do vektorového tvaru. Vektory síly p·sobící na
£ástice s nábojem Q1 a Q2 m·ºeme napsat jako

−→
F 1 =

Q1Q2

4πε0

(−→r1 −−→r2)

|−→r1 −−→r2 |3
,
−→
F 2 =

Q1Q2

4πε0

(−→r2 −−→r1)

|−→r2 −−→r1 |3
⇒
−→
F 1 = −

−→
F 2. (6)

Uvaºujme nyní testovací £ástici s malým nábojem Q1 = q a polohovým vektorem −→r1 = −→r .
Stejným zp·sobem upravíme Q2 = Q a −→r2 = −→r ′. Pojmem malý náboj myslíme takový náboj,
jenº je zanedbatelný v·£i ostatním náboj·m, které leºí v jeho okolí. Na tento náboj p·sobí
síla daná vztahem (6). M·ºeme uvaºovat nekone£né mnoºství nekone£n¥ malých náboj· (s
celkovým nábojem v·£i okolnímu zanedbatelným) ve v²ech bodech prostoru. Kaºdému bodu
tak p°i°adíme vektor síly a dostaneme vektorové pole. Vzhledem k tomu, ºe náboje testovacích
£ástic jsou malé, i vektory síly p·sobící na testovací £ástice budou malé. Jestliºe vektor síly
vyd¥líme nábojem testovacích £ástic, získáme novou veli£inu, vektor elektrické intenzity
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0

Obrázek 5: Zakreslení vektor·
→
r1,
→
r2,
→
r2 −

→
r1.

−→
E =

−→
F

q
, který popisuje vektorové elektrické pole v blízkosti nabitého t¥lesa. Znám¥j²í zápis

tohoto vztahu vypadá takto: −→
F = q

−→
E .

Pro p°ípad bodového náboje lze odvodit

−→
E =

−→
F1

Q1
= − Q2

4πε0

(−→r2 −−→r1)

|−→r2 −−→r1 |3
≡ − Q

4πε0

(−→r ′ −−→r )

|−→r ′ −−→r |3
=

Q

4πε0

(−→r −−→r ′)
|−→r −−→r ′|3

,

tedy
−→
E =

Q

4πε0

(−→r −−→r ′)
|−→r −−→r ′|3

. (7)

P°ipome¬me, ºe −→r ′ zna£í polohový vektor zdroje o náboji Q a −→r polohový vektor místa, kde
chceme znát vektor elektrické intenzity. �asto se zdrojový náboj vloºí do po£átku sou°adnicové
soustavy � pak −→r ′ = (0, 0, 0) :

−→
E =

Q

4πε0

−→r
r3
,
−→
F =

Qq

4πε0

−→r
r3
.

Výpo£tem velikosti t¥chto vektor· získáme dob°e známé vztahy ze st°ední ²koly

E =
Q

4πε0r2
, F =

Qq

4πε0r2
.

P°. 2.1.

Zadání: Uvaºujte dva stejné bodové náboje o shodné hmotnosti a shodném náboji. Náboje
jsou od sebe vzdáleny r. Jaký musí být pom¥r mezi nábojem a hmotností, aby se elektrostatická
síla vykompenzovala s gravita£ní? Nep°edpokládáme, ºe by v okolí náboj· byly je²t¥ dal²í
zdroje elektrostatického £i gravita£ního pole.

�e²ení: Pro výpo£et pouºijeme velikost vektoru síly v Coulombov¥ zákonu (6) a Newto-
nov¥ gravita£ním zákonu FG = G

m1m2

r2
, kde m1 = m2 = m a Q1 = Q2 = Q. Uvaºujeme-li,

ºe velikosti sil se rovnají, pak lze napsat

G
m2

r2
=

1

4πε0

Q2

r2
⇒ Q

m
=
√

4πε0G.
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Obrázek 6: Velikost vektoru elektrické intenzity v blízkosti bodového náboje.

Komentá°: Tento podíl je velmi malé £íslo. Elektrostatická interakce se projevuje domi-
nantn¥ji neº interakce gravita£ní. Sílu gravita£ní m·ºeme pozorovat pouze díky tomu, ºe ve
velkých m¥°ítkách se sou£et kladných a záporných náboj· blíºí nule, a tak i výsledná elek-
trostatická síla je blízká nule. I kdyº Coulomb·v zákon a Newton·v gravita£ní zákon jsou si
velice podobné, svou podstatou se naprosto li²í.

2.2 Princip superpozice

V elektromagnetismu platí jeden velmi d·leºitý princip. Nazývá se princip superpozice a
vychází z toho, ºe diferenciální rovnice popisující vztah mezi zdrojem pole a polem samotným
jsou lineární. Tento princip lze vyjád°it jednodu²e tak, ºe pokud jeden zdroj vytvá°í vektorové
pole

−→
A1 a druhý

−→
A2, pak výsledné pole okolo obou zdroj· je dáno sou£tem obou polí

−→
A =−→

A1+
−→
A2. Princip superpozice ve fyzice není samoz°ejmý (vezm¥me si nap°íklad s£ítání rychlostí

relativisticky se pohybujících t¥les). Pro vektor elektrické intenzity princip superpozice platí.
Pro p°ípad mnoha náboj· Qi s polohovými vektory −→ri ′ lze celkovou elektrickou intenzitu
v bod¥ −→r zjistit ve tvaru

−→
E =

1

4πε0

∑
i

Qi (−→r −−→ri ′)
|−→r −−→ri ′|3

. (8)

P°. 2.2.

Zadání: Uvaºujme £tverec o délce stran 2a, v jehoº rozích jsou uloºeny náboje. Uvaºujme,
ºe st°ed £tverce leºí v po£átku sou°adnicové soustavy, jeº je popsána osami x a y. Náboje
v rozích se rovnají: Q1 = Q v bod¥ (x, y) = (a,−a) , Q2 = Q v bod¥ (x, y) = (a, a) , Q3 = −2Q
v bod¥ (x, y) = (−a,−a) , Q4 = −2Q v bod¥ (x, y) = (−a, a) (viz obrázek 7). Najd¥te vektor
elektrické intenzity uprost°ed £tverce. Ur£ete jeho velikost.

�e²ení: Studujeme-li elektrickou intenzitu v po£átku sou°adnicové soustavy, lze uvaºovat
−→r =

−→
0 . Podle vztahu (8) m·ºeme napsat

−→
E 1 = − Q1

4πε0

−→r1 ′

|−→r1 ′|3
= − Q

4πε0

(a,−a)

(a2 + a2)3/2
= − Q

4πε0a2
(1,−1)

23/2
.
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E₄

E₃
E₂

Obrázek 7: Intenzita v blízkosti £ty° náboj·.

Stejným zp·sobem zjistíme i elektrické intenzity od zbylých zdroj·

−→
E 2 = − Q

4πε0a2
(1, 1)

23/2
,
−→
E 3 =

2Q

4πε0a2
(−1,−1)

23/2
,
−→
E 4 =

2Q

4πε0a2
(−1, 1)

23/2
.

Princip superpozice °íká, ºe výsledná intenzita je dána sou£tem jednotlivých elektrických in-
tenzit

−→
E =

Q

4πε0a2
1

23/2
[(−2,−2) + (−2, 2)− (1,−1)− (1, 1)] =

Q

4πε0a2
(−3, 0)√

2
.

Velikost vektoru elektrické intenzity je rovna

E =
Q

4πε0a2
3√
2
.

Komentá°: Vektor elektrické intenzity v po£átku sou°adnicové soustavy mí°í do zápor-
ného sm¥ru osy x. Tento záv¥r lze odhadnout na první pohled, uváºíte-li, ºe kladné náboje
leºí na poloze kladného x a záporné náboje na poloze záporného x. Naopak podél osy y je
zdroj rozloºen symetricky a sloºky se tudíº ode£tou.

2.3 Elektrická intenzita obecného zdroje

Uvaºujeme-li systém malých spojit¥ rozloºených náboj· dQ, z nichº kaºdý generuje malé
elektrické pole d

−→
E , pak lze intenzitu od jednoho z malých náboj· zapsat ve tvaru

d
−→
E =

dQ

4πε0

(−→r −−→r ′)
|−→r −−→r ′|3

.
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Stejn¥ jako v p°ede²lém p°ípad¥ −→r ′ ozna£uje polohový vektor náboje dQ a −→r zna£í polohový
vektor místa, kde chceme znát vektor elektrické intenzity. Díky principu superpozice lze najít
celkovou výslednou elektrickou intenzitu jako sou£et jednotlivých intenzit. V p°ípad¥ nekone£-
ného mnoºství na sebe nalepených nekone£n¥ malých £ástí lze od sou£tu ve vztahu (8) p°ejít
k integrálu

−→
E =

1

4πε0

∫
(−→r −−→r ′) dQ

|−→r −−→r ′|3
. (9)

Uvaºujme nyní t°i typy rozloºení náboje:

• objemové: náboj se rozkládá v celém objemu, platí dQ = % (−→r ′) dV ′.

• plo²né: náboj pokrývá plochu, platí dQ = σ (−→r ′) dS′.

• lineární: náboj je rozloºen na k°ivce, platí dQ = τ (−→r ′) dl′.

Je d·leºité si uv¥domit, ºe hustoty (objemová %, plo²ná σ, lineární τ) závisí na sou°adnicích
x′, y′, z′. Dané elementy dV ′, dS′, dl′ tyto sou°adnice obsahují. Po zintegrování je elektrická
intenzita funkcí pouze sou°adnic x, y, z, polohy bodu, kde intenzitu studujeme.

P°. 2.3.

Zadání: Vypo£t¥te vektor elektrické intenzity ve vzdálenosti r od bodového náboje.

�e²ení: Je-li zdroj pole bodový, lze hustotu zapsat jako delta-funkci. Uvaºujeme-li bodový
náboj leºící v po£átku sou°adnicové soustavy, pak lze hustotu uvaºovat ve tvaru
% = δ (−→r ′)Q = δ (x′) δ (y′) δ (z′)Q. Jak jsme uvedli, pro integrál z funkce vynásobený
delta-funkcí platí

∫
f (x) δ (x) dx = f (0) . Celková elektrická intenzita je

−→
E =

Q

4πε0

∫
(−→r −−→r ′) δ (x′) δ (y′) δ (z′) dx′dy′dz′

|−→r −−→r ′|3
=

Q

4πε0

−→r
|−→r |3

.

V p°ípad¥ posunutí bodového náboje z po£átku sou°adnicové soustavy do obecného bodu
obdrºíme op¥t vztah (7).

Komentá°: P·sobíme-li divergencí na získaný vektor elektrické intenzity, obdrºíme op¥-
tovn¥ delta-funkci vynásobenou konstantou (viz komentá° p°íkladu 1.5)

−→
∇ ·
−→
E =

Q

4πε0

−→
∇
−→r
|−→r |3

=
Q

4πε0
4πδ (−→r ) =

Q

ε0
δ (−→r ) =

ρ

ε0
.

Odtud vidíme význam konstanty 4π v divergenci
−→r
|−→r |3

v p°íkladu 1.5.

Divergencí lze obdobným zp·sobem p·sobit i na rovnici (9)

−→
∇ ·
−→
E (−→r ) =

1

4πε0

∫ −→
∇ · (−→r −−→r ′)
|−→r −−→r ′|3

%
(−→r ′) dV ′ =

1

4πε0

∫
4πδ

(−→r −−→r ′) % (−→r ′) dV ′ =
% (−→r )

ε0
.

Pomocí rovnice (9) m·ºeme vypo£ítat elektrickou intenzitu ze zdroje popsaného hustotou
náboje %. Rovnice

−→
∇ ·
−→
E =

ρ

ε0
. (10)

19



popisuje cestu opa£nou, zde známe intenzitu a zji²´ujeme hustou. Rovnice (9) a (10) jsou si
ekvivalentní. Rovnice (10) je první z Maxwellových rovnic a m·ºeme ji pouºít pro jakýkoli
elektrostatický zdroj popsaný hustotou %. Tuto rovnici nazýváme Gauss·v zákon v diferen-
ciálním tvaru.

P°. 2.4.

Zadání: Uvaºujme homogenn¥ nabitou úse£ku o délce 2a leºící na ose x. St°ed úse£ky leºí
v po£átku sou°adnicové soustavy. Vypo£t¥te elektrickou intenzitu mimo úse£ku a) na ose x b)
na ose y (viz obrázek 8).

x

y

aa
dx‘

 x‘ -x‘ τ₀

Ea)= (Ex,0,0)

Eb)= (0,Ey,0)

dE-x‘y

dE-x‘

dEx‘x
dE-x‘x

dEx‘y

dEx‘

Obrázek 8: Intenzita v blízkosti nabité ty£e.

�e²ení: Element náboje rozloºený na ose x zapí²eme ve tvaru dQ = τdx′, kde τ = τ0 pro
x′ ∈ (−a; a) a τ = 0 pro x′ ∈ (−∞;−a) ∪ (a;∞) . Integrál pro výpo£et elektrické intenzity
pak lze zapsat jako sou£et t°í integrál· s r·znými mezemi, z nichº jediný nenulový bude ten
s mezemi x′ ∈ (−a; a).

Polohový vektor zdroje nacházejícího se na ose x ozna£íme −→r ′ = (x′, 0, 0) .

a) V p°ípad¥, ºe studujeme elektrickou intenzitu na ose x, lze napsat polohový vektor
místa, kde studujeme intenzitu ve tvaru −→r = (x, 0, 0) . Je z°ejmé, ºe je-li zdroj rozloºený na
ose x, pak intenzita studovaná na ose x bude op¥t mí°it ve sm¥ru osy x a zjevn¥ Ey = 0 a
Ez = 0. Uvaºujme, ºe bod, kde studujeme elektrickou intenzitu, leºí na kladné £ásti osy x,
tedy x > x′. Nenulová sloºka elektrické intenzity vyjde:

Ex =
1

4πε0

a∫
−a

x− x′

(x− x′)3
τ0dx

′ =
τ0

4πε0

a∫
−a

dx′

(x− x′)2
=

τ0
4πε0

1

(x− x′)

∣∣∣∣a
−a

=
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=
τ0

4πε0

[
1

(x− a)
− 1

(x+ a)

]
=

τ0
4πε0

2a

x2 − a2
=

Q

4πε0

1

x2 − a2
.

Pro x >> a výraz p°ejde do Coulombova vztahu, kdy velikost vektoru elektrické intenzity
závisí na p°evrácené hodnot¥ druhé mocniny vzdálenosti x. Pro x = a+ ε, kde ε je malé v·£i

a (x se blíºí k a), je p°ísp¥vek od
1

(x− a)
=

1

ε
mnohem v¥t²í jako

1

(x+ a)
=

1

(ε+ 2a)
, proto

se elektrická intenzita v tomto bod¥ p°ibliºn¥ rovná Ex
.
=

τ0
4πε0

1

(x− a)
=

τ0
4πε0

1

ε
.

b) Pro p°ípad studia intenzity na ose y lze polohový vektor zapsat jako −→r = (0, y, 0)
(zdroj bude op¥t (x′, 0, 0)). Vzhledem k tomu, ºe z pohledu ze sm¥ru osy y je p°íklad levo-prav¥
symetrický, pro sloºky elektrické intenzity na ose y platí Ex = 0 a Ez = 0. Nenulovou sloºku
elektrické intenzity druhého zadání vypo£teme takto:

Ey =
1

4πε0

a∫
−a

y

(x′2 + y2)3/2
τ0dx

′ =
τ0

4πε0

x′

y
√
x′2 + y2

∣∣∣∣∣
a

−a

=

=
τ0

4πε0

[
a

y
√
a2 + y2

− −a
y
√
a2 + y2

]
=

τ0
4πε0

2a

y
√
a2 + y2

=
Q

4πε0

1

y
√
a2 + y2

.

Pro velké vzdálenosti od nabité úse£ky y >> a p°ejde výraz op¥t do Coulombova výrazu.
Snadno si p°edstavíme, ºe v obou p°ípadech - jak a), tak b), se bude jevit úse£ka ve velkých

vzdálenostech jako bod. Pro y << a bude intenzita rovna Ey =
Q

4πε0ya
. Stejný výsledek

obdrºíme, jestliºe studujeme elektrickou intenzitu v blízkosti nekone£n¥ dlouhé nabité p°ímky.
V tomto p°ípad¥ nezávisí intenzita na p°evrácené druhé mocnin¥ vzdálenosti, ale na mocnin¥
první.

Na základ¥ experiment· bylo objeveno, ºe Coulomb·v zákon platí jak pro sférické zdroje,
tak pro bodové zdroje. Tento fakt není bez hlub²í úvahy samoz°ejmý. M·ºeme jej v²ak jedno-
du²e dokázat.

P°. 2.5.

Zadání: Vypo£t¥te vektor elektrické intenzity ve vzdálenosti r od st°edu homogenn¥ nabité
koule (viz obrázek 9). Uvaºujte |−→r | > R.

�e²ení: Tento p°íklad lze vy°e²it prostým dosazením do rovnice (9). Výpo£ty v obecném
p°ípad¥ v²ak budou relativn¥ komplikované. Pro zjednodu²ení uvaºujme, ºe st°ed koule leºí
v po£átku sou°adnicové soustavy a bod, ve kterém chceme intenzitu studovat, leºí na ose z.
(V p°ípad¥, kdy se chceme zabývat jiným bodem neº na ose z, celou soustavu m·ºeme nato£it
díky kulové symetrii.) Pro kaºdou £ást koule s nenulovým x a y existuje stejná £ást koule leºící
v poloze se zápornými hodnotami x a y. Díky tomu jsou sloºky Ex a Ey pro pozorovatele na
ose z nulové (protilehlé p°ísp¥vky se díky principu superpozice vyru²í). Jedinou nenulovou
sloºkou z·stane Ez. Dosazením obdrºíme

−→r −−→r ′ =
(
−x′,−y′, z − z′

)
⇒
∣∣−→r −−→r ′∣∣2 = x′2 + y′2 +

(
z − z′

)2
= r′2 − 2zz′ + z2.

z−ová sloºka vektoru elektrické intenzity bude rovna

Ez =
1

4πε0

∫
(z − z′) dQ

(r′2 − 2zz′ + z2)3/2
.
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Obrázek 9: Intenzita v blízkosti nabité koule.

Uvaºujeme-li homogenn¥ nabitou kouli, lze element dQ zapsat jako dQ = %dV ′, kde % je funkcí
x′, y′, a z′. Pro danou symetrii je výhodné pouºívat sférické sou°adnice. Hustota % tak závisí
pouze na radiální sou°adnici r′. V p°ípad¥ homogenn¥ nabité koule pro r′ < R z·stává hustota
konstantní % = %0, pro r′ > R je hustota nulová, % = 0. Ur£itý integrál z nulové funkce se zase
rovná nule. Integrál p°es celou oblast lze rozd¥lit na dv¥ £ásti v závislosti na tvaru hustoty∫
r′

=
∫

r′>R

+
∫

r′<R

=
∫

r′<R

.

V p°ípad¥ kartézských sou°adnic (bez zahrnutí oboru s nulovou hustotou) uvaºujeme in-
tegra£ní interval ur£itého integrálu ve tvaru x′ ∈ (−∞;∞) , y′ ∈ (−∞;∞) , z′ ∈ (−∞;∞) .
P°echodem na sférické sou°adnice a omezením integrálu na r′ < R intervaly integrálu p°ejdou
do tvaru r′ ∈ (0;R) , φ′ ∈ (0; 2π) , θ′ ∈ (0;π) .

P°i p°echodu od kartézských sou°adnic ke sférickým pot°ebujeme transformovat element
dV ′ = dx′dy′dz′. K této transformaci se pouºívá tzv. Jakobián. Nap°íklad p°echodem od
sou°adnic x, y, z na sou°adnice a, b, c Jakobián nabývá tvaru absolutní hodnoty determinantu
matice:

J =



∂x

∂a

∂x

∂b

∂x

∂c

∂y

∂a

∂y

∂b

∂y

∂c

∂z

∂a

∂z

∂b

∂z

∂c


.
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Integrál je v nových sou°adnicích moºno zapsat∫
f (−→r ) dV =

∫
f (a, b, c) |J |dadbdc.

P°echod z kartézských sou°adnic do sférických lze zapsat ve tvaru

x′ = r′ cos (φ′) sin (θ′) ,
y′ = r′ sin (φ′) sin (θ′) ,

z′ = r′ cos (θ′) ,

kde Jakobián nabude tvaru |J | = r′2 sin (θ′) .
z−ovou sloºku elektrické intenzity lze s t¥mito úpravami zapsat ve tvaru:

Ez =
%0

4πε0

2π∫
0

π∫
0

R∫
0

(z − r′ cos (θ′)) r′2 sin (θ′) dr′dθ′dφ′

(r′2 − 2zr′ cos (θ′) + z2)3/2
=

=
2π%0
4πε0

π∫
0

R∫
0

(z − r′ cos (θ′)) r′2 sin (θ′) dr′dθ′

(r′2 − 2zr′ cos (θ′) + z2)3/2
=

∣∣r′2 − 2zr′ cos
(
θ′
)

+ z2 = α, 2zr′ sin
(
θ′
)

dθ′ = dα
∣∣

=
2π%0
4πε0

(r′+z)2∫
(r′−z)2

R∫
0

(
z2 − r′2 + α

)
r′dr′dα

4z2α3/2
=

=
2π%0
4πε0

R∫
0

[
−2
(
z2 − r′2

)
4z2α1/2

+
2α1/2

4z2

]
r′dr′

∣∣∣∣∣∣
α=(r′+z)2

α=(r′−z)2

=

= − %0
4z2ε0

R∫
0

[(
z2 − r′2

)
α1/2

−
(
α1/2

)]
r′dr′

∣∣∣∣∣∣
α=(r′+z)2

α=(r′−z)2

=

V tuto chvíli je rozumné se pozastavit a zamyslet nad dosazením do mezí α. Dosadíme-li meze,

získáme odmocninu z mocniny
√

(r′ ± z)2 = |r′ ± z| . Musíme rozli²ovat, zdali objekt v abso-
lutní hodnot¥ je kladný, £i záporný. Veli£iny r′ i z jsou dle zadání vºdy kladné, tedy i jejich
sou£et r′ + z vyjde jako kladné £íslo. V p°ípad¥ rozdílu je t°eba uvaºovat, jestli vy²et°ujeme
intenzitu uvnit°, £i vn¥ koule. Vn¥ platí, ºe z > r′, protoºe r′ dosahuje maximáln¥ hodnoty
polom¥ru koule R < z. Zabýváme-li se intenzitou uvnit° koule, integrál rozd¥líme na dv¥ £ásti
z > r′ a z < r′ (viz komentá°). Pro studium intenzity vn¥ koule platí:

= − %0
4z2ε0

R∫
0

[(
z2 − r′2

)
r′ + z

−
(
r′ + z

)
−
(
z2 − r′2

)
z − r′

+
(
z − r′

)]
r′dr′ =

= − %0
4z2ε0

R∫
0

[
−4r′

]
r′dr′ =

%0
4z2ε0

4

3
R3 =

Q

4πz2ε0
,
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kde náboj Q koule m·ºeme vyjád°it Q = %0V = %0
4

3
πR3.

Komentá°: Z výsledku vidíme, ºe pro sférické zdroje elektrického pole platí Coulomb·v
zákon stejn¥ jako pro zdroje bodové. Výsledek lze p°i posunutí po£átku a posunutí bodu, ve
kterém m¥°íme intenzitu

−→
E , zapsat ve tvaru (7). Výpo£tem se dá dokázat, ºe kdybychom se

zabývali intenzitou uvnit° koule R > z, p°ísp¥vky nacházející se nad z by ve výsledku byly
nulové. Do elektrostatického pole by pak p°ispíval pouze zdroj nacházející se pod z.

Ve vý²e uvedeném p°íkladu bylo pot°eba vypo£ítat p°echod v elementu objemového inte-
grálu dV ≡ dxdydz z kartézských sou°adnic k novým sou°adnicím a, b, c popsaných pomocí
závislosti −→r (a, b, c). Tohoto p°echodu se docílilo pouºitím Jakobiánu: dxdydz = |J |dadbdc.

Podobné p°echody je pot°eba pouºít i v p°ípad¥ p°echod· k novým sou°adnicím v p°ípad¥
dl a dS. Níºe uvedené vztahy odvozovat nebudeme.

K°ivku v prostoru lze parametrizovat pomocí jednoho parametru. V p°ípad¥ délkového
elementu dl je p°echod od sou°adnic −→r (a) k parametru a proveden pomocí

d−→r = (dx,dy,dz)⇒ dl = |d−→r | =
√

dx2 + dy2 + dz2 =

√(
∂x

∂a

)2

+

(
∂y

∂a

)2

+

(
∂z

∂a

)2

da.

Pro popis plochy jsou jiº pot°eba parametry dva −→r (a, b). V p°ípad¥ plo²ného elementu je
p°echod dán

d
−→
S =

∂−→r
∂a
× ∂−→r

∂b
dadb ⇒ dS = |d

−→
S | =

=

{[(
∂x

∂a

)2
+

(
∂y

∂a

)2
+

(
∂z

∂a

)2][(∂x
∂b

)2
+

(
∂y

∂b

)2
+

(
∂z

∂b

)2]
−
[
∂x

∂a

∂x

∂b
+
∂y

∂a

∂y

∂b
+
∂z

∂a

∂z

∂b

]2}1/2

dadb.

Je-li plocha S uzav°ená, po°adí sou°adnic a a b se volí tak, aby vektor d
−→
S sm¥°oval ven z

uzav°ené plochy.

z

x

y

R
φ

dE

Obrázek 10: Elektrická intenzita v blízkosti nabitého prstence.
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P°íklady k procvi£ení 2.1.

Vypo£t¥te, jaký je pom¥r mezi elektrostatickou a gravita£ní silou p·sobící v atomu vodíku
mezi protonem a elektronem.

P°íklady k procvi£ení 2.2.

Vypo£t¥te elektrickou intenzitu na ose nabitého tenkého prstence o náboji Q a délkové
hustot¥ náboje τ a polom¥ru R (viz obrázek 10).

P°íklady k procvi£ení 2.3.

Uvaºujte homogenn¥ nabitý (plo²ná hustota náboje je σ) tenký kruh o polom¥ru R leºící
v rovin¥ z = 0. St°ed kruhu se nachází v bod¥ −→r = (0, 0, 0) . Ur£ete vektor elektrické intenzity
na ose kruhu ve vzdálenosti z od st°edu kruhu.

P°íklady k procvi£ení 2.4.

Uvaºujte tlustou sférickou slupku o vnit°ním a vn¥j²ím polom¥ru R1 a R2. Slupka je
homogenn¥ nabitá s hustotou náboje %. Vypo£t¥te vektor elektrické intenzity v libovolném
bod¥ uvnit° slupky r < R1.

P°íklady k procvi£ení 2.5.

Uvaºujte nabitý £tverec o délkové hustot¥ τ a délce hran 2a. Jaká je elektrická intenzita
na ose £tverce? Uvaºujte, ºe st°ed £tverce leºí v bod¥ −→r = (0, 0, 0) a rovina, ve které £tverec
leºí, je dána z = 0.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 17-27, 31-34, 43-46
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 2, 2001: str. 63-67
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 21-43
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 22, 23
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3 Skalární potenciál

3.1 Skalární potenciál bodového zdroje

V p°íkladu 1.6 jsme uvedli, ºe výraz
−→r
|−→r |3

se rovná mínus gradient
1

|−→r |
. Jestliºe první výraz je

úm¥rný vektoru elektrické intenzity bodového zdroje, pak druhý výraz m·ºe být úm¥rný jiné
fyzikální veli£in¥ popisující bodový zdroj. Pokud tuto novou veli£inu ozna£íme ϕ, lze zapsat
závislost mezi ϕ a

−→
E pomocí následujícího vztahu (ϕ je funkce sou°adnic)

−→
E = −

−→
∇ϕ. (11)

Z této rovnice vyjád°íme novou fyzikální veli£inu - skalární potenciál:

ϕ = −

−→r∫
−→
A

−→
E · d−→r , (12)

kde
−→
A zna£í po£áte£ní bod (bod, kde je potenciál roven nule) a bod −→r ur£uje koncový bod

(zde chceme zjistit hodnotu potenciálu). Díky identitám víme, ºe platí
−→
∇ ×

−→
∇ϕ = 0 ⇒

−→
∇ ×

−→
E = 0. Elektrostatická intenzita je pole konzervativní, výsledek integrálu (potenciál)

nezávisí na integra£ní cest¥ (viz kapitola 1.4). Jednoduchým výpo£tem odvodíme potenciál v
bod¥ −→r od bodového náboje Q umíst¥ného v bod¥ −→r ′ ve tvaru

ϕ =
Q

4πε0 |−→r −−→r ′|
+K, (13)

kde K zna£í konstantu odpovídající hodnot¥ integrálu v bod¥
−→
A . Gradient této konstanty se

rovná nule. Díky zmín¥né konstant¥ je nápadná podobnost mezi vý²e uvedeným integrálem a
neur£itým integrálem.

Lze jednodu²e dokázat, ºe gradientem potenciálu (13) získáme elektrickou intenzitu bodo-
vého náboje popsanou rovnicí (7). Potenciál, stejn¥ jako potenciální energie, není de�nován
jednozna£n¥. Tuto nejednozna£nost °e²í zvolení konstanty K, £ímº se de�nuje hladina nulo-
vého potenciálu. �asto se nap°íklad volí nulový potenciál v nekone£nu, pak K = 0. Obrázek 11
znázor¬uje závislost potenciálu na radiální sou°adnici p°i volb¥ K = 0 a −→r ′ = (0, 0, 0) .

Potenciál lze chápat jako potenciální elektrostatickou energii vztaºenou na jednotkový

náboj ϕ =
Ep
q

(neplést energii s velikostí elektrické intenzity).

Uvaºujme nyní analogii mezi elektrostatikou a mechanikou. V druhé kapitole jsme si uvedli,
ºe vztah mezi intenzitou a sílou má tvar:

−→
F = q

−→
E .M·ºeme i sílu vyjád°it jako gradient n¥jaké

skalární veli£iny? Ano, touto veli£inou je potenciální energie EP :
−→
F = −

−→
∇ · EP . Stejným

zp·sobem lze uvaºovat dal²í veli£inu analogickou k práci W : nap¥tí U =
W

q
, které m·ºeme

vyjád°it také jako rozdíl dvou potenciál· U = ϕ1−ϕ2. Pokud opustíme elektrostatiku m·ºeme

p°idat je²t¥ jeden vztah. Mnoºství práce za £as udává výkon P =
∂W

∂t
. Uvaºujeme-li v £ase

konstantní nap¥tí (nap°íklad na vodi£i s odporem) a proud pohybujících se nabitých £ástic,

který udává mnoºství pro²lého náboje za £as I =
∂q

∂t
, pak výkon získáme ze vztahu P = UI.

Rovnice spojující elektrické veli£iny s mechanickými popisuje tabulka 1.
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Obrázek 11: Skalární potenciál v blízkosti bodového náboje.

P°. 3.1.

Zadání: Uvaºujte £ty°i náboje Q1 = Q, Q2 = 2Q, Q3 = −Q, Q4 = −2Q rozloºené na
£tverci tak, ºe v protilehlých rozích leºí náboje se stejnou velikostí, ale s opa£ným znaménkem.
Ur£ete potenciál ve st°edu £tverce. Uvaºujte, ºe potenciál v nekone£nu je roven nule (viz
obrázek 12).

+Q

+2Q-Q

-2Q

x

y

Obrázek 12: Potenciál v blízkosti bodových náboj·.

�e²ení: Uvaºujeme-li potenciál v nekone£nu roven nule, pak dle rovnice (13) pro kon-
stantu K platí K = 0. Vzdálenost jednotlivých náboj· od centra £tverce lze vypo£ítat pomocí
Pythagorovy v¥ty r =

a√
2
. Stejn¥ jako pro náboje a elektrickou intenzitu, lze i pro potenciál

vyuºít princip superpozice. Celkový potenciál bude sou£tem potenciál· od jednotlivých
zdroj· ϕ = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + ϕ4, kde

ϕ1 =
Q
√

2

4πε0a
, ϕ2 =

2Q
√

2

4πε0a
, ϕ3 =

−Q
√

2

4πε0a
, ϕ4 =

−2Q
√

2

4πε0a
⇒ ϕ = 0.

Zjevn¥ v tomto p°ípad¥ potenciál nezávisí na uspo°ádání náboj· v rozích £tverce, na rozdíl
od p°ípadu výpo£tu elektrické intenzity, která je vektorem.
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Mechanická veli£ina P°epo£et Elektrická veli£ina

Sílamezi bod. náboji
−→
F =

Qq

4πε0

−→r
|−→r |3

−→
F = q

−→
E

−→
E =

Q

4πε0

−→r
|−→r |3

El. int. bod. náboje

EP = −
−→r∫
−→
A

−→
F d−→r ϕ = −

−→r∫
−→
A

−→
Ed−→r

Potenciální energie El. potenciál
−→
F = −

−→
∇EP EP = qϕ

−→
E = −

−→
∇ϕ

EP bod. náboj· EP =
qQ

4πε0

1

|−→r |
+C ϕ=

Q

4πε0

1

|−→r |
+C ϕ bod. náboje

W = EP1 − EP2 U = ϕ1 − ϕ2

Práce W = qU Nap¥tí

W =

−→
A2∫
−→
A1

−→
F d−→r U =

−→
A2∫
−→
A1

−→
Ed−→r

Výkon P =
∂W

∂t
P = UI I =

∂q

∂t
Proud

Tabulka 1: Srovnání mechanických a elektrostatických veli£in

P°. 3.2.

Zadání: Uvaºujte na ose x dva opa£né bodové náboje Q1 = Q a Q2 = −Q. Kladný se
nachází v bod¥ x = a a záporný v bod¥ x = −a. Zjist¥te elektrickou intenzitu a potenciál na
ose x a v rovin¥ yz. Potenciál v nekone£nu se rovná nule. Uvaºujte dále, ºe |−→r | � a. Potenciál
v nekone£nu uvaºujte jako nulový, tedy K = 0.

�e²ení: Rozloºení náboj·, jeº bylo uvedeno v zadání, se nazývá elektrický dipól. Dle
zadání lze zapsat polohové vektory jednotlivých náboj· jako −→r ′1 = (a, 0, 0) a −→r ′2 = (−a, 0, 0) .
Potenciál se rovná

ϕ =
Q

4πε0

〈
1[

(x− a)2 + y2 + z2
]1/2 − 1[

(x+ a)2 + y2 + z2
]1/2

〉
.

Plochy konstantního potenciálu (ekvipotenciální plochy) zobrazuje obrázek 13. Uvaºujme
vzdáleného pozorovatele m¥°ícího elektrostatické pole. Pro dostate£n¥ vzdáleného pozorovatele
platí |−→r | � a. Pro tuto aproximaci lze první £len potenciálu dipólu rozvést pomocí Taylorovy
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- +

Obrázek 13: �ez ekvipotenciálními plochami elektrického dipólu v rovin¥ z = 0 (nebo také v
y = 0).

°ady, kde uvaºujeme malé a/x

1[
x2
(

1− a

x

)2
+ y2 + z2

]1/2 .
=

1

[x2 + y2 + z2]1/2
+

xa

[x2 + y2 + z2]3/2
.

Stejný rozvoj provedeme i u druhého £lenu

1[
x2
(

1 +
a

x

)2
+ y2 + z2

]1/2 .
=

1

[x2 + y2 + z2]1/2
− xa

[x2 + y2 + z2]3/2
.

První £leny obou rozvoj· jsou si rovny. V celkovém potenciálu dipópu se tyto £leny navzájem
ode£tou. Naproti tomu druhé £leny mají znaménko opa£né. Celkový potenciál dipólu pozoro-
vaný z velké vzdálenosti je roven

ϕ =
Q

4πε0

2ax

[x2 + y2 + z2]3/2
.

De�nujme dipólový moment jako rozdíl polohových vektor· dvou náboj· o stejné velikosti
a opa£ného znaménka vynásobený velikostí náboje

−→
d = Q (−→r + −−→r −) (v na²em p°ípad¥ platí

−→
d = Q (2a, 0, 0) = (d, 0, 0)). Potenciál elektrického dipólu lze pomocí dipólového momentu
p°epsat do tvaru

ϕ =
Q

4πε0

−→
d · −→r
|−→r |3

. (14)

Lze jednodu²e dokázat, ºe tento vztah platí i pro dipól s obecným sm¥rem
−→
d .
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Platí-li y = 0, z = 0 a x� a, pak

ϕ =
Q

4πε0

〈
1

(x− a)
− 1

(x+ a)

〉
=

Q

4πε0

2a

x2 − a2
.
=

d

4πε0x2
.

Platí-li x = 0, pak

ϕ =
Q

4πε0

〈
1

[a2 + y2 + z2]1/2
− 1

[a2 + y2 + z2]1/2

〉
= 0.

V rovin¥ mezi náboji je potenciál nulový.

V p°ípad¥ výpo£tu elektrické intenzity lze pouºít dvojí postup. Bu¤ m·ºeme vyjád°it
elektrickou intenzitu p°ímo

−→
E =

Q

4πε0

〈
(x− a, y, z)[

(x− a)2 + y2 + z2
]3/2 − (x+ a, y, z)[

(x+ a)2 + y2 + z2
]3/2

〉

a následn¥ provést aproximaci pro velké vzdálenosti, nebo lze zjistit elektrickou intenzitu z
gradientu potenciálu vzdáleného dipólu

−→
E

.
= − 1

4πε0

−→
∇

(−→
d · −→r
|−→r |3

)
=

1

4πε0

3

−→r
(−→
d · −→r

)
|−→r |5

−
−→
d

|−→r |3

 . (15)

Vektor elektrické intenzity v blízkosti dipólu je zakreslen na obrázku 14 a). Na obrázku 14 b)
jsou zakresleny silo£áry elektrického pole, coº jsou orientované k°ivky, ke kterým jsou vektory
elektrické intenzity te£né.

Uvaºujeme-li elektrické pole na ose x (kde platí y = z = 0) lze uvaºovat nenulovou pouze
x−ovou sloºku elektrické intenzity, která je rovna

Ex =
1

4πε0

(
3
x (d, 0, 0) · (x, y, z)

x5
− d

x3

)
=

2d

4πε0x3
.

Pro elektrickou intenzitu v rovin¥ x = 0 platí

−→
E = − (d, 0, 0)

4πε0 [y2 + z2]3/2
.

Komentá°: Z výpo£t· vidíme, ºe pro velké vzdálenosti od dipólu klesá intenzita s t°etí
mocninou vzdálenosti. Elektrická intenzita v rovin¥ x = 0 je kolmá na tuto rovinu. Proto, kdyº
se pohybujeme podél této roviny, nekonáme práci a nap¥tí (pohybujeme-li se v této rovin¥) se
rovná nule. Potenciál je stejný ve v²ech bodech této roviny a to i v nekone£nu, kde je potenciál
dle zadání nulový.

3.2 Skalární potenciál nebodového zdroje

Operátory nabla jsou lineárními operátory. Lze-li pouºít princip superpozice na vektor elek-
trické intenzity

−→
E , pak smíme tento princip aplikovat i na veli£iny s touto veli£inou spojené

pomocí lineárních operátor·, tedy jak na hustotu náboje %, tak na potenciál ϕ.
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Q₂=-Q Q₁=+Q
d

r₂

r₁

E

E₂

E₁

α

α

x

y

- + x

y

Obrázek 14: a) Intenzita v blízkosti elektrického dipólu. b) Silo£áry elektrického dipólu v rovin¥
z = 0 (nebo také v y = 0).

Uvaºujme spojit¥ nabitou látku. Tuto látku sleduje pozorovatel v bod¥ −→r . Kaºdý kousek
této látky o náboji dQ má polohový vektor −→r ′. Pouºitím rovnice (13) vyjád°íme element
potenciálu ve tvaru

dϕ =
dQ

4πε0 |−→r −−→r ′|
.

Díky principu superpozice lze °íci, ºe kaºdý z element· p°ispívá do celkového potenciálu skrze
sou£et jednotlivých element·. Sou£et nekone£ného mnoºství nekone£n¥ malých element· pro-
vedeme za pomocí integrace. Integrací pak obdrºíme �nální tvar pro potenciál

ϕ =
1

4πε0

∫
dQ

|−→r −−→r ′|
+K. (16)

V²imn¥me si, ºe v rovnici (16) není potenciál ur£en jednozna£n¥. K potenciálu lze p°i£íst
libovolnou konstantu K z d·vodu, ºe i potenciál bodového zdroje není ur£en jednozna£n¥−→
∇K =

−→
0 .

Stejn¥ jako v p°ípad¥ intenzity uvaºujme tyto typy rozloºení náboje:

• Objemové: náboj se rozkládá v celém objemu, platí dQ = % (−→r ′) dV ′.

• Plo²né: náboj rozloºený na plo²e, platí dQ = σ (−→r ′) dS′.

• Lineární: náboj je rozloºen na k°ivce, platí dQ = τ (−→r ′) dl′.

Zkombinujeme-li de�nici potenciálu (11) a Gauss·v zákon (10), obdrºíme Poissonovu
rovnici pro elektrostatické pole (ozna£me

−→
∇ ·
−→
∇ ≡ ∆)

∆ϕ = − %

ε0
. (17)
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Rovnici (16) získáme °e²ením této diferenciální rovnice pro objemové rozloºení náboje. P°echo-
dem od °e²ení Poissonovy rovnice pro bodový zdroj (viz komentá° p°íkladu 1.6) jsme nalezli
p°esné °e²ení takto sloºité diferenciální rovnice. Rovnice (16) vyjad°uje potenciál z rovnice
(17), a naopak rovnice (17) je vyjád°ením hustoty náboje z rovnice (16).

P°. 3.3.

Zadání: Vypo£t¥te potenciál v poloze −→r od st°edu homogenn¥ nabité koule o polom¥ru R.
Uvaºujte |−→r | > R.

�e²ení: Pro jednoduchost si po£átek sou°adnicové soustavy zvolíme ve st°edu koule. Stejn¥
jako v p°ípad¥ elektrické intenzity, v blízkosti nabité koule si nato£íme sou°adnicový systém
tak, aby polohový vektor byl ve tvaru−→r = (0, 0, z) , to lze provést díky sférické symetrii zadání.
Uvaºujeme-li objemové rozloºení náboje, lze element náboje napsat ve tvaru dQ = % (−→r ′) dV ′.
Stejn¥ jako v p°ípad¥ výpo£tu elektrické intenzity zavedeme sférické sou°adnice u £árkovaných
sou°adnic dV ′ = r′2 sin (θ′) dr′dθ′dφ′. Uvaºujeme-li homogenn¥ nabitou kouli, je rozloºení
náboje % = %0 pro r′ < R a % = 0 pro r′ > R. Interval integrálu rozd¥líme na dv¥ £ásti, z nichº
integrál obsahující interval r′ ∈ (R;∞) se rovná nule (to plyne z nulovosti hustoty v daném
intervalu). Ur£itý integrál z nuly je op¥t nula. Potenciál vyjád°íme vztahem

ϕ =
1

4πε0

2π∫
0

π∫
0

R∫
0

%0r
′2 sin (θ′) dr′dθ′dφ′

(r′2 − 2zr′ cos (θ′) + z2)1/2
+K =

=
2π%0
4πε0

π∫
0

R∫
0

r′2 sin (θ′) dr′dθ′

(r′2 − 2zr′ cos (θ′) + z2)1/2
+K =

=
2π%0
4πε0

R∫
0

r′

z

(
r′2 − 2zr′ cos

(
θ′
)

+ z2
)1/2

dr′

∣∣∣∣∣∣
π

0

+K =

=
2π%0
4πε0

R∫
0

r′

z

[(
r′2 + 2zr′ + z2

)1/2 − (r′2 − 2zr′ + z2
)1/2]

dr′ +K,

zde op¥t uvaºujeme z > R ⇒ z− r′ > 0 ⇒ |r′ − z| = z− r′. Vrátíme-li se zp¥t k výpo£t·m,
dostaneme:

=
2π%0
4πε0

R∫
0

r′

z

[
r′ + z −

(
z − r′

)]
dr′ +K =

=
2π%0
4πε0

R∫
0

2r′2

z
dr′ +K =

2π%0
4πε0

2r′3

3z

∣∣∣∣R
0

+K =
2π%0
4πε0

2R3

3z
+K =

Q

4πε0z
+K,

kde jsme pouºili pro výpo£et náboje homogenní koule vztah Q = %0V = %0
4

3
πR3.

Komentá°: Nato£íme-li výsledek op¥t do obecného úhlu θ a φ, obdrºíme jej ve tvaru

ϕ =
Q

4πε0 |−→r |
+K, jenº je na studovaném intervalu identický s potenciálem bodového náboje

nacházejícím se v po£átku sou°adnicové soustavy.
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P°. 3.4.

Zadání: Ur£ete potenciál v blízkosti nabité nekone£n¥ tenké kruºnice o polom¥ru R, jejíº
st°ed leºí v po£átku sou°adnicového systému. Potenciál vy²et°ujte na ose z, která je osou
symetrie kruºnice. Potenciál v nekone£nu uvaºujte jako nulový. Délková hustota kruºnice je τ0.

�e²ení: Díky symetrii problému zavedeme válcové sou°adnice. Kruºnice se nachází na
sou°adnicích −→r ′ = (R cosφ′, R sinφ′, 0) . P°ipome¬me, ºe pro studovaný bod na ose z platí
−→r = (0, 0, z) . Pro element náboje platí dQ = τ0dl = τ0Rdφ. Element délky dl kruºnice b¥ºí
od 0 do obvodu kruºnice 2πR. Úhlový element dφ b¥ºí od 0 do 2π, proto p°epo£et dl = Rdφ.
Konstanta K bude, stejn¥ jako v p°ede²lých p°ípadech, nulová. Potenciál spo£teme

ϕ =
1

4πε0

2π∫
0

τ0Rdφ

(x′2 + y′2 + z2)1/2
=

1

4πε0

2π∫
0

τ0Rdφ

(R2 + z2)1/2
=

=
2πRτ0

4πε0 (R2 + z2)1/2
=

Q

4πε0 (R2 + z2)1/2
.

Pro z >> R p°ejde výraz op¥t do Coulombovského potenciálu ϕ =
Q

4πε0z
.

3.3 Ekvipotenciální plochy

Uvaºujme plochy, na kterých je potenciál konstantní (ϕ (−→r ) = konst), takové plochy se nazý-
vají ekvipotenciální. Vektor elektrické intenzity je orientován vºdy kolmo k t¥mto plochám.

P°. 3.5.

Zadání: Ur£ete ekvipotenciální plochy v blízkosti bodového náboje umíst¥ného v po£átku
sou°adnicové soustavy.

�e²ení: Pro zdroj vyskytující se v po£átku sou°adnicové soustavy platí −→r ′ = (0, 0, 0) .
Ekvipotenciální plocha je dána rovnicí

ϕ (−→r ) =
Q

4πε0 (x2 + y2 + z2)1/2
= K ⇒ x2 + y2 + z2 =

(
Q

4πε0K

)2

= R2.

Evidentn¥ vý²e uvedené rovnice popisují plochy soust°edných kulových ploch (o polom¥ru R)
se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic (viz obrázek 15).

P°íklady k procvi£ení 3.1.

Uvaºujte homogenn¥ nabitou úse£ku o délce 2a umíst¥nou na ose x. St°ed úse£ky leºí
v po£átku sou°adnicové soustavy. Vypo£t¥te potenciál mimo úse£ku a) na ose y b) na ose x.
Pouºijte oba uvedené zp·soby popsané rovnicemi (12) a (16).

P°íklady k procvi£ení 3.2.

Uvaºujte homogenn¥ nabitý (plo²ná hustota náboje je σ) tenký kruh o polom¥ru R leºící
v rovin¥ z = 0. St°ed kruhu se nachází v bod¥ −→r = (0, 0, 0) . Ur£ete potenciál na ose kruhu
ve vzdálenosti z od st°edu kruhu. Potenciál v nekone£né vzdálenosti od kruhu uvaºujte jako
nulový.
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Obrázek 15: Ekvipotenciální plochy v blízkosti bodového zdroje.

P°íklady k procvi£ení 3.3.

Uvaºujte tlustou sférickou slupku o vnit°ním a vn¥j²ím polom¥ru R1 a R2. Slupka je
homogenn¥ nabitá s hustotou náboje %. Vypo£t¥te potenciál v libovolném bod¥ r. Potenciál
v nekone£né vzdálenosti od st°edu slupky uvaºujte jako nulový. Nakreslete do grafu závislost
velikosti elektrické intenzity a potenciálu na radiální vzdálenosti.

P°íklady k procvi£ení 3.4.

Uvaºujte dva bodové náboje o r·zné velikosti náboje a znaménku. V nekone£né vzdále-
nosti od náboj· uvaºujte nulový potenciál. Dokaºte, ºe ekvipotenciální plocha (ta co není v
nekone£né vzdálenosti) pro potenciál ϕ = 0 je kulová plocha.

P°íklady k procvi£ení 3.5.

Uvaºujte potenciál ve tvaru ϕ = ke−cr
2
, kde r2 = x2 + y2 + z2. Ur£ete vektor elektrické

intenzity a hustotu náboje.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 27-31, 38-46, 65-68, 96-98
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 2, 2001: str. 67-72, 78-80, 98-107
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 62-85
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 25
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�tvrtsemestrální písemná práce £. 1.

1. Jakou hmotnost by musel mít proton, aby p°itaºlivá gravita£ní síla mezi dv¥ma protony
v klidu m¥la stejnou velikost jako síla jejich elektrického odpuzování? Gravita£ní kon-
stanta: κ = 6, 67 ·10−11 m3 · s−2 ·kg−1, permitivita vakua ε0 = 8, 85 ·10−12 F ·m−1, náboj
protonu Q = 1, 6 · 10−19 C.

2. Vypo£t¥te:
−→
∇ ×

(−→
A ×−→r

)
, kde

−→
A zna£í konstantní vektor a −→r = (x, y, z).

3. Ur£ete vektor elektrické intenzity v bod¥ P . Uvaºujte délkovou hustotu náboje τ tenké
ty£e o délce a. Vzdálenost bodu P od konce ty£e je b (viz obrázek 1).

4. Ur£ete potenciál v bod¥ P (viz obr. 2). Náboje se nachází v rozích £tverce. Délka stran
je rovna a. Bod P leºí uprost°ed £tverce. Potenciál v nekone£nu se rovná nule.

x

y

Obr. 1

a b

P

P

Obr. 2

+1Q

-1Q -2Q

+2Qa

a
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4 Gauss·v zákon a vodi£e v elektrickém poli

4.1 Gauss·v zákon a jeho aplikace

Uvaºujme Gauss·v zákon (10). Pokud levou i pravou stranu rovnice zintegrujeme p°es objem
dV , obdrºíme ∫ −→

∇ ·
−→
EdV =

∫
%

ε0
dV =

Q

ε0
,

kde Q je náboj obsaºený v objemu V, p°es který integrujeme. Existuje matematická v¥ta, jejíº
d·kaz provád¥t nebudeme, která dokazuje rovnost integrál·

∫ −→
∇ ·
−→
EdV =

∮ −→
E · d

−→
S . Tato

v¥ta se nazývá Gaussova v¥ta a lze ji pouºít k úprav¥ vý²e uvedeného integrálu. Plocha S
ohrani£uje objem V . Jinými slovy: S je uzav°ená plocha �nataºená� na objem V . Element
d
−→
S = −→n dS zna£í malý orientovaný kus této plochy (na obrázku 16 £ervený vý°ezek ze ºluté

plochy), kde orientaci ur£uje jednotkový vektor −→n kolmý k plo²e S a mí°ící sm¥rem ven z
plochy.

dS

dS

dS n

Obrázek 16: Normálové vektory k plo²e S.

Gaussova v¥ta upraví Gauss·v zákon do integrálního tvaru∮ −→
E · d

−→
S =

Q

ε0
. (18)

Skalární sou£in vektoru elektrické intenzity a vektoru plo²ného elementu m·ºeme napsat ve
tvaru

−→
E ·d

−→
S = EdS cosϕ, kde ϕ zna£í úhel, který tyto dva vektory navzájem svírají, E a dS

jsou velikosti t¥chto vektor·.
Uvaºujme následující situaci: my²lenou plochu S jsme vybrali tak, aby do ní vektor

−→
E

pronikal, nebo unikal ve v²ech bodech kolmo. Takºe platí:
−→
E ‖ d

−→
S ‖ −→n , cos(0) = 1 ⇒

−→
E · d

−→
S = EdS. Uvaºujeme-li navíc, ºe náboj je rozloºen tak, ºe velikost elektrické intenzity

je v²ude na plo²e stejná, lze velikost intenzity vytknout p°ed integrál:
∮
EdS = E

∮
dS = ES.

Takto zvolené plochy a zdroje reprezentuje nap°íklad kulová slupka a sféricky rozloºený náboj
s totoºnou polohou st°edu. Vektory elektrické intenzity mí°í ven (£i dovnit°) ze sférického
zdroje kolmo na my²lenou kulovou plochu. Navíc díky kulové symetrii jsou vektory elektrické
intenzity na povrchu my²lené plochy v²ude stejn¥ velké (viz. obrázek 17).
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dS

dS

E

E

E

Obrázek 17: Gaussova plocha.

Výsledná rovnice je p°ímý d·sledek Gaussova zákona a lze ji jednodu²e zapsat ve tvaru

E =
Q

ε0S
. (19)

D·leºitá poznámka: Gauss·v zákon lze pouºít pro výpo£et velikosti elektrické intenzity
v blízkosti symetricky rozloºených zdroj·. Mezi takové pat°í zdroje, jeº nabývají sférické,
válcové nebo rovinné symetrie £i jejich kombinací. Pro sloºit¥j²í p°íklady rozloºení zdroje se
pouºívá metoda výpo£tu uvedená v p°edchozím textu.

P°. 4.1.

Zadání: Uvaºujte nabitou plnou kouli o polom¥ru R s konstantní hustotou náboje %. Jaká
je elektrická intenzita ve vzdálenosti r od st°edu koule? Intenzitu vy²et°ete jak vn¥ koule
r > R, tak uvnit° koule R > r.

�e²ení: My²lená Gaussova plocha musí nabývat stejné symetrie jako rozloºení náboje.
Je-li rozloºení zdroje sférické, nutn¥ musí být Gaussova plocha také sférická. Pro plochu sférické
slupky o polom¥ru r platí S = 4πr2. Vn¥ koule se výsledná velikost elektrické intenzity (dle

výrazu (19)) rovná E =
Q

4πr2ε0
. Tento výsledek je ve shod¥ s výsledkem v p°íkladu 2.5.

Pro R > r Gaussova plocha leºí uvnit° koule. Náboj leºící uvnit° této my²lené plochy v²ak

jiº nedosahuje Q =
4

3
πR3%, ale pouze QGauss =

4

3
πr3%. Výsledná velikost elektrické intenzity

se pak podle výrazu (19) rovná

E =
QGauss

Sε0
=

4

3
π%r3

4πr2ε0
=

%r

3ε0
=

Qr

4πR3ε0
.

Komentá°: Z výsledku je z°ejmé, ºe vy²et°ujeme-li elektrickou intenzitu uvnit° koule, tak
intenzita roste úm¥rn¥ s radiální vzdáleností. Dosáhneme-li polom¥ru R, tak pro r > R i R > r
je intenzita totoºná. Vn¥ koule intenzita klesá s druhou mocninou vzdálenosti.
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P°. 4.2.

Zadání: Uvaºujte nabitou kouli o hustot¥ náboje % = Ar uvnit° polom¥ru R a % = 0
vn¥ polom¥ru R. Vypo£t¥te náboj (nacházející se pod polom¥rem r), intenzitu a potenciál
v závislosti na radiální vzdálenosti r.

�e²ení: Náboj nacházející se pod polom¥rem r < R je

Q(r < R) =

∫
V

ArdV =

∫
Ar · r2 sin θ dr|r0 dφ|2π0 dθ|π0 = 4πA

r∫
0

r3dr = πAr4.

Vn¥ koule je jiº náboj konstantní a nabývá hodnoty Q(r > R) = πAR4.
Intenzita uvnit° koule je díky Gaussovu zákonu rovna

E(r < R) =
Q(r)

Sε0
=

πAr4

4πr2ε0
=
Ar2

4ε0
.

Analogicky intenzita vn¥ koule je

E(r > R) =
Q

Sε0
=

πAR4

4πr2ε0
=

AR4

4r2ε0
.

Intenzita vn¥ koule, jak lze o£ekávat, klesá s druhou mocninou vzdálenosti. Lze ukázat prostým
dosazením r = R, ºe intenzita je na p°echodu (vn¥j²ek, vnit°ek koule) spojitá funkce.

Potenciál získáme integrací intenzity

ϕ(r < R) = −
∫
Ar2

4ε0
dr = − Ar

3

12ε0
+ C1,

ϕ(r > R) = −
∫

AR4

4r2ε0
dr =

AR4

4rε0
+ C2.

Poloºíme-li potenciál v nekone£nu rovnu nule, pak C2 = 0. Aby byl potenciál na p°echodu
r = R spojitý, musí platit ϕ(r < R) = ϕ(r > R), tedy

−AR
3

12ε0
+ C1 =

AR3

4ε0
⇒ C1 =

AR3

3ε0
.

Kone£ný tvar potenciálu je

ϕ(r < R) = − Ar
3

12ε0
+
AR3

3ε0
,

ϕ(r > R) =
AR4

4rε0
.

P°. 4.3.

Zadání: Uvaºujte nabitý nekone£n¥ dlouhý plný válec o polom¥ru R (viz obrázek 18)
s konstantní hustotou náboje %. Jaká je elektrická intenzita ve vzdálenosti r od osy válce?
Uvaºujme ob¥ moºnosti, a to r < R a r > R.

�e²ení: My²lená Gaussova plocha má stejnou symetrii jako rozloºení náboje, má tvar
povrchu nekone£n¥ dlouhého válce. Vliv podstav m·ºeme zanedbat, protoºe jsou nekone£n¥
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daleko. Uvaºujme nejprve r > R. Velikost náboje uvnit° nekone£n¥ dlouhého válce nabývá
Q = %lπR2, kde l zna£í délku nekone£n¥ dlouhého válce. Velikost Gaussovy válcové plochy

vypo£teme jako S = 2πrl. Intenzita mimo válec vyjde E =
%lπR2

2πrlε0
=
%R2

2rε0
. V p°ípad¥ r < R

lze vyjád°it náboj uvnit° Gaussovy plochy ve tvaru Q = %lπr2. Elektrická intenzita uvnit°
válce je E =

%r

2ε0
.

dSpl

E

ρ

Obrázek 18: Gaussova plocha okolo nabitého válce.

P°. 4.4.

Zadání: Uvaºujme nekone£n¥ dlouhý nabitý drát o délkové hustot¥ τ. Vypo£t¥te velikost
elektrické intenzity ve vzdálenosti r od tohoto drátu.

�e²ení: My²lená Gaussova plocha má v tomto p°ípad¥ op¥t tvar válcové plochy S = 2πrl.

Elektrická intenzita vychází E =
Q

ε0S
=

τ l

ε02πrl
=

τ

ε02πr
.

P°. 4.5.

Zadání: Uvaºujme nekone£n¥ velkou a nekone£n¥ tenkou nabitou desku s plo²nou hustotu
náboje σ. Vypo£t¥te velikost elektrické intenzity v blízkosti desky.

�e²ení: Gaussova plocha obalující nekone£n¥ velký plo²n¥ rozloºený náboj se skládá ze
dvou nekone£n¥ velkých ploch. Náboj plochy se rovná Q = abσ, kde a a b zna£í ²í°ku a délku
plochy. Gaussovu plochu vypo£teme jako S = 2ab. Elektrická intenzita vychází E =

σ

2ε0
.

39



P°. 4.6.

Zadání: Uvaºujme dv¥ velké a tenké nabité rovnob¥ºné desky s opa£ným nábojem o plo²né
hustot¥ náboje desek ±σ. Ur£ete elektrickou intenzitu mezi deskami a mimo n¥.

�e²ení: Uvaºujme bod P nacházející se mezi deskami. Nech´ se v blízkosti bodu P nachází
nejprve pouze jedna deska. Intenzita od této desky se v bod¥ P , jak jsme jiº uvedli, rovná
E =

σ

2ε0
. Pokud je deska kladn¥ nabitá, horizontáln¥ orientovaná a bod P leºí nad ní, intenzita

mí°í sm¥rem nahoru. Pokud je deska záporn¥ nabitá, horizontáln¥ orientovaná a bod P leºí
pod ní, pak vektor intenzity sm¥°uje op¥t sm¥rem nahoru. Uvaºujeme-li dv¥ desky, jednu nad
bodem P (ta záporná) a druhou pod bodem P (ta kladná), pak díky principu superpozice lze
zjistit, ºe velikost elektrické intenzity v tomto bod¥ vychází E =

σ

ε0
. Intenzita mimo desky

vyjde kv·li principu superpozice nulová.

P°. 4.7.

Zadání: Jaké je nap¥tí mezi dv¥ma nekone£n¥ dlouhými válcovými plechy o polom¥rech
R1 a R2 (R1 < R2) a plo²ných nábojích σ1 a σ2? Osy válc· leºí na stejné p°ímce. Ur£ete
kapacitu takto vytvo°eného kondenzátoru.

�e²ení: Dle Gaussova zákona E =
Q

Sε0
=
σ2πRl

2πrlε0
=
σR

rε0
. Nap¥tí indukované válcovit¥

rozloºeným nábojem lze spo£ítat jako U =
R2∫
R1

Edr. Informace o náboji na vn¥j²ím plechu

zjevn¥ není pro zji²t¥ní nap¥tí d·leºitá. Vn¥j²í válec uvnit° sebe nap¥tí nezp·sobuje, protoºe
nap¥tí je dáno integrálem z intenzity, která v tomto prostoru závisí na hustot¥ náboje na

vnit°ní elektrod¥ a na jejím polom¥ru. Nap¥tí vyjde U =
σ1R1

ε0

R2∫
R1

1

r
dr =

σ1R1

ε0
ln
R2

R1
.

Kapacitu kondenzátoru de�nujeme jako C =
Q

U
. Tedy C =

Qε0

σ1R1 ln
R2

R1

=
2πlε0

ln
R2

R1

.

Komentá°: Tento výsledek není pot°eba nutn¥ povaºovat jako nefyzikální z d·vodu, ºe

l → ∞, a tedy C → ∞. Pro l >> ∆R je moºné uvaºovat s výsledkem C =
2πlε0

ln
R2

R1

jako

velmi dobrou aproximací popisující reálný p°ípad kone£n¥ dlouhého válcového kondenzátoru
o délce l.

P°. 4.8.

Zadání: Uvaºujte tlustou nekone£n¥ dlouhou válcovou slupku o konstantní hustot¥ náboje
%, vnit°ním a vn¥j²ím polom¥r R1 a R2. Vypo£t¥te velikost elektrické intenzity a potenciál
v závislosti na vzdálenosti od osy symetrie r. Tyto závislosti zakreslete do grafu.

�e²ení: Z Gaussova zákona je z°ejmé, ºe uvnit° slupky je intenzita nulová Er≤R1 = 0.
V oblasti mezi vnit°ním a vn¥j²ím polom¥rem m·ºeme intenzitu vyjád°it jako

ER1≤r≤R2 =
Q

ε0S
=
π
(
r2 −R2

1

)
l%

2ε0πrl
= %

r2 −R2
1

2ε0r
.

40



Vn¥ slupku platí

ER2≤r =
Q

ε0S
=
π
(
R2

2 −R2
1

)
l%

2ε0πrl
= %

R2
2 −R2

1

2ε0r
.

Potenciál lze vypo£ítat jako záporný integrál z intenzity

ϕr≤R1 = K1, ϕR1≤r≤R2 =
%

2ε0

[
R2

1 ln (r)− r2

2

]
+K2, ϕR2≤r = %

R2
1 −R2

2

2ε0
ln (r) +K3.

Zvolíme-li hladinu nulového potenciálu uvnit° slupky, je výsledek díky spojitosti roven

ϕr≤R1 = 0, ϕR1≤r≤R2 =
%

2ε0

[
R2

1 ln

(
r

R1

)
− r2 −R2

1

2

]
,

ϕR2≤r =
%

2ε0

[
R2

1 −R2
2

2
−R2

2 ln

(
r

R2

)
+R2

1 ln

(
r

R1

)]
.

Velikost intenzity a potenciál v závislosti na radiální vzdálenosti jsou zakresleny v grafech 19.

r

E(r)

R₁ R₂
E(r≤R₁)=0

E(R₁≤r≤ R₂)=      ( r-       )

E(r≥R₂) =         (R₂²-R₁²)

ρ
2ε₀

ρ
2ε₀r

r
R₁²

r

φ(r)

R₁ R₂
φ(r≤R₁)=0

φ(R₁≤r≤R₂)=      (0.5(R₁²-r²)+R₁²ln(    ))ρ
2ε₀ R₁

r

φ(r≥R₂)=      (0.5(R₁²-R₂²)+R₁²ln(    )-R₂²ln(    ))ρ
2ε₀ R₁ R₂

r r

Obrázek 19: Velikost elektrické intenzity a potenciál v blízkosti nabité válcové slupky.

P°. 4.9.

Zadání: Uvaºujte dv¥ rovnob¥ºné nabité p°ímky, jeº mají opa£né znaménko délkové hus-
toty náboje. Jakou elektrickou intenzitu vytvá°ejí?

�e²ení: Náboj nabité p°ímky lze vyjád°it jako Q = τ l.My²lená plocha obepínající p°ímku
je pak S = 2πρl, kde ρ2 = x2 + y2. Dle Gaussova zákona platí E =

τ

2πε0ρ
. Pokud je náboj

kladný a p°ímka sm¥°uje ve sm¥ru osy z, lze uvaºovat, ºe vektory elektrické intenzity sm¥°ují
od p°ímky

−→
E =

τ

2πε0ρ2
(x, y, 0) .
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Pro kladn¥ nabitou p°ímku leºící v −→r ′ = (a, 0, z′) a záporn¥ nabitou p°ímku leºící
v −→r ′ = (−a, 0, z′) platí

−→
E =

−→
E+ +

−→
E− =

τ (x− a, y, 0)

2πε0

[
(x− a)2 + y2

] − τ (x+ a, y, 0)

2πε0

[
(x+ a)2 + y2

] =

=
τ
(

(x−a)
[
(x+a)2+y2

]
−(x+a)

[
(x−a)2+y2

]
, y
([

(x+a)2+y2
]
−
[
(x−a)2+y2

])
, 0
)

2πε0

[
(x− a)2 + y2

] [
(x+ a)2 + y2

] =

=
2aτ

(
x2 − y2 − a2, 2xy, 0

)
2πε0

[
(x− a)2 + y2

] [
(x+ a)2 + y2

] .
Uvaºujme-li válcové sou°adnice, p°ejdeme od soustavy x, y, z na soustavu ρ, ϕ, z. Pro tyto

φ

ρ

x

y

+-

Obrázek 20: Gra�cké znázorn¥ní rovnob¥ºných vodi£· v rovin¥ xy.

sou°adnice platí x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ. Tedy

−→
E =

aτ
(
ρ2 cosϕ2 − ρ2 sinϕ2 − a2, 2ρ2 cosϕ sinϕ, 0

)
πε0

[
(x− a)2 + y2

] [
(x+ a)2 + y2

] =
aτ
(
ρ2 cos 2ϕ− a2, ρ2 sin 2ϕ, 0

)
πε0

[
(x− a)2 + y2

] [
(x+ a)2 + y2

] .
Jestliºe uvaºujeme, ºe ρ >> a, pak (x± a)2 + y2

.
= x2 + y2 = ρ2 a výsledná intenzita a její

velikost se blíºí
−→
E

.
=
aτ (cos 2ϕ, sin 2ϕ, 0)

πε0ρ2
, E

.
=

aτ

πε0ρ2
.

Komentá°: Lze hledat analogii s p°ípadem dipólu. V p°ípad¥ monopól· klesají intenzity
od jednotlivých pól· s druhou mocninou vzdálenosti. U dipólu v²ak klesá intenzita s mocninou
t°etí. V tomto p°ípad¥ klesá intenzita od p°ímky s první mocninou vzdálenosti, u dvou p°ímek
s opa£ným nábojem jiº s mocninou druhou. Velikost intenzity klesá se druhou mocninou
vzdálenosti podobn¥ jako v p°ípad¥ bodového náboje.

4.2 Vodi£e v elektrickém poli

Uvaºujme, ºe vloºíme vodi£ do elektrického pole. Elektrony ve vodi£i se mohou pohybovat v
rámci celého objemu. Pokud ideální vodi£ leºí v elektrickém poli, náboje se pohybují, dokud
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pole uvnit° vodi£e nezmizí. Náboje (v reálném p°ípad¥ elektrony) jsou ve výsledku koncentro-
vány na povrchu vodi£e tak, ºe uvnit° n¥j kompenzují vn¥j²í pole. Je-li elektrické pole uvnit°
vodi£e nulové, potenciál ve v²ech bodech vodi£e nabývá konstantní hodnoty, a to bez ohledu
na morfologii vodi£e. Povrch vodi£e s konstantním potenciálem lze povaºovat za ekvipoten-
ciální plochu, viz p°ede²lá kapitola. Jak jsme jiº zmínili, vektory elektrické intenzity (tedy i
elektrické silo£áry) svírají s ekvipotenciální plochou pravý úhel.

Z vý²e uvedeného plyne:

• vektory elektrické intenzity jsou vºdy kolmé na povrch vodi£e (viz první obrázek 21).

• v dutin¥ uvnit° vodi£e nabývá elektrické pole nulové hodnoty (viz druhý obrázek 21),
pokud se v ní ov²em nenachází jiný zdroj

−→
E .

+
+
+
+
+
+
+
+
+

-
-
-
-
-
-
-
--
-

-

-

------

+++++++

-------

+++++++
E=0

Obrázek 21: Vodi£ v elektrickém poli.

Uvaºujme plo²n¥ rozmíst¥ný náboj. Na jedné stran¥ plochy je nulové elektrické pole (vnit°ek
kovu) a na druhé nikoli (vn¥j²ek kovu). Z Gaussova zákona vyplývá, ºe elektrickou intenzitu

v bezprost°ední blízkosti plochy lze zjistit pomocí E =
Q

Sε0
. V tomto p°ípad¥ v²ak je plocha,

kterou prochází vektory elektrické intenzity, totoºná s plochou, na které je rozmíst¥n náboj
(nikoli dvojnásobek jak v p°ípad¥ intenzity v blízkosti nabité tenké desky). Dosazením Q = σS
obdrºíme rovnici

E =
σ

ε0
. (20)

Tento vztah neplatí pouze pro vý²e uvedený speciální p°ípad, ale m·ºeme jej zobecnit. Plo²ná
hustota pak jiº nebude konstantní, ale stane se funkcí sou°adnic.

P°. 4.10.

Zadání: Uvaºujme nekone£n¥ velkou vodivou desku. Ve vzdálenosti a od desky se nachází
kladný bodový elektrický náboj. Jaké je rozloºení náboje na povrchu desky a jaké elektrické
pole vzniká v okolí desky a bodového náboje?

�e²ení: Kladný bodový náboj generuje ve svém okolí elektrické pole
−→
E b. Záporné náboje

uvnit° vodivé desky se p°emístí sm¥rem ke kladnému bodovému náboji a kladné náboje od-
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te£ou do nekone£na. V kone£né oblasti desky tak z·stanou pouze záporné náboje �nalepené�
na stran¥ p°ilehlé ke kladnému bodovému náboji 2.

Uvaºujme, ºe deska leºí v rovin¥ yz (−→r = (0, y, z)) a náboj leºí na ose x v (x-ové) vzdá-
lenosti a od desky (−→r ′ = (a, 0, 0)). x-ová sloºka elektrické intenzity (generovaná bodovým
nábojem) v rovin¥ yz (tedy v (0, y, z)) je:

Ebx =
−aQ

4πε0 (y2 + z2 + a2)3/2
.

Aby uvnit° desky byla intenzita pole nulová, musí být náboj na povrchu (strany ve sm¥ru
k bodovému náboji) rozloºen tak, aby kompenzoval elektrické pole bodového náboje.

Jak jsme jiº zmínili, v celé oblasti nalevo od desky (opa£né k té, na niº leºí kladný náboj)
se intenzita rovná nule. Deska (na levé stran¥) vytvá°í elektrické pole, které odpovídá poli bo-
dového náboje o velikosti −Q situovaného do polohy (a, 0, 0), tedy do stejného místa, jako leºí
p·vodní kladný náboj. Jinými slovy deska vytvá°í pole, které se jeví jako pole vytvo°ené p·-
vodním nábojem, jen s opa£ným znaménkem. Sou£et polí dává pole nulové, které pozorujeme
nalevo od desky.

Pole náboje tvo°ené povrchem desky je zrcadlov¥ symetrické. Jestliºe pozorovatel na levé
stran¥ vnímá pole od desky tvo°ené jakoby bodovým nábojem ze strany pravé, to samé musí
vnímat i pozorovatel na stran¥ druhé (pravé). Pozorovatel m¥°ící elektrickou intenzitu na
stran¥ desky, kde se nachází náboj, m¥°í jak pole p·vodního bodového náboje Q leºícího
v (a, 0, 0), tak pole desky, které odpovídá náboji −Q v poloze (−a, 0, 0).

Takové elektrické pole je identické elektrickému poli dipólu, viz obrázek 22.

- +

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Obrázek 22: Elektrické pole náboje v blízkosti vodivé desky.
2Pro obhájení absence kladných náboj· v desce lze pouºít i jiný argument. Uvaºujme vodivou kouli s kulovou

dutinou. Dále uvaºujme, ºe kulová dutina je jen o málo men²í jak koule. Do blízkosti této koule vloºíme bodový
náboj, nap°íklad kladný. Povrch koule v blízkosti kladného náboje se nabije záporn¥. Naopak odlehlá £ást se
nabije kladn¥. Uvnit° dutiny je elektrická intenzita nulová a i plo²ný náboj na vnit°ní st¥n¥ dutiny je nulový.
Tuto kouli lze zv¥t²it donekone£na tak, ºe lze pozorovat jen nekone£n¥ velkou st¥nu p°ilehlou k bodovému
náboji obsahující záporný náboj. Za touto st¥nou bude intenzita nulová.
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Z p°íkladu 3.2 víme, ºe elektrické pole dipólu v rovin¥ x = 0 je rovno

Ex =
−2aQ

4πε0 [a2 + y2 + z2]3/2
.

Plo²nou hustotu náboje lze díky rovnici (20) zjistit ve tvaru

σ =
−aQ

2π (y2 + z2 + a2)3/2
.

P°íklady k procvi£ení 4.1.

Vypo£t¥te potenciál uvnit° a vn¥ homogenn¥ nabité koule o náboji Q a o polom¥ru R.
Zakreslete do graf· velikost elektrické intenzity a potenciál v závislosti na radiální vzdálenosti,
ov¥°te spojitost obou funkcí na rozhraní.

P°íklady k procvi£ení 4.2.

Vypo£t¥te potenciál ze zadání p°íkladu 4.3 a nakreslete si závislost elektrické intenzity
a potenciálu na radiální vzdálenosti do grafu a ov¥°te spojitost funkcí na rozhraní r = R.
Uvaºujte v bode ϕ (r = 0) = 0.

P°íklady k procvi£ení 4.3.

Uvaºujte nekone£n¥ velkou vertikáln¥ posazenou nabitou desku o hustot¥ náboje σ. Deska
se nachází v tíhovém poli s tíhovým zrychlením g. V blízkosti desky visí nabitá kuli£ka o veli-
kosti náboje Q a hmotnosti m. Délka záv¥su je l. Vypo£t¥te vychýlení záv¥su oproti vektoru
tíhového pole.

P°íklady k procvi£ení 4.4.

Jaké elektrické pole vzniká v okolí vodivé kulové tlusté slupky se st°edem v bod¥ (0, 0, 0) , v
jejíº dutin¥ je uloºen bodový náboj Q s polohovým vektorem (0, 0, z1)? Náboj neleºí uprost°ed
kulové slupky. Kulová slupka má vnit°ní a vn¥j²í polom¥r R1 a R2. Intenzitu vyjád°ete pro
libovolné −→r , tedy i uvnit° dutiny a uvnit° kulové slupky.

P°íklady k procvi£ení 4.5.

Ur£ete potenciál v blízkosti a uvnit° nabité koule o polom¥ru R. Hustota náboje je dána
% = kr, kde r je radiální vzdálenost od st°edu koule. Potenciál v nekone£nu uvaºujte jako
nulový.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 34-38, 46-50, 52-61, 86-92
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 2, 2001: str. 72-78, 82-95, 109-113
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 43-60, 109-122
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 24
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5 Kondenzátory

5.1 Kapacita

Uvaºujme elektrické za°ízení, ve kterém chceme skladovat elektrický náboj. Takové za°ízení
vytvá°í ve svém okolí elektrické pole. Na jednom míst¥ tohoto za°ízení skladujeme kladný
náboj a na jiném záporný. V okolí obou míst, kde skladujeme náboj, je elektrický potenciál
funkcí polohového vektoru. Rozdíl potenciál· (mezi místy, kde skladujeme náboje) vyjad°uje
elektrické nap¥tí. De�nujme si kapacitu kondenzátoru C, jeº vyjad°uje pom¥r skladovaného
náboje ku nap¥tí

C =
Q

U
. (21)

Elektrické za°ízení se jmenuje kondenzátor a oblast, ve které se skladuje náboj, ozna£ujme
elektroda.

P°. 5.1.

Zadání: Vypo£tete kapacitu deskového kondenzátoru o plo²e S, vzdálenosti desek d a po-
vrchovém náboji σ. Uvaºujte, ºe desky kondenzátoru jsou si velice blízko.

σ σ+ -

S

d

U

Obrázek 23: P°ibliºný nákres deskového kondenzátoru

�e²ení: Z Gaussovy v¥ty víme, ºe intenzitu v blízkosti nabité desky o nekone£né veli-
kosti vyjád°íme vztahem E =

σ

2ε0
. Uvaºujeme-li desky dv¥ (s opa£ným nábojem, ale stejnou

velikostí náboje), existuje mezi nimi dvojnásobná intenzita E =
σ

ε0
. Pokud jsou si desky dosta-

te£n¥ blízko, m·ºeme zanedbat, ºe jsou kone£né, a uvaºovat o nich jako nekone£ných. Nap¥tí

spo£teme jako dráhový integrál z intenzity U =
d∫
0

−→
Ed−→r . Zvolíme-li dráhu ve sm¥ru elektrické

intenzity (coº m·ºe být ná² p°ípad), m·ºeme v integrálu uvedené vektory nahradit velikostmi

U =
d∫
0

Edr. V tomto p°ípad¥ intenzita E na poloze nezáleºí, integrál vyjád°íme jako U = Ed.

Celkový náboj jedné z elektrod se rovná plo²né hustot¥ náboje σ krát plocha S, tedy Q = Sσ.
Kapacita deskového kondenzátoru se dle de�nice (21) rovná

C =
Sσ

Ed
=
ε0S

d
. (22)
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P°. 5.2.

Zadání: Vypo£t¥te kapacitu dvou soust°edných kulových slupek. Pouºijte limitu, kdy
vn¥j²í kulová slupka je nekone£n¥ velká.

�e²ení: Z minulých kapitol víme, ºe pro potenciál v okolí bodového £i sférického náboje

(uvaºujme-li, ºe st°ed koule je v po£átku sou°adnicové soustavy) platí ϕ =
Q

4πε0r
. Rozdíl

potenciál· v polohách R1 a R2 bude U =
Q1

4πε0

(
1

R1
− 1

R2

)
. V²imn¥me si, ºe vn¥j²í slupka

nep°ispívá do pole mezi slupkami (výraz obsahuje pouze náboj Q1). Kapacita takového kon-
denzátoru se rovná

C =
4πε0(

1

R1
− 1

R2

) .
V p°ípad¥ polom¥ru vn¥j²í slupky jdoucí do nekone£na R2 →∞ se kapacita kulového konden-
zátoru (£i osamocené koule) spo£te C = 4πε0R1.

5.2 Kapacita soustavy kondenzátor·

Uvaºujme paralelní zapojení kondenzátor· (viz obrázek 24 a)). Na kaºdém kondenzátoru je
stejné nap¥tí. Díky rozdílné kapacit¥ se na jednotlivé kondenzátory p°ivede r·zné mnoºství
náboje Qi. Celkový náboj pak bude dán sou£tem jednotlivých náboj·

Q =
∑

Qi =
∑

UCi = U
∑

Ci = UC ⇒ C =
∑

Ci.

Výsledná rovnice vyjad°uje výpo£et celkové kapacity soustavy libovolných kondenzátor·
zapojených paraleln¥.

Q₁
U₁

Q₂
U₂

Q₃

U₃

a) b)

Obrázek 24: Paralelní a) a sériové b) zapojení kondenzátor·.

Uvaºujme nyní kondenzátory, které zapojíme za sebou, tedy do série (viz obr 24 b.). Na
vodi£ích mezi jednotlivými deskami kondenzátoru se nap¥tí rovná nule. Kdyby bylo nenulové,
protékal by vodi£i proud, dokud by se desky kondenzátoru nenabily. Naopak v mezerách mezi
elektrodami nap¥tí odpovídá Ui = Q/Ci. Náboj na v²ech deskách je stejn¥ velký, jen s r·znými
znaménky. Kaºdý pár desek má celkový náboj nula. P°edstavme si, ºe soustavu takovýchto
kondenzátor· zav°eme do krabi£ky. M¥°íme-li celkové nap¥tí (celkový rozdíl jednotlivých po-
tenciál·), zjistíme, ºe se rovná sou£tu jednotlivých nap¥tí na kondenzátorech U =

∑
Ui.

47



Dosadíme-li do této rovnice za jednotlivá nap¥tí Ui = Q/Ci, za celkové nap¥tí U = Q/C a na
obou stranách pod¥líme nábojem, obdrºíme vztah pro kondenzátory zapojené do série

1

C
=
∑ 1

Ci
,

kde Ci vyjad°uje kapacitu jednotlivých kondenzátor· zapojených do série.
Kondenzátor si lze p°edstavit jako vodní p°ehradu. Potenciál si p°edstavme jako hladinu

vody, nap¥tí jako rozdíl dvou hladin. Kondenzátor udrºuje rozdíly hladin. Nad p°ehradou je
hladina v²ude stejná a pod ní také. Pokud budeme stav¥t p°ehrady za sebe (sériov¥), roz-
díl hladiny pod poslední p°ehradou a nad první je roven sou£tu jednotlivých rozdíl· hladin
u jednotlivých p°ehrad (zde bude fungovat vztah se sou£tem nap¥tí). Naopak postavíme-li
p°ehrady vedle sebe (paraleln¥), vody se do nich vejde více. Celková kapacita spojené p°e-
hrady (mnoºství vody, jeº se vejde do p°ehrady) se vypo£te jako sou£et jednotlivých kapacit
p°ehrad.

P°. 5.3.

Zadání: Uvaºujme op¥t deskový kondenzátor zapojený v jednoduchém obvodu se zdrojem
nap¥tí. Uvaºujme, ºe zdroj nap¥tí je na po£átku vypnutý. Poté jej skokov¥ zapneme na elek-
tromotorické nap¥tí E . Nap¥tí po obvodu postupn¥ p°esouvá náboje na desky kondenzátoru.
Jakou práci vynaloºí zdroj nap¥tí na nabití kondenzátoru nábojem QC?

�e²ení: Uv¥domme si, ºe náboj na elektrodách se bude (od okamºiku zapnutí zdroje
nap¥tí) s £asem zv¥t²ovat, dokud nenastane situace kdy ve v²ech £ástech obvodu bude nap¥tí
nulové a nenulové bude jen mezi deskami kondenzátoru (p°ípadn¥ na zdroji samotném, jenº
v kondenzátoru udrºuje nap¥tí). Náboj na elektrodách se ustálí na hodnot¥QC = CE . Jiº d°íve
(viz tab. 3.1) jsme uvedli, ºe práci pot°ebnou k p°enesení konstantního nábojeQ v konstantním
poli U získáme ze vztahu W = QU. Uvaºujme, ºe p°ená²íme náboj po náboji. P°enesením
náboje se pole U zm¥ní. Tento vztah jiº nelze pouºít.

Pro in�nitezimáln¥ malou práci platí dW = UdQ. Se£teme-li práci p°es v²echny náboje,

obdrºíme W =
QC∫
0

UdQ. Kapacita deskového kondenzátoru je konstanta. Nap¥tí na deskách

kondenzátoru v tomto integrálu vyjád°íme jako funkci náboje U =
Q

C
a zintegrujeme

W =

QC∫
0

Q

C
dQ =

1

2

Q2
C

C
=

1

2
CE2.3

Komentá°: Rozli²ujme mezi: nap¥tí na deskách kondenzátoru U a elektromotorické nap¥tí
na zdroji E . Nap¥tí na deskách závisí na nábojích, jeº leºí na deskách. Elektromotorické nap¥tí
na zdroji je vlastností zdroje. Zdroj nap¥tí si m·ºeme p°edstavit jako £erpadlo, jeº £erpá vodu
z místa pod p°ehradou do místa nad ní. V na²em p°ípad¥ jsme po£áte£ní stav zvolili tak, ºe
hladiny p°ed hrází a za ní byly ve stejné vý²ce. �erpadlo zprvu nevykonalo p°íli² velkou práci

3Zdroj vynaloºí ve skute£nosti práci v¥t²í neº je
1

2
CE2. P°í£ina je v skokovém zapojení E . Zdroj i kondenzátor

má v principu L 6= 0 (viz kap. 11) a R 6= 0. Takºe by obvod konal tlumené kmity a vyza°oval elektromagnetickou
vlnu.
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na p°e£erpání vody. Postupem £asu se hladina za hrází zvy²ovala a p°ed ní sniºovala. �erpadlo
pracovalo stále proti v¥t²ímu tlaku (výkon £erpadla rostl). Nakonec byl rozdíl hladin tak vy-
soký, ºe £erpadlo nebylo schopno p°enést sebemen²í objem vody (ekvivalentní elementárnímu
náboji), výkon byl maximální. Poté rozdíl hladin p°esn¥ odpovídal schopnostem £erpadla, tedy
U = E (viz obrázek 25). Z p°íkladu je vid¥t, ºe elektromotorické nap¥tí hladinu (potenciál)
zvy²uje, naproti tomu kondenzátor (nebo rezistor) hladinu (potenciál) sniºuje. Jinými slovy
zm¥na potenciálu na zdroji nap¥tí, vzhledem ke zm¥n¥ potenciálu na rezistoru a kondenzátoru
v jednoduchém obvodu, je opa£ná.

Q=CU

0 ε U

Q

WW

Obrázek 25: Práce vykonaná nabíjením kondenzátoru.

P°. 5.4.

Zadání: Uvaºujme nabitý deskový kondenzátor na nap¥tí U . Jakou musíme vykonat práci,
abychom desky vzdálili do ur£ité kone£né vzdálenosti? Zanedbejte nehomogenity pole na
okraji.

�e²ení: Velikost síly mezi deskami obdrºíme ze vztahu F = QE/2. Polovina proto, ºe do
celkové intenzity mezi deskami p°ispívají ob¥ desky, ale silov¥ na jednu p·sobí jen ta druhá
a naopak. Pole, jeº vytvá°í deska kup°íkladu kladná, p·sobí p°itaºlivou silou jen na desku
zápornou (nikoli op¥t na kladnou). Elektrické pole mezi deskami kondenzátoru závisí pouze
na plo²né hustot¥ náboje. Za�xujeme-li nap¥tí na kondenzátoru, elektrické pole bude záviset
na vzdálenosti desek E = U/d, kde d zna£í vzdálenost desek (d je prom¥nná). Kapacitu
deskového kondenzátoru vyjád°íme C = Sε0/d. Dosazením dostaneme

F =
QU

2d
=
CU2

2d
=
Sε0U

2

2d2
.

Práci, kterou musíme vykonat pro oddálení desek kondenzátoru, vypo£teme pomocí dráho-
vého integrálu ze síly, kterou na desku p·sobíme (vzhledem k pohybu desek rovnob¥ºnému
s vektorem síly m·ºeme psát skaláry namísto vektor· ve skalárním sou£inu)

W =

d2∫
d1

Fdd=

d2∫
d1

Sε0U
2

2d2
dd=− Sε0U

2

2d

∣∣∣∣d2
d1

=
1

2
Sε0U

2

(
1

d1
− 1

d2

)
=

1

2
(C1−C2)U

2=−∆CU2

2
,
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kde C1 a C2 zna£í po£áte£ní a kone£nou kapacitu kondenzátoru. Tím jsme získali mnoºství
práce, jiº musíme vynaloºit k oddálení dvou elektrod deskového kondenzátoru.

Komentá°: Aby z·stalo nap¥tí konstantní (podle vztahu U = Ed), tak se zv¥t²ující se
vzdáleností se kondenzátor vybíjí. P°i vybíjení získáváme elektrickou energii. P°i konstantním
nap¥tí se zm¥na energie rovná

∆E = −
Q2∫
Q1

UdQ = −U (Q2 −Q1) = − (C2 − C1)U
2 = −∆CU2.

Ode£teme-li získanou zm¥nu elektrické energie od práce, kterou vykonáme k oddálení desek,

obdrºíme práci jeº vybíjející se kondenzátor vykoná W = −1

2
∆CU2. Energie získaná z vybití

je v¥t²í jak energie vynaloºená k oddálení desek a rozdíl je práv¥ uvedený vztah.
Vý²e uvedené záv¥ry o£ekáváme, uváºíme-li, ºe p°i vybití kondenzátoru o kapacit¥ C1

získáme energii
1

2
C1U

2. Nenabité desky m·ºeme poté od sebe vzdálit bez vykonání jakékoli

práce. Op¥tovným nabitím tak, aby vzniklo nap¥tí U, vynaloºíme energii
1

2
C2U

2. Rozdíl obou

energií je −1

2
∆CU2.

P°. 5.5.

Zadání: Uvaºujme op¥t nabité desky kondenzátoru. Na deskách uvaºujme tentokráte kon-
stantní náboj. Jakou musíme vykonat práci, abychom desky vzdálili do n¥jaké vzdálenosti?
Okrajové podmínky zanedbejme.

�e²ení: Práce pot°ebná k odtrhnutí dvou nabitých desek se rovná

W =

d2∫
d1

Fdd =

d2∫
d1

1

2
EQdd=

d2∫
d1

Q2

2Sε0
dd=

Q2d

2Sε0

∣∣∣∣d2
d1

=
Q2

2Sε0
(d2 − d1)=

Q2

2

(
1

C2
− 1

C1

)
.

P°íklady k procvi£ení 5.1.

Vypo£t¥te kapacitu kondenzátor· tvo°eného dv¥ma kruhovými deskami o polom¥ru R.
Kruhy jsou planparalelní a jejich st°edy leºí na ose z, kladný v bod¥ −a a záporný v bod¥ a.
Uvaºujte, ºe pro kruhy platí a� R. Dále uvaºujte, ºe plo²ná hustota náboje σ na deskách je
konstantní (poºadavek konstantního σ je v reálném p°ípad¥ obtíºn¥ splnitelný).

P°íklady k procvi£ení 5.2.

Uvaºujte homogenn¥ nabitý (plo²ná hustota náboje je σ) tenký kruh o polom¥ru R. Jaká
je kapacita kruhu oproti nekone£nu?

P°íklady k procvi£ení 5.3.

Vypo£tete zapojení kondenzátor· z prvního obrázku 26, kde kaºdý kondenzátor má kapa-
citu C.
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Obrázek 26: Zapojení kondenzátor·.

P°íklady k procvi£ení 5.4.

Uvaºujte zapojení z druhého obrázku 26. Jaké má zapojení celkovou kapacitu, je-li kapacita
v²ech kondenzátor· rovna C?

P°íklady k procvi£ení 5.5.

Uvaºujte kondenzátor tvo°ený dv¥ma polokruhovými disky o polom¥ru R. Disky se mohu
v·£i sob¥ otá£et kolem osy (osy kruh·, které dopl¬ují polokruhy) � viz obrázek 27. Na desky
kondenzátoru je p°ivedeno konstantní nap¥tí U. Ur£ete velikost momentu síly, pokud disky
vychýlíte o úhel α. Uvaºujte R� d, kde d je vzdálenost disk·.

d
ddd

o oα

Obrázek 27: Polokruhový kondenzátor.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 98-109
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Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 122-134, 137-138
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 26 (26.1 � 26.5)
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6 Dielektrika

6.1 Dielektrika v homogenním poli

Z pohledu elektrických vlastností je moºné látky rozd¥lit do dvou skupin: vodi£e, polovodi£e
(kterými se zabývat nebudeme) a dielektrika. Vodi£e obsahují volné náboje, ty se mohou v
objemu látky voln¥ pohybovat. Vloºíme-li vodi£ do vn¥j²ího elektrického pole

−→
E 0, náboje se

p°emístí tak, aby elektrické pole uvnit° látky zcela odstranily. Látky obsahující vázané náboje,
které se nemohou voln¥ pohybovat, se nazývají dielektrika.

V principu lze rozd¥lit dielektrika na polární a nepolární. Polární dielektrika obsahují
nenulové elektrické dipóly, které existují i bez p·sobení vn¥j²ího pole. P°íkladem polárních
dielektrik je voda4. V polárním dielektriku bez vn¥j²ího pole jsou sm¥ry dipól· náhodné.
Jakmile dielektrikum vloºíme do vn¥j²ího elektrického pole

−→
E 0, nap°íklad mezi elektrody,

kladné £ásti dipól· se nato£í ve sm¥ru k záporným elektrodám a záporné £ásti sm¥rem ke
kladným. Proto se elektrické pole uvnit° dielektrika zeslabí.

V nepolárních dielektricích dipóly vznikají aº p°ítomností vn¥j²ího elektrického pole. Uva-
ºujme krystalovou m°íºku pro jednoduchost jednoatomové látky. Jednotlivé neutrální atomy
se skládají ze záporného obalu (v obrázku 28 modrá koule) a kladného jádra (v obrázku 28
£ervený bod). V p°ípad¥ p°ítomnosti vn¥j²ího elektrického pole

−→
E 0 se jádro vzhledem k obalu

vychýlí. V látce vzniknou elektrické dipóly, které stíní vn¥j²í elektrické pole (viz krychle a.
v obrázcích 28). Polární dielektrika mívají zpravidla v¥t²í permitivitu (více stíní vn¥j²í pole)
jak dielektrika nepolární.

Na povrchu, kde elektrické silo£áry vystupují nebo vstupují do dielektrika, jsou náboje
mírn¥ vysunuté (v krychli b. je více záporných náboj· a v krychli c. je více kladných náboj·).
Na povrchu dielektrika vzniká plo²ná hustota náboje, jeº p°ispívá ke stín¥ní vn¥j²ího pole.

E=0 E≠0 E≠0

c. c.

a. a.

b. b.

Obrázek 28: P°edstava atom· nepolárního dielektrika v elektrickém poli.

Jestliºe na jedné stran¥ dielektrika se indukuje kladný náboj a na druhé stran¥ náboj
záporný, má dielektrikum jako celek v elektrickém poli dipólový charakter, který lze experi-
mentáln¥ ov¥°it. Výsledný dipólový moment (viz p°íklad 3.2) daného objemu dielektrika je
dán objemovým integrálem vektoru elektrické polarizace.

−→
dd =

∫ −→
P dV. (23)

4Voda je t°íatomová molekula sloºená ze dvou atom· vodíku a jednoho atomu kyslíku. Atom kyslíku na
sebe váºe elektrony siln¥ji neº atomy vodíku. Proto jsou v molekule vody atomy vodíku nabité kladn¥ a atomy
kyslíku záporn¥. Díky nesymetrii molekuly vody (spojnice obou vodík· s atomem kyslíku spolu svírají úhel
104 ◦) vzniká elektrický dipól.
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Tento vztah implicitn¥ de�nuje vektor polarizace, který lze chápat jako objemovou hustotu
dipólového momentu.

6.2 Vektor elektrické indukce

Uvaºujme elektrické pole, do kterého vloºíme dielektrikum. Elektrické pole dielektrikum po-
larizuje. Tuto polarizaci popisuje vektor

−→
P . Uvaºujme uzav°enou plochu a na ní vektorové

pole tvo°ené vektory polarizace. Integrál
∮ −→
P · d

−→
S p°es uzav°enou plochu bude roven úbytku

náboje uvnit° plochy zp·sobený polarizací dielektrika.
Pro jednoduchost si p°edstavme bodový náboj, nap°íklad záporný, obklopený dielektri-

kem. Záporný náboj p°itáhne k sob¥ kladné náboje a odpudí záporné. Kdyº kolem náboje
vytvo°íme uzav°enou plochu (viz obrázek 29), skrze tuto plochu budou vytla£eny záporné
náboje a vtáhnuty ty kladné. Míra vtáhnutí £i vytla£ení pak bude dána vektorem polarizace
na této plo²e. Celkový p°ebytek náboje, který se díky dielektrické povaze látky uvnit° plo-
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Obrázek 29: Nehomogenní polarizace dielektrika.

chy objeví, bude dán sou£tem v²ech £ástí plochy vynásobené vektorem polarizace. Pouºitím
in�nitezimálního po£tu obdrºíme

∆Qpol = −
∮
S

−→
P · d

−→
S .

V tomto výrazu jsme pouºili ozna£ení d
−→
S = −→n dS, kde −→n je vektor kolmý na plochu S.

Znaménko mínus zde vystupuje proto, ºe dovnit° plochy S jsou vtahovány náboje opa£ného
znaménka, neº je znaménko náboje, které primární pole vytvá°í. Uvnit° plochy pak vzniká
nenulová hustota náboje, která souvisí s nábojem dle vztahu ∆Qpol =

∫
V

%poldV. Pouºitím

Gaussovy v¥ty z kapitoly 4.1 obdrºíme
∫ −→
∇ ·
−→
P dV =

∮ −→
P ·d

−→
S . Coº nám umoº¬uje spojit oba

výrazy pro náboj do rovnice∫
V

%poldV = −
∫
V

−→
∇ ·
−→
P dV ⇒ %pol = −

−→
∇ ·
−→
P . (24)
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Oproti Gaussovu zákonu (10) je v rovnici (24) záporné znaménko. To lze interpretovat tím
zp·sobem, ºe kladný náboj se posouvá ve sm¥ru vektoru polarizace (v obrázku 29 sm¥rem
k zápornému náboji). Polarizace dielektrika jakoby stíní p·vodní náboj (popsaný %) gene-
rující elektrické pole. Výsledné elektrické pole je pak slab²í, neº kdybychom dielektrikum
neuvaºovali. Bude t°eba upravit Gauss·v zákon, ve vý²e uvedeném tvaru (10), který p°estává
v dielektriku platit. Divergence elektrické intenzity nyní bude dána jak nábojem generujícím
pole, tak i nábojem vzniklým polarizací dielektrika

−→
∇ ·
−→
E diel =

%+ %pol
ε0

⇒ %

ε0
=
−→
∇ ·

(
−→
E diel +

−→
P

ε0

)
.

De�nujeme-li novou veli£inu, vektor elektrické indukce, jako

−→
D =

−→
E dielε0 +

−→
P , (25)

dostaneme upravený Gauss·v zákon (10) ve tvaru

−→
∇ ·
−→
D = %. (26)

V p°ípad¥ obecné dielektrické látky p°estává být Gauss·v zákon vzhledem k elektrické
intenzit¥ lineární diferenciální rovnicí. Tou je ve speciálním p°ípad¥ lineární aproximace, po-
kud je vektor polarizace úm¥rný elektrické intenzit¥. Lineární aproximace se £asto pouºívá v
p°ípad¥ slabých polí.

Rozdíl mezi elektrickou intenzitou a indukcí lze chápat následovn¥: Elektrická intenzita je
veli£ina, kterou by m¥lo být moºno m¥°it fyzikálním p°ístrojem. Naopak elektrická indukce
nám popisuje, jaké by bylo elektrické pole, kdyby se generující náboje nenacházely v prost°edí
dielektrika.

6.3 Lineární aproximace

Uvaºujeme-li nepolární dielektrikum ve slabém elektrickém poli je vychýlení jádra v·£i obalu
p°ímo úm¥rné elektrické intenzit¥ uvnit° látky

−→
E diel ∼

−→
δ , kde

−→
δ = −→r+−−→r− zna£í vychýlení

jádra v·£i obalu za p°ítomnosti elektrického pole.
Uvaºujme látku o objemu V, jeº obsahuje N neutrálních atom·. Koncentraci atom· vypo£-

teme z podílu n = N/V. Koncentrace celkového po£tu kladných (£i záporných) náboj· v látce
vyjde nq = nq, kde q ozna£uje kladné anebo záporné náboje v atomu ú£astnící se polarizace.
Vektor polarizace v dielektriku vypo£teme

−→
P = nq

−→
δ . (27)

Úm¥rnost mezi elektrickou intenzitou a vektorem polarizace lze pro slabá pole uvaºovat
i v p°ípad¥ polárních dielektrik. Zavedeme-li konstantu úm¥rnosti χε0, lze vztah mezi vektorem
elektrické intenzity a vektorem polarizace zapsat jako

−→
P = χε0

−→
E diel,

5 kde χ je bezrozm¥rná
konstanta (ε0 p°idáme z rozm¥rových d·vod·) nazývající se susceptibilita. Závislost mezi
elektrickou indukcí a intenzitou lze zapsat ve tvaru

−→
D =

−→
E dielε0 +

−→
P =

−→
E dielε0 (1 + χ) =

−→
E dielε0εr. (28)

5Vztah mezi vektorem polarizace a elektrickou intenzitou nemusí být nutn¥ lineární. Pokud sm¥r
−→
P neod-

povídá sm¥ru
−→
E diel, pak χ je tenzor.
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Je pot°eba zd·raznit, ºe v p°ípad¥ siln¥j²ích polí p°estává platit úm¥rnost mezi
−→
E a

−→
P . Ve

vý²e uvedené rovnici jsme zavedli bezrozm¥rnou konstantu, relativní permitivitu εr = 1+χ.
Násobek relativní permitivity a permitivity vakua dává takzvanou permitivitu ε0εr = ε.

Nahradíme-li dielektrikum vakuem, musí být
−→
E dielε0 =

−→
D, tedy εr = 1, ε = ε0. Relativní

permitivita za b¥ºných podmínek nabývá hodnot v¥t²ích jak jedna. Intenzita uvnit° dielektrika
je pak men²í jak intenzita vn¥j²ího elektrického pole.

−→
E diel =

−→
E 0

εr
. (29)

Uvaºujme dielektrikum v elektrickém poli. Na povrchu dielektrika se generuje elektrický
náboj

Q =

∫
S

−→
P · d

−→
S =

∫
S

−→
P · −→n dS =

∫
S

P cosαdS 6,

kde S je plocha uvaºovaného povrchu dielektrika, α je úhel, jenº svírá vektor
−→
P s plochou

d
−→
S = −→n dS. Uvaºujeme-li plo²nou hustotu náboje σpol, platí Q =

∫
S

σpoldS. Z t¥chto vztah·

lze jednodu²e odvodit závislost mezi povrchovou hustotou náboje a vektorem polarizace σpol =

P cosα =
−→
P · −→n .

P°. 6.1.

Zadání: Uvaºujte deskový kondenzátor vytvá°ející homogenní pole. Desky kondenzátoru
leºí ve vzdálenosti a. Mezi desky jsme vloºili kovový kvád°ík se stejnou plochou podstavy,
jakou mají desky kondenzátoru. Kvád°ík má vý²ku b � viz obrázek 30 a). Chování pole na
rozích kvád°íku zanedbejte. Vypo£t¥te kapacitu tohoto kondenzátoru.

ba

a) b)

d₁

d₂

Obrázek 30: Kovový kvád°ík mezi deskami kondenzátoru.

�e²ení: Uvaºujme na deskách kondenzátoru plo²nou hustotu náboje σ. Kladné náboje
v kovovém vodi£i se p°itáhnou k záporné elektrod¥ a záporné náboje ke kladné elektrod¥.
Uvnit° vodi£e nakonec bude nulové elektrické pole. Pole bude nenulové pouze v mezerách mezi
deskami kondenzátoru a vodi£em. Vzniklé uspo°ádání tak bude p°ipomínat sériové zapojení
desek kondenzátoru � viz obrázek 30 b). Z obrázku také vidíme, ºe sou£et mezer mezi deskami
kondenzátor· se rovná d1 + d2 = a− b. Pro sériov¥ zapojené kondenzátory platí

1

C
=

1

C1
+

1

C2
=
U1

Q
+
U2

Q
=
Ed1 + Ed2

Q
=
E

Q
(a− b) =

σ (a− b)
ε0σS

=
a− b
ε0S

⇒ C =
ε0S

(a− b)
.

6V tomto p°ípad¥ bereme náboj vytla£ený ve sm¥ru vektoru
−→
P , ten je kladný.
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P°. 6.2.

Zadání: Uvaºujme, ºe mezi desky deskového kondenzátoru vloºíme homogenní lineární
dielektrikum tak, aby zcela vypl¬ovalo prostor mezi deskami. Jaká je kapacita kondenzátoru
s dielektrikem?

�e²ení: Jestliºe nabijeme desky kondenzátoru povrchovým nábojem σ, mezi deskami
vznikne elektrická intenzita E0 = σ/ε0. V p°ípad¥, ºe se mezi deskami nachází dielektrikum,
budeme pracovat s rovnicí (29), tedy Ediel = σ/ε, kde ε = ε0εr. Intenzita v celém objemu
dielektrika z·stává homogenní, nap¥tí je U = dEdiel, kde d ozna£uje vzdálenost mezi deskami
kondenzátoru. Velikost náboje na deskách kondenzátoru lze vyjád°it jako Q = σS. Uºitím
t¥chto vzorc· jednodu²e zjistíme

C =
Q

U
=

σS

dEdiel
=
σSε

dσ
=
Sε0εr
d

.

Komentá°: Z tohoto výsledku vidíme, ºe s relativní permitivitou dielektrika zárove¬ roste
i kapacita kondenzátoru. To vysv¥tluje, pro£ se dielektrika vyuºívají p°i výrob¥ kondenzátor·.

P°. 6.3.

Zadání: Uvaºujte kondenzátor s dielektrikem (viz obrázek 31). Oblast 1 má relativní
permitivitu εr1, oblasti 2 a 3 mají εr2 a εr3. Uvaºujme oblast 1 dvojnásobnou v·£i oblastem
2 i 3. Ur£ete kapacitu tohoto kondenzátoru.

1

2

3

Obrázek 31: Kondenzátor se sloºeným dielektrikem

�e²ení: Na elektrodách lze uvaºovat konstantní nap¥tí. Kondenzátor m·ºeme rozd¥lit na
levou a pravou £ást. Celkovou kapacitu pak spo£ítáme jako kapacitu dvou paraleln¥ zapojených

kondenzátor· C = C1 +C23. Kapacita levé £ásti kondenzátoru je C1 =
Sε0εr1

2d
. P°ipome¬me,

ºe jelikoº jsme kondenzátor pomysln¥ rozd¥lili, za plochu dosadíme S/2.
Kapacita C23 lze vypo£íst více zp·soby. Bu¤ uvaºujeme, ºe £ást kondenzátoru C23 se skládá

ze dvou sériov¥ zapojených kondenzátor· o tlou²´ce d/2, nebo vypo£teme nap¥tí jako integrál
z elektrické intenzity v prost°edí a pouºijeme de�nici pro kapacitu kondenzátoru. Jelikoº je
první zp·sob °e²ení triviální, uvedeme ten druhý.

Jak jsme °ekli v p°íkladu 6.2, elektrická intenzita v dielektriku generovaná deskami konden-
zátoru se rovná E =

σ

ε0εr
. Nap¥tí je dráhovým integrálem z intenzity. P°edev²ím si uv¥domme,

ºe integrujeme p°es dv¥ r·zné oblasti s r·znými permitivitami. Vzhledem k tomu, ºe v obou
oblastech intenzita nezávisí na poloze, vyjde nap¥tí

U23 =
E2d

2
+
E3d

2
=
σd

2ε0

(
1

εr2
+

1

εr3

)
.
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Výraz d/2 jsme uºili proto, ºe polovina intervalu integrálu jde p°es oblast 2 a polovina p°es
oblast 3. Náboj na polovin¥ plochy elektrody ozna£me Q23 = σS/2. Kapacita pravé poloviny
kondenzátoru je

C23 =
Q23

U23
=

Sε0

d

(
1

εr2
+

1

εr3

) .
Pouºitím vztahu pro sou£et paraleln¥ zapojených kondenzátor· obdrºíme celkovou kapacitu

C =
Sε0εr1

2d
+

Sε0

d

(
1

εr2
+

1

εr3

) .
Jako kontrolu správného °e²ení m·ºeme v²echny jednotlivé permitivity εr1, εr2, εr3 nahradit
jedinou εr. Pak obdrºíme kapacitu kondenzátoru z p°ede²lého zadání.

P°. 6.4.

Zadání: Uvaºujme deskový kondenzátor o plo²e S = ab a meze°e mezi deskami kondenzá-
toru o velikosti d. Do tohoto kondenzátoru budeme zasouvat dielektrikum stejných parametr·
(viz obrázek 32). Jaká síla vtahuje dielektrikum mezi desky kondenzátoru? Pro tento p°ípad
uvaºujme na deskách kondenzátoru konstantní nap¥tí.

a

a

b-x

b-x

xx

UU

xx

Obrázek 32: Kondenzátor s posuvným dielektrikem.

�e²ení: Jak jsme jiº uvedli, energie nutná na nabití kondenzátoru se rovná E = CU2/2.
Parametr, který popisuje polohu dielektrika v kondenzátoru, ozna£me x. Dielektrikum vsou-
váme p°i konstantním nap¥tí. Na £ást elektrod kondenzátoru, mezi kterými se dielektrikum
nachází, je p°ivád¥n dodate£ný náboj (tak aby bylo nap¥tí shodné jak v míst¥ s dielektrikem,
tak v míst¥ bez dielektrika). Kondenzátor navíc vykonává práci p°i vtahování dielektrika.
Malá zm¥na energie kondenzátoru m·ºe být vyjád°ena vztahem: dE = −Fdx+UdQ. Nap¥tí
je konstantní, tedy dQ = UdC, proto £ást práce odpovídající nabíjení kondenzátoru je rovna
UdQ = U2dC = 2dE. Tato hodnota je dvojnásobn¥ velká jako samotná energie kondenzá-
toru. Vý²e uvedenou rovnici lze p°epsat do tvaru dE = Fdx. Je-li nap¥tí konstantní, jedinou
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prom¥nnou veli£inou z·stává kapacita kondenzátoru C. Kapacita se m¥ní s hloubkou zasunutí
dielektrika v kondenzátoru. Sílu vypo£teme jako derivaci energie podle x,

Fx =
U2

2

∂C

∂x
.

Z vý²e uvedených výpo£t· vyplývá, ºe kondenzátor s £áste£n¥ vsunutým dielektrikem lze
brát jako dva kondenzátory zapojené paraleln¥. Uvaºujeme-li plochu prvního (bez dielektrika)
jako a (b− x) a plochu druhého (s dielektrikem) jako ax, pak celková kapacita vychází

C =
a (b− x) ε0

d
+
axε0εr
d

.

Dosazením do p°ede²lého výrazu obdrºíme výsledný vztah pro sílu

Fx =
aε0U

2

2d
(εr − 1) .

P°. 6.5.

Zadání: Uvaºujme, ºe jsme mezi desky deskového kondenzátoru vloºili dielektrikum.
Desky kondenzátoru leºí ve vzájemné vzdálenosti d a dielektrikum má ²í°ku a, kde d > a
(dielektrikum nevypl¬uje mezeru mezi deskami úpln¥). Vyjád°ete kapacitu kondenzátoru s die-
lektrikem C jako funkci kapacity bez dielektrika C0.

�e²ení: Jak jsme si jiº n¥kolikrát uvedli, kapacita deskového kondenzátoru je C0 = Sε0/d.
Z vý²e uvedeného plyne, ºe kapacita kondenzátoru (s dielektrikem) se nezm¥ní, a´ umístíme
dielektrikum mezi desky kamkoli. Elektrická intenzita v oblasti bez dielektrika bude rovna
Ebez = σ/ε0, intenzita v oblasti s dielektrikem bude Ediel = σ/ (ε0εr) . Nap¥tí pak bude
dráhovým integrálem t¥chto intenzit. Vzhledem k tomu, ºe intenzita z·stává na jednotlivých
oblastech konstantní, lze nap¥tí zapsat jako

U =
σ

ε0
(d− a) +

σ

ε0εr
a,

kde d − a ozna£uje ²í°ku oblasti bez dielektrika a a ²í°ku dielektrika. Kapacitu vypo£ítáme
podle de�nice (21) jako

C =
Sε0

(d− a) +
1

εr
a

=
C0d

(d− a) +
1

εr
a
.

P°. 6.6.

Zadání: Deskový kondenzátor jsme p°ipojili ke konstantnímu nap¥tí U . Do kondenzá-
toru potom vsuneme dielektrickou desti£ku tak, aby zcela vypl¬ovala mezeru mezi deskami
kondenzátoru. Jakou práci vykoná zdroj nap¥tí?

�e²ení: Nap¥tí a kapacity jsou

U =
Qbez

Cbez
=
Qdiel

Cdiel
, Cbez =

ε0S

d
, Cdiel =

ε0εrS

d
⇒ Qdiel = Qbezεr.

Jak jsme si uvedli d°íve, práci vypo£ítáme jako integrál

W =

Qdiel∫
Qbez

UdQ = U (Qdiel −Qbez) = UQbez (εr − 1) .
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P°. 6.7.

Zadání: Uvaºujme kovovou kouli o polom¥ru R nabitou nábojem Q a potaºenou dielektri-
kem o tlou²´ce d. Ur£ete povrchovou hustotu náboje na vnit°ním a vn¥j²ím povrchu dielektrika
a hustotu náboje uvnit° dielektrika, jehoº relativní permitivita je konstanta εr.

�e²ení: Vztah mezi vektorem polarizace, elektrickou intenzitou a indukcí vypadá p°i vy-
uºití lineární aproximace následovn¥:

−→
P = ε0χ

−→
E diel = ε0 (εr − 1)

−→
E diel =

ε0 (εr − 1)

ε0εr

−→
D.

Vidíme, ºe vektor polarizace se rovná vektoru elektrické indukce vynásobenému konstantou.
Pokud víme, ºe v dielektriku platí

−→
∇ ·
−→
D = 0 (náboj generující pole je pouze v nabité kouli),

pak musí platit
−→
∇ ·
−→
P = 0, tedy dle rovnice (24) %pol = 0.

Plo²ná hustota povrchového náboje dielektrika se rovná velikosti vektoru polarizace, takºe

σpol = P =
(εr − 1)

εr

Q

4πr2
.

Pro vnit°ní povrch platí r = R a pro vn¥j²í r = R + d. Celkový náboj na plochách vyjde
Qpol = Q (εr − 1) /εr.

P°. 6.8.

Zadání: Uvaºujte válcový kondenzátor sestávající ze dvou souosých kovových válcových
ploch o polom¥rech R1 a R2 a dielektrika, jenº vypl¬uje mezeru mezi nimi. Ur£ete kapacitu
tohoto kondenzátoru. Okrajové vlastnosti zanedbejte.

�e²ení: Je-li náboj na vnit°ním válci roven Q, pak z Gaussova zákona vypo£ítáme velikost

elektrické intenzity v dielektriku jako Ediel =
Q

2πrlε0εr
(viz p°íklad 4.3), kde l ozna£uje délku

válce. Nap¥tí je ur£itý integrál z intenzity (viz p°íklad 4.7), platí U =
Q

2πlε0εr
ln

(
R2

R1

)
.

Kone£n¥ kapacita tohoto kondenzátoru se rovná

C =
2πlε0εr

ln

(
R2

R1

) .
6.4 Elektrické pole na rozhraní dvou dielektrik

V p°edchozích podkapitolách jsme si vysv¥tlili, jak se chová elektrické pole v dielektriku.
V této podkapitole popí²eme chování elektrického pole na rozhraní dvou dielektrik. Podobn¥
jako v optice, kdy na rozhraní dvou r·zných optických prost°edí dochází k lomu sv¥tla, v tomto
p°ípad¥ dochází k lomu silo£ár elektrické intenzity.

Nejd°íve odvodíme rovnici pro rotaci elektrostatického pole. V kapitole 1.4 jsme hovo°ili
o konzervativních a nekonzervativních polích. Spl¬uje-li elektrické pole rovnici∮

c

−→
E · d−→r = 0, (30)
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nazývá se konzervativní. Elektrostatické pole je pole konzervativní. Pakliºe by nebylo, mohli
bychom v takovém poli pohybem nabité £ástice po uzav°ené k°ivce vykonávat práci.

Tento výraz lze upravit podobným zp·sobem, jako jsme upravili Gauss·v zákon. Dráhový
integrál p°es uzav°enou k°ivku p°evedeme na plo²ný integrál p°es plochu, kterou k°ivka obepíná∮

c

−→
E · d−→r =

∫
S

−→
∇ ×

−→
E · d

−→
S ,

kde d
−→
S ozna£uje in�nitezimál plochy vynásobený normálou. Tato identita se nazývá Stoke-

sova v¥ta.
Aby se vý²e uvedený vztah rovnal nule pro jakoukoli plochu, p°es kterou je integrován,

musí být roven nule výraz uvnit° závorky. Zapsáním tohoto vztahu získáme neúplnou verzi
Faradayova zákona pro magnetické pole nezávislé na £ase

−→
∇ ×

−→
E = 0. (31)

Kompletní verzi Faradayova zákona si uvedeme v následujících kapitolách. Vztah (31) °íká, ºe
elektrostatické pole je nevírové. Tím jsme v²ak pon¥kud odb¥hli od hlavního tématu. Vra´me
se op¥t k rovnici (30).

Uvaºujme malou smy£ku ve tvaru obdélníku o délce stran L a h. Tato smy£ka leºí na
rozhraní dvou dielektrik tak, aby rozhraní procházelo jejím st°edem (viz první obrázek 33),
a sou£asn¥ aby strana L byla rovnob¥ºná s rozhraním a strana h kolmá na rozhraní.

h
2

L

a c

bb

Obrázek 33: Obdelníková smy£ka a kvádrová plocha na rozhraní dielektrik.

Víme, ºe integrál z elektrické intenzity p°es tuto smy£ku se rovná nule. Tento integrál m·-
ºeme vy£íslit. Obdélník rozloºíme na 6 £ástí (v obrázku ozna£ených ²ipkami), celkový integrál
pak bude sou£et p°es tyto £ásti, které jsou ur£eny skalárním sou£inem délky orientovaného
úseku s elektrickou intenzitou. Pro dostate£n¥ malou smy£ku (kde v kaºdém ze dvou dielektrik
m·ºeme uvaºovat pole p°ibliºn¥ homogenní) platí

0 =
−→
E1

−→
h

2
+
−→
E1
−→
L −

−→
E1

−→
h

2
−
−→
E2

−→
h

2
−
−→
E2
−→
L +

−→
E2

−→
h

2
⇒
−→
E1
−→
L =

−→
E2
−→
L .

V této rovnici lze stejné £leny s opa£ným znaménkem jednodu²e ode£íst a výraz se zna£n¥
zjednodu²í.

Pro skalární sou£in platí
−→
E
−→
L = EL cosα, kde α ozna£uje úhel, jenº svírá vektor intenzity

s rozhraním dielektrik (neboli s vektorem
−→
L ).

V optice se dopadající úhly popisují od kolmice. V následujícím textu budeme pouºívat
stejné zna£ení. Proto musíme v zápisu p°ejít od α k ϕ, a to podle vztahu cosα = sinϕ, kde ϕ
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je úhel, který svírá kolmice s elektrickou intenzitou. Vý²e uvedený výraz pro skalární sou£in
se zm¥ní na

E1 sinϕ1 = E2 sinϕ2.

Vra´me se nyní k upravenému Gaussovu zákonu (26). Ten popisuje vztah mezi elektrickou
indukcí a zdrojovou hustotou náboje. Jak jsme si vysv¥tlovali na za£átku této kapitoly, na
povrchu dielektrik vzniká v elektrickém poli nenulová povrchová hustota náboje (zeslabující
vn¥j²í pole uvnit° dielektrika). Kdyº k sob¥ p°iloºíme dva povrchy dielektrik s r·znou per-
mitivitou, na rozhraní z·stane nenulová hustota náboje, jeº ovliv¬uje elektrickou intenzitu.
Povrchová hustota náboje na dielektriku v²ak nep°edstavuje p·vodní zdroj � bez vn¥j²ího pole
by nevznikla. Proto jsme zavedli elektrickou indukci. Ta závisí pouze na p·vodním zdroji, jak
popisuje rovnice (26).

Na rozhraní dvou neutrálních dielektrik ºádný p·vodní zdroj elektrického pole neuvaºujme.
Rovnice (26) se zjednodu²í do tvaru

−→
∇ ·
−→
D = 0. Op¥t p°ipome¬me, ºe pro elektrickou intenzitu

by tento vztah na rozhraní neplatil, jelikoº na rozhraní je hustota náboje nenulová. Uvaºujme
objemový integrál (p°es kone£ný objem) z této rovnice. Pomocí matematické Gaussovy v¥ty
upravíme tento integrál do tvaru

0 =

∫
V

−→
∇ ·
−→
DdV =

∮
S

−→
Dd
−→
S , (32)

kde S je orientovaná plocha obalující objem V.
Uvaºujme malý kvádr, jehoº st°edem prochází rozhraní dvou dielektrik (viz druhý obrá-

zek 33). (Malý ho "chceme"proto, aby indukce z·stala v obou polovinách p°ibliºn¥ konstantní
a rozhraní dielektrik p°ibliºn¥ ploché). St¥na ab je orientována tak, aby byla rovnob¥ºná s roz-
hraním. Pouºijeme-li kvádr jako integrální plochu v rovnici (32), m·ºeme integrál jednodu²e
rozd¥lit na 10 £ástí

−→
Sab
−→
D1+

−→
Sac
2

−→
D1+

−→
Sbc
2

−→
D1−

−→
Sac
2

−→
D1−

−→
Sbc
2

−→
D1−

−→
Sab
−→
D2+

−→
Sac
2

−→
D2+

−→
Sbc
2

−→
D2−

−→
Sac
2

−→
D2−

−→
Sbc
2

−→
D2 = 0.

Stejn¥ jako v p°ede²lém p°ípad¥ je v¥t²ina £len· na prot¥j²ích st¥nách kvádru identická, ale s
opa£ným znaménkem. Po jejich ode£tení z·stane pouze

−→
S ab
−→
D1 =

−→
S ab
−→
D2.

Orientaci plochy Sab jsme popsali pomocí normálového vektoru (také kolmého k rozhraní).
Uºitím vztahu pro skalární sou£in dvou vektor·, které svírají vektor ϕ, obdrºíme

D1 cosϕ1 = D2 cosϕ2.

V p°edchozí podkapitole jsme si uvedli vztah mezi vektory elektrické intenzity
−→
E a indukce

−→
D ,

konkrétn¥ lineární aproximaci vyjád°enou vztahem
−→
Eε0εr =

−→
D. Pouºitím obou výsledk· pro−→

E a
−→
D získáme kone£nou rovnici ur£ující vztah pro lom elektrické intenzity na rozhraní

dvou dielektrik (viz obrázek 34):

εr1cotg (ϕ1) = εr2cotg (ϕ2) . (33)
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εr₁

εr₁ cotgφ₁ = εr₂ cotgφ₂

E₁ D₁

D₂

E₂sinφ₂

D₂cosφ₂

D₁cosφ₁

E₁sinφ₁

E₂

φ₁ φ₁

φ₂φ₂εr₂>εr₁

Obrázek 34: Lom elektrické intenzity a indukce na rozhraní dvou prost°edí.

6.5 Dielektrická pevnost

Dielektrická pevnost je vlastností dielektrik. V p°edchozích kapitolách jsme hovo°ili o tom,
ºe pomocí dielektrika m·ºeme snadno zvý²it kapacitu kondenzátor·. Teoreticky bychom byli
schopni vytvo°it kondenzátor tém¥° libovoln¥ velké kapacity v závislosti na relativní permiti-
vit¥. To by bylo velmi výhodné. Zmínili jsme, ºe kondenzátory fungují jako úloºi²t¥ elektric-
kého náboje. Mohli bychom tak ukládat neomezený náboj � s tím by bylo spojeno také to,
ºe bychom uloºili i neomezené mnoºství energie. Opak je v²ak pravdou. Jeden z nejv¥t²ích
problém· sou£asné energetiky spo£ívá v ukládání elektrické energie. V sou£asnosti pouºívaná
za°ízení se nemohou pochlubit vysokou kapacitou ani ú£inností. Za tento problém v p°ípad¥
kondenzátor· zodpovídá práv¥ dielektrická pevnost.

Uvaºujme dielektrikum v elektrickém poli. Se zv¥t²ujícím se elektrickým polem roste také
polarizace dielektrika. P°i dostate£n¥ velké elektrické intenzit¥ dojde k urychlení volného elek-
tronu obsaºeného v dielektriku, který následn¥ narazí do neutrálního atomu. Vlivem sráºky
se z atomu uvolní dal²í mnoºství elektron· rovn¥º urychlovaných elektrickým polem. Dochází
tak k °et¥zové reakci, podobn¥ jako p°i výbuchu atomové bomby. �et¥zová reakce je tak silná,
ºe dojde k lokálnímu po²kození (proraºení) dielektrika. Vznikne kanál, jímº mohou elektrony
proudit. Nastane stejná situace, jako by byl dielektrikem provle£en vodi£. D¥j lze p°irovnat
k proraºení p°ehrady. Dírou v p°ehrad¥ také voda odte£e. Nap¥tí pot°ebné k tomuto d¥ji se
nazývá pr·razné nap¥tí.

Proraºení lze zabránit dvojím zp·sobem: m·ºeme sníºit nap¥tí na kondenzátoru pod pr·-
razné nap¥tí, tím ale dojde i ke sníºení mnoºství náboj· uloºených v kondenzátoru, lze také
zv¥t²it tlou²´ku dielektrika, sníºí se v²ak kapacita kondenzátoru, a sou£asn¥ se zv¥t²í jeho
objem. Veli£ina popisující pr·razné nap¥tí vztaºené na tlou²´ku dielektrika se nazývá dielek-
trická pevnost a její jednotky jsou V/m.

P°. 6.9.

Zadání: Uvaºujme n¥kolik dielektrických látek s danou relativní permitivitou a dielek-
trickou pevností Dp. Dále uvaºujme deskové kondenzátory stejného tvaru obsahující r·zná
dielektrika. Vyberte nejvhodn¥j²í kondenzátor pro uloºení nejv¥t²ího mnoºství náboje.

�e²ení: Náboj uloºený v deskovém kondenzátoru se rovná

Q = UC = U
Sε0εr
d

= DpεrSε0.
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Látka Dp [MVm−1] εr
Papír 16 3,5
Sklo 14 7,6
Voda 16 80
Vzduch 3 1
K°emen 8 12

Polystyren 24 2,6

Tabulka 2: Dielektrická pevnost a relativní permitivita r·zných látek.

Náboj je úm¥rný dielektrické pevnosti násobené relativní permitivitou. Nejvy²²í hodnoty do-
sahuje sou£in t¥chto dvou veli£in pro vodu (z látek uvedených v tabulce 6.5).

P°íklady k procvi£ení 6.1.

Uvaºujte kondenzátor tvo°ený dv¥ma soust°ednými kulovými plochami o polom¥rech R1

a R2 nabitými nábojem Q. Mezera mezi kondenzátory je vypln¥na dielektrikem. Ur£ete kapa-
citu takového kondenzátoru.

P°íklady k procvi£ení 6.2.

Uvaºujte deskový kondenzátor (vzdálenost desek d) o tvaru £tverce s délkou hrany a £ás-
te£n¥ pono°eného do kapaliny o permitivit¥ εr a hustot¥ %. Kondenzátor je pono°ený do kapa-
liny dle obrázku 35. Ur£ete, jak vysoko vystoupá hladina kapaliny, je-li kondenzátor p°ipojen
na zdroj elektromotorického nap¥tí E . Zanedbejte vliv povrchového nap¥tí kapaliny.

d

+ -ε

a

a

hh

ρ, εr

Obrázek 35: Deskový kondenzátor pono°ený v dielektrické kapalin¥.

P°íklady k procvi£ení 6.3.

Uvaºujte válcový kondenzátor se souosými válci o vnit°ním polom¥ru R1 a vn¥j²ím polo-
m¥ru R2. Rozdíl polom¥r· je mnohem men²í jak délka kondenzátoru l. Kondenzátor je svisle
pono°en do kapaliny o permitivit¥ εr a hustot¥ %. Ur£ete, jak vysoko dovnit° kondenzátoru vy-
stoupá hladina kapaliny, je-li nap¥tí na deskách kondenzátoru U. Zanedbejte vliv povrchového
nap¥tí kapaliny.

P°íklady k procvi£ení 6.4.
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Uvaºujte deskový kondenzátor, který je vypln¥n dielektrikem, jehoº permitivita se lineárn¥
m¥ní od desky k desce. Na povrchu desek uvaºujte permitivitu ε1 a ε2. Vzdálenost desek je l
a plocha S. Jaká je kapacita C kondenzátoru?

P°íklady k procvi£ení 6.5.

Uvaºujte kulový kondenzátor (ob¥ koule jsou soust°edné) o vnit°ním polom¥ru R1 a vn¥j-
²ím polom¥ru R2. Mezi kulovými slupkami je látka s permitivitou ε = α/r2, kde r je radiální
vzdálenost od st°edu kuli£ky a α je konstanta. Ur£ete kapacitu kondenzátoru C.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 84-86, 118-135
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 2, 2001: str. 174-204
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 144-171
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 26 (26.6 � 26.8)
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�tvrtsemestrální písemná práce £. 2.

1. Tenkost¥nná válcová trubka o polom¥ru R nese plo²ný náboj σ. Ur£ete velikost vektoru
elektrické intenzity E vn¥ (r > R) a uvnit° (r < R) trubky v závislosti na vzdálenosti
r od osy trubky. Nakreslete graf funkce E v intervalu (0; 2R). Ur£ete sm¥r vektoru

−→
E ,

víte-li, ºe trubka má kladný náboj. Kolikrát se zv¥t²í/zmen²í E v p°ípad¥ 2R oproti 1R?

2. Ur£ete kapacitu kondenzátoru, který se skládá ze dvou nabitých sférických ploch o po-
lom¥ru R1 a R2 se stejnou polohou st°edu a o plo²né hustot¥ náboje σ1, −σ2. Velikost
celkového náboje kaºdé plochy je stejná, má v²ak opa£né znaménko.

3. Vypo£t¥te obecn¥ celkovou kapacitu kondenzátor· zapojených podle obrázku 1. Ur£ete,
£emu bude rovna kapacita zapojení, pokud budou mít v²echny kondenzátory stejnou
kapacitu C.

4. Uvnit° kondenzátoru se nachází dva r·zné druhy dielektrik s permitivitou εr1 a εr2.
Ur£ete kapacitu kondenzátoru, znáte-li vzdálenost desek d, plochu desek S, permitivitu
vakua ε0. Dielektrikum je vloºeno do kondenzátoru podle obrázku 2. Oba kusy dielektrik
jsou stejn¥ velké.

Obr.1.

7
1

2

3

4

5

6

Obr. 2.

εr1 εr2
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7 Ohm·v zákon a Kirchho�ovy zákony

7.1 Elektrický proud

Pro vyjád°ení Ohmova zákona si nejprve správn¥ de�nujme pot°ebné elektrické veli£iny. Ve
vý²e uvedeném textu jsme si jiº uvedli, ºe nap¥tí U je rozdíl potenciál· U = −∆ϕ. Dále
jsme zavedli pojem �náboj� , veli£inu, která je p°irozenou vlastností t¥les a na které závisí
elektrostatická p°itaºlivá síla.

P°emis´ování elektrického náboje se nazývá elektrický proud. Uvaºujme plochu, kterou
za daný £asový interval ∆t projde mnoºství náboje ∆Q. Proud je úm¥rný pro²lému náboji
a nep°ímo úm¥rný £asu za který náboj plochou projde. Pro pr·m¥rný elektrický proud platí

Ī =
∆Q

∆t
.

Limitním p°echodem ∆t→ 0 získáme okamºitý proud

I =
dQ

dt
. (34)

Zde lze uvést analogii s vodou v °ece. Pr·tok vody v °ece nazveme vodní proud. �ím
je krat²í £asový interval, za který n¥jaké mnoºství vody prote£e, tím je vodní proud v¥t²í.
Podobn¥, £ím je vody p°i protékání více, tím je vodní proud siln¥j²í.

A£koliv elektrický proud de�nujeme jako velikost pro²lého náboje za £as, základní jednot-
kou SI není coulomb [C = As], ale ampér [A]. Proud je de�nován v SI jako základní jednotka
pomocí silových ú£ink·. Jeden ampér te£e ve dvou rovnob¥ºných, nekone£n¥ dlouhých vodi-
£ích o kruhovém pr·°ezu ve vzdálenosti jednoho metru práv¥ tehdy, kdyº na metr délky vodi£e
p·sobí síla 2 · 10−7N.

Proud nemusí být vºdy zcela vhodná veli£ina popisující uspo°ádaný pohyb náboj·. Analo-
gie s °ekou nám ukazuje, ºe voda v blízkosti b°ehu se m·ºe pohybovat pomaleji neº uprost°ed.

Z tohoto d·vodu si de�nujme hustotu elektrického proudu
−→
j . Bude-li proudová hus-

tota ve v²ech bodech vodi£e (nosi£e proudu � ekvivalent koryta °eky) stejná, pak proud bude

I =
−→
j ·
−→
S ,

kde
−→
S je plocha °ezu (ne nutn¥ kolmého) vodi£em. Pohybují-li se náboje kolmo na plochu,

vztah se zjednodu²í na I = jS. Proudová hustota nemusí být nutn¥ konstantní po celé plo²e.
Pak se proud z proudové hustoty získá pomocí plo²ného integrálu, platí

I =

∫
S

−→
j · d

−→
S . (35)

Uvaºujme vodi£ o pr·°ezu S, kterým protéká proud I. Proud v jednotlivých £ástech vodi£e
popisuje proudová hustota

−→
j (viz obrázek 36). Uvaºujme, ºe plochou S prob¥hne za n¥jaký

krátký £asový interval dt náboj dQ, tedy platí rovnice (34). Kdyº se na vodi£ podíváme
podrobn¥ji, zjistíme, ºe ne nutn¥ celou plochou musí procházet stejný náboj. Pomocí de�nice
objemové hustoty náboje m·ºeme uvaºovat, ºe in�nitezimální náboj ddQ za in�nitezimáln¥
malý £as dt pro²el plochou dS a vzdálil se od ní o dl. Ve vý²e uvedeném výrazu jsme uvedli
p°ed nábojem Q dvakrát dd. Nep°eklepli jsme se, myslíme tím, ºe náboj pro²el jak malou
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j
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Obrázek 36: Proud I protékající plochou S.

plochou dS, tak za malý £as dt. V de�nici hustoty náboje nahradíme dV = d
−→
l · d

−→
S . Pak

lze jednodu²e zapsat ddQ = %d
−→
l · d
−→
S , kde

−→
l je vektor, v jehoº sm¥ru a délce se posunuly

náboje za krátký £as dt. Jednoho d se jednodu²e zbavíme pod¥lením dt, tedy

dI =
ddQ

dt
= %

d
−→
l

dt
· d
−→
S = %−→v · d

−→
S .

K tomuto výsledku m·ºeme dojít za p°edpokladu, ºe náboj ve vodi£i se nikde neakumuluje
ani neubývá, je v £ase (nikoli v prostoru) konstantní. Ze vztahu (35) získáme dI =

−→
j · d

−→
S .

Vektor hustoty proudu a vektor rychlosti náboje mí°í ve stejném sm¥ru, lze napsat

−→
j = %−→v . (36)

7.2 Rovnice kontinuity

Uvaºujme uzav°enou plochu (proto zvolíme integrál p°es uzav°enou plochu na rozdíl od p°e-
de²lých výraz·), uvnit° které se nachází náboje, jeº mohou voln¥ unikat mimo tuto plochu.
Vý²e uvedenou situaci popisují rovnice

I = −∂Q
∂t
, I =

∮
−→
j · d

−→
S , Q =

∫
%dV.

Do první rovnice jsme vloºili znaménko mínus z d·vodu, ºe uvaºujeme kladný proud, jenº
sniºuje náboj uzav°ený v plo²e S. Dále jsme zm¥nili výraz z totální £asové derivace na par-
ciální, která je vhodn¥j²í pro operace, jeº chceme provést. Kombinací vý²e uvedených vztah·
obdrºíme ∮

−→
j · d

−→
S = − ∂

∂t

∫
%dV.

Uvaºujeme-li, ºe objem V pod uzav°enou plochou S je na £ase nezávislý, lze derivaci na pravé
stran¥ rovnice vloºit do integrálu. Jak jsme jiº d°íve ukázali, lze plo²ný integrál nahradit
objemovým

∮ −→
j · d

−→
S =

∫ −→
∇ · −→j dV. Sejmutím integrálu obdrºíme rovnici

∂%

∂t
+
−→
∇ · −→j = 0. (37)
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Tato rovnice se jmenuje rovnice kontinuity a má velký význam nejen v elektromagnetismu,
ale i v jiných fyzikálních disciplínách, nap°íklad v teorii tekutin, v kvantové mechanice a v dal-
²ích.

Rovnici lze p°ekládat tak, ºe v £ase sniºující se (proto záporné znaménko, pokud £len s hus-
totou p°evedeme na opa£nou stranu) hustotu náboje v daném objemu doprovází divergující
hustota proudu, jenº náboj odná²í. Slovo divergující ozna£uje jak operátor divergence, tak to,
ºe vektory

−→
j mí°í sm¥rem ven od daného objemu (viz úvodní kapitoly).

Tento výsledek a výsledek p°ede²lý lze dosadit do jednoho vztahu

∂%

∂t
+
−→
∇ · (%−→v ) = 0. (38)

7.3 Ohm·v zákon

Ohm·v zákon pat°í k nejznám¥j²ím zákon·m elektromagnetismu. Vyjad°uje úm¥rnost mezi
nap¥tím U mezi konci vodi£e a elektrickým proudem I. �ím je nap¥tí mezi konci vodi£e vy²²í,
tím se zvý²í i proud protékající vodi£em. Konstanta úm¥rnosti se nazývá elektrický odpor
R. Platí, ºe £ím je odpor v¥t²í, tím se proud protékající vodi£em zmen²í. Ohm·v zákon lze
vyjád°it ve tvaru

I =
U

R
,

nebo v zapamatovateln¥j²ím tvaru
U = RI. (39)

P°evrácená hodnota odporu se nazývá elektrická vodivost

G =
1

R
.

Celkovou p°edstavu si £tená° m·ºe ud¥lat na základ¥ analogie mezi proudem ve vodi£i
a proudem v potoce. Pokud je rozdíl mezi vý²kou hladiny vody na kopci a pod kopcem
(analogie nap¥tí, neboli rozdíl dvou potenciál·) vy²²í, bude i voda téct rychleji a proud se
zvý²í. Kdyº se ale v potoce nachází kameny (analogie odporu), voda je bude muset obtékat
a nedostane se dol· tak rychle, proud se sníºí.

Zjevn¥ elektrický odpor je veli£ina, jeº se týká celého vodi£e. Pomocí vý²e uvedené hustoty
proudu lze odvodit i takzvaný diferenciální Ohm·v zákon

−→
E = ρ

−→
j , (40)

kde
−→
E se nazývá vektor elektrické intenzity, ρ p°edstavuje rezistivitu a

−→
j zna£í vektor prou-

dové hustoty. Z de�nice proudové hustoty a nap¥tí lze rezistivitu z homogenního vodi£e za
pouºití U = LE, I = jS získat jako

ρ =
S

L
R, (41)

kde S zna£í pr·°ez vodi£e a L je jeho délka. P°i konstantní rezistivit¥ je elektrický odpor
úm¥rný délce vodi£e a nep°ímo úm¥rný jeho pr·°ezu.

68



7.4 Kirchho�ovy zákony

V jednoduchém vodi£i uvaºujeme, ºe náboj se nikde nekumuluje ani neubývá. Pak ze zákona
zachování náboje vyplývá, ºe proud vtékající do jisté oblasti vodi£e je roven proudu z této
oblasti vytékající, a to i navzdory tomu, kdyº se vodi£ mezitím rozv¥tví. Bod v¥tvení se nazývá
uzel. Tento zákon se jmenuje 1. Kirchho�·v zákon a lze jej napsat ve tvaru:

• Sou£et v²ech proud· do uzlu vtékajících se rovná sou£tu proud· z uzlu vytékajících.∑
IIn =

∑
IOut. (42)

Analogie s proudy v °ece je jasná. Sou£et mnoºství vody ze v²ech p°ítok· vlévajících se do
soutoku se rovná mnoºství vody ze soutoku vytékající.

Uvaºujme nyní uzav°ený obvod. V tomto obvodu se nachází zdroje nap¥tí a rezistory
(sou£ástky, jeº mají nenulový odpor). Uvaºujme, ºe vodi£e spojující zdroje mají nulové odpory.
Kaºdý zdroj v obvodu vytvá°í p°ír·stek nap¥tí (kladný rozdíl potenciál·) tzv. elektromotorické
nap¥tí E a kaºdý rezistor jeho úbytek (záporný rozdíl potenciál·) UR � viz obrázek 37.

Obrázek 37: Uzav°ený obvod se zdroji a rezistory a vyzna£eným pr·b¥hem potenciálu.

Potenciál je konstantní v £ásti obvodu, kde se nenachází rezistor ani zdroj. V obrázku p°ed
prvním zdrojem musí být hladina potenciálu ve stejné vý²ce jako za posledním rezistorem. Na
základ¥ této úvahy lze formulovat 2. Kirchho�·v zákon ve tvaru

• Sou£et elektromotorických nap¥tí (zkratka � emn.) na jednotlivých zdrojích v uzav°ené
smy£ce se rovná sou£tu úbytku nap¥tí na rezistorech.∑

j

Ej =
∑
i

UiR. (43)

Úbytek nap¥tí na rezistorech lze vyjád°it pomocí Ohmova zákona U = RI. Kirchho�·v zákon
(43) lze pro jednoduchou smy£ku zapsat jako∑

j

Ej = I
∑
i

Ri.

Proud jsme mohli vytknout p°ed sumu pouze pro jednoduchou smy£ku, protoºe v ní musí být
proud dle prvního Kirchho�ova zákona konstantní.
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Obrázek 38: a) Sériov¥ a b) paraleln¥ zapojené odpory.

Vra´me se zp¥t k vodní analogii. P°edstavme si zdroj nap¥tí jako £erpadlo a rezistor jako
pe°eje (nebo jiný úsek °eky, kde se hladina sníºí). Je-li voda hnána v uzav°eném obvodu,
p°ír·stek vý²ky hladiny na £erpadlech se musí rovnat úbytku vý²ky hladiny na pe°ejích.

Díky p°epsání druhého Kirchho�ova zákona pomocí odpor· a proud· m·ºeme odvodit
jeden d·leºitý princip. Uvaºujme jednoduchý obvod, v n¥mº zapojíme za sebou (neboli do
série) n¥kolik rezistor· (viz obrázek 38 a)). V obvodu se také nachází jeden zdroj elektromo-
torického nap¥tí. Evidentn¥ platí

E = I
∑
i

Ri = IR,

kde R ozna£uje celkový odpor jednotlivých rezistor·. Celkový odpor sériov¥ zapojených re-
zistor· se rovná sou£tu jednotlivých odpor·∑

i

Ri = R. (44)

Stejn¥ jako z druhého Kirchho�ova zákona lze odvodit vztah pro s£ítání sériov¥ zapojených
rezistor·, dá se z prvního Kirchho�ova zákona odvodit ekvivalentní výraz pro paraleln¥
zapojené rezistory (vedle sebe viz obrázek 38 b)). Do vodi£e p°ed rozv¥tvením te£e proud I.
Sou£et proud· ve v²ech v¥tvích dává celkový proud I =

∑
i Ii. Jelikoº pracujeme s ideálními

vodi£i, uvaºujeme na levé stran¥ stejný potenciál u v²ech rezistor· (to stejné platí pro pravou
stranu). Úbytek nap¥tí je na v²ech rezistorech stejný. M·ºeme díky Ohmovu zákonu psát
U

R
=
∑

i

U

Ri
, neboli

1

R
=
∑
i

1

Ri
. (45)

P°evrácená hodnota celkového odporu paraleln¥ zapojených rezistor· se rovná sou£tu p°e-
vrácených hodnot jednotlivých odpor·.

P°. 7.1.

Zadání: Uvaºujme obvod zakreslený na prvním z obrázk· 39. V obvodu zapojíme zdroje
elektromotorického nap¥tí a rezistory s následujícími parametry: E1 = 7V, E2 = 3V, R1 = 1Ω,
R2 = 2Ω, R3 = 3Ω. Jaký je proud protékající jednotlivými rezistory?

�e²ení: Je výhodné si pro zjednodu²ení do obvodu zakreslit smy£ku (viz obrázek 39)
a sm¥ry proud· vyzna£it ²ipkami. �ipky znázor¬ující emn. se zakreslují s opa£ným sm¥rem
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Obrázek 39: Elektrický obvod.

jak sm¥r kladného proudu, které zdroj nap¥tí vytvá°í. Pr·b¥h nap¥tí (p°ír·stek na zdrojích,
úbytek na rezistorech) v první smy£ce z druhého Kirchho�ova zákona vyjad°uje rovnost (za-
£neme u zdroje emn.): E1 − R1I1 − R3I3 = 0. V druhé smy£ce pak: E2 − R2I2 + R3I3 = 0.
V této rovnici je u t°etího odporu opa£né znaménko. To proto, ºe ²ipka proudu zakreslená v
obrázku sm¥°uje proti sm¥ru smy£ky. Stejným zp·sobem bychom zm¥nili znaménko, pokud by
n¥které ze zakreslených emn. bylo oto£eno na opa£nou stranu. Z prvního Kirchho�ova zákona
lze odvodit výraz pro proudy I1 = I2 + I3.

Z t¥chto t°í rovnic lze vyjád°it proud

I3 =
E1R2 − E2R1

R1R2 +R1R3 +R3R2
= 1A.

Z rovnice pro první smy£ku platí

I1 =
E1 − I3R3

R1
= 4A.

Z druhého Kirchho�ova zákona pak

I2 = I1 − I3 = 3A.

P°. 7.2.

Zadání: Uvaºujte obvod zakreslený na druhém z obrázk· 39. Sestavte dle prvního a dru-
hého Kirchho�ova zákona p°íslu²né rovnice.

�e²ení:
Dle prvního Kirchho�ova zákona platí

I1 = I2 + I3, I3 + I4 + I5 = 0.

Dle druhého Kirchho�ova zákona

E1 = R1I1 +R2I2, E2 = R2I2 +R4I4 −R3I3, E3 = R5I5 −R4I4.
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P°. 7.3.

Zadání: Uvaºujme krychli, v jejíchº hranách se nachází 12 rezistor· o stejných odporech
R = 1Ω (viz obrázek 40 a)). V kaºdém rohu se nachází uzel. Jednotlivé uzly o£íslujeme od 1
do 8. Soustavu napojíme na zdroj emn. v protilehlých rozích (uzly 1 a 8). Vypo£t¥te odpor
celé soustavy.

1 2

3 6

4
5

7 8

1 8234 567

Obrázek 40: a) Rezistory zapojené do tvaru krychle. b) Zapojení rezistor· se stejným výsled-
ným odporem jako zapojení do krychle.

�e²ení: P°i bliº²ím pohledu na danou soustavu si v²imn¥me, ºe (díky rovnosti v²ech
odpor·) v uzlech 2, 3, 4, a pak dále v uzlech 5, 6, 7 je stejný potenciál. Zapojení tak p·jde
zakreslit v jiném tvaru (viz obrázek 40 b)), jenº má stejný výsledný odpor, daný vztahem

R =
R

3
+
R

6
+
R

3
=

5

6
R.

P°. 7.4.

Zadání: Uvaºujme obvod na obrázku 41. Na jednoduchý obvod s kondenzátorem nejprve
napojíme elektromotorické nap¥tí, které nabije kondenzátor. Potom obvod p°epneme tak, aby
byl zdroj emn. nahrazen rezistorem. Jaká je závislost náboje na deskách kondenzátoru na £ase?
Obvod s tímto zapojením se nazývá RC obvod.

�e²ení: P°i emn. E na zdroji se kondenzátor nabije nábojem Q0 = CE . P°i p°epnutí
nahradí funkci zdroje nap¥tí sám kondenzátor, kde Q = CU. Ten se snaºí vybíjet tak, ºe tvo°í
proud, jenº te£e skrze rezistor. �ím je kondenzátor vybit¥j²í, tím men²í proud vyrábí. Velikost
proudu získáme z Ohmova zákona U = RI. Víme, ºe proud je zm¥na náboje v £ase. Vzhledem
k tomu, ºe se náboj na kondenzátoru v £ase zmen²uje, je i znaménko u £asové zm¥ny záporné.
Veli£iny R a C se chovají v tomto p°ípad¥ jako konstanty nezávislé na £ase. Kombinací vý²e
uvedených vztah· získáme

−RdQ

dt
=
Q

C
⇒ dQ

Q
=
−dt

RC
⇒ Q = Q0e

−
t

CR ,

kde Q0 ozna£uje náboj na deskách kondenzátoru p°ed odpojením zdroje emn.

72



RC

++--

ε

Obrázek 41: Elektrický obvod.

P°. 7.5.

Zadání: Uvaºujme Gauss·v zákon ve tvaru (10) a Ampér·v zákon (pozd¥ji probereme
podrobn¥) ve tvaru

−→
∇ ×

−→
B = µ0

−→
j + µ0ε0

∂
−→
E

∂t
,

kde
−→
B vyjad°uje vektor magnetické indukce a µ0 ozna£uje permeabilitu vakua. Odvo¤te

z t¥chto dvou zákon· rovnici kontinuity.

�e²ení: Divergencí Ampérova zákona získáme

−→
∇ ·
−→
∇ ×

−→
B = µ0

−→
∇ · −→j + µ0ε0

−→
∇ · ∂

−→
E

∂t
.

Divergenci a parciální derivaci podle £asu lze zam¥nit
−→
∇·∂
−→
E

∂t
=

∂

∂t

−→
∇·
−→
E . Divergence elektrické

intenzity je pak z Gaussova zákona hustota náboje pod¥lená permitivitou vakua. Na levé stran¥
se nachází operátor divergence z rotace. Z p°ede²lého textu víme, ºe tento £len se rovná nule

0 = µ0
−→
∇ · −→j + µ0

∂%

∂t
.

Pod¥lením permeability na obou stranách rovnice získáme rovnici kontinuity.

P°. 7.6.

Zadání: Na elektrony v kovu p°i daném nap¥tí p·sobí urychlující síla. Pokud bychom
uvaºovali pouze sílu danou nap¥tím, brzy by se elektrony pohybovaly rychlostí blízkou rychlosti
sv¥tla. Navíc by kov nem¥l elektrický odpor. Elektrony v reálných kovech dosahují maximálních
rychlostí o mnoho °ád· niº²ích. To je zp·sobeno sráºkami s atomy, elektrony nebo ionty v kovu.
Ty odeberou elektronu hybnost. Kov se sráºkami zah°ívá a vykazuje elektrický odpor. Ur£ete
st°ední volnou dobu mezi dv¥ma sráºkami τ , platí-li vztah pro driftovou rychlost v = aτ.

�e²ení: Dle druhého Newtonova zákona lze vyjád°it zrychlení p·sobící na £ástici o hmot-
nosti m (v reálném kovu hmotnost elektronu) v silovém poli F jako a = F/m. Pokud sílu
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tvo°í elektrostatické pole, pak platí F = qE, kde E vyjad°uje velikost vektoru elektrické
intenzity a q ozna£uje náboj £ástice v elektrickém poli. St°ední volnou dobu obdrºíme ze
vztahu τ = vm/qE. Dle diferenciálního Ohmova zákona E = jρ = v%ρ (%−hustota náboj·,
ρ−rezistivita) m·ºeme ur£it τ = m/q%ρ. Výraz je²t¥ upravíme pomocí % = nq, kde n ozna£uje
koncentrace nosi£· náboje

τ =
m

q2nρ
.

Rezistivitu m·ºeme vyjád°it jako funkci st°ední volné doby, koncentrace náboje, velikosti
náboje nosi£e a hmotnosti nosi£e

ρ =
m

q2nτ
.

P°. 7.7.

Zadání: Uvaºujte polovodi£ovou sou£ástku s PN p°echodem. Nosi£e proudu jsou na roz-
hraní p°echodu jak elektrony, tak kladn¥ nabité díry. Uvaºujte, ºe za ∆t = 16 s se jedním sm¥-
rem, plochou S1 = 1 mm2, p°esuneNe = 3, 5·1015 elektron· a sm¥rem opa£nýmNd = 2, 5·1015

d¥r. Jaký proud te£e pr·°ezem S2 = 1 cm2?

�e²ení: Díry a elektrony se pohybují opa£ným sm¥rem. Díky rozdílnému znaménku v²ak
vytvá°í proud, jenº je sou£tem proudu jak od elektron·, tak od d¥r. Díra má stejn¥ velký (ale
opa£ný) náboj q = 1, 6 · 10−19 C jak elektron. Proto proud tekoucí plochou 1 cm2 se rovná

I =
(Ne +Nd)qS2

S1∆t
= 6 mA.

P°íklady k procvi£ení 7.1.

Uvaºujte vodivou kouli o polom¥ru R do p·lky zahrabanou do zem¥. Koule je udrºována na
konstantním emn. E (viz obrázek 42 a)). Ur£ete proud protékající koulí, víte-li, ºe rezistivita
p·dy, ve které je koule zahrabána, je konstantní ρ.

ρ

A
I

ε

...

......

......

k nekonečnu v nekonečnu

ε

R₂

R₁

L ρ

Obrázek 42: a) Koule z poloviny zasazená ve vodivém prost°edí. b) Vodivý roztok ve válcové
nádob¥.

74



P°íklady k procvi£ení 7.2.

Uvaºujte nádobu, která je napln¥na vodivým roztokem o rezistivit¥ ρ. Nádoba má válcovitý
tvar o polom¥ru R2 a vý²ce L. Vnit°ní povrch válce (nikoli podstava) je vodivý a uzemn¥ný (viz
obrázek 42 b)). St°edem nádoby prochází vodivý drát o polom¥ru R1 napojený na konstantní
emn. E . Ur£ete proud protékající roztokem.

P°íklady k procvi£ení 7.3.

Uvaºujte sériov¥ zapojenou soustavu � zdroj emn. E , rezistor R a kondenzátor C. Obvod
je uzav°en do smy£ky (viz první z obrázk· 43). Na po£átku je kondenzátor vybitý. Vypo£t¥te
náboj na kondenzátoru a proud v obvodu v závislosti na £ase.

ε

RC

C R

R

ε R

Obrázek 43: Zapojení rezistor· a kondenzátor·.

P°íklady k procvi£ení 7.4.

Uvaºujte zapojení z druhého obrázku 43. V²echny rezistory mají stejný odpor R. Elek-
tromotorické nap¥tí zdroje uvaºujte E , kapacitu kondenzátoru uvaºujte C. Na po£átku je
kondenzátor vybitý. Vypo£t¥te celkový proud v obvodu v závislosti na £ase.

P°íklady k procvi£ení 7.5.

Uvaºujte zapojení z obrázku 40 s tím, ºe rezistory zam¥¬te s kondenzátory o kapacit¥ C.
Vypo£t¥te celkovou kapacitu zapojení.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 173-198
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 183-210
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 27, 28
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8 Magnetostatika a základy elektromagnetismu

8.1 Lorentzova síla

V p°edchozích kapitolách jsme si vysv¥tlili, ºe elektrické pole je generováno elektrickým ná-
bojem. Rovnice popisující vztah mezi zdrojem a elektrostatickým polem se nazývá Gauss·v
zákon (10). Toto pole vytvá°í sílu

−→
F = q

−→
E p·sobící na nabité £ástice. Zkrácen¥: náboje tvo°í

elektrické pole a toto pole p·sobí silov¥ na dal²í náboje. Krom¥ elektrického pole p·sobícího
na elektrické náboje v²ak existuje i pole magnetické. �ím je v²ak toto pole generováno? A na
co magnetické pole silov¥ p·sobí?

Obrázek 44: (Ne)p·sobení magnetického pole.

V první polovin¥ devatenáctého století si francouzský fyzik a matematik André-Marie
Ampére (1775 � 1836) v²iml zajímavého jevu, kdy dva vodi£e, jimiº protékal elektrický proud,
na sebe silov¥ p·sobily. Síla mezi dv¥ma rovnob¥ºnými vodi£i byla bu¤ p°itaºlivá (proud ve
vodi£ích tekl ve stejném sm¥ru), nebo odpudivá (proud tekl ve sm¥ru opa£ném). Dnes víme, ºe
elektrický proud tvo°í pohybující se náboje. Máme situaci, kdy pohybující se náboje ve vodi£i
vytvá°í polemagnetické. Toto pole pak silov¥ p·sobí na pohybující se náboje. Coº vysv¥tluje
silové p·sobení vodi£·. Jednoduchým zp·sobem m·ºeme magnetické pole zobrazit pomocí
feromagnetických pilin � viz obrázek 45 a). Piliny sm¥°ují podél magnetických induk£ních
£ar.Vektory magnetické indukce

−→
B , které slouºí k popisu magnetického pole, jsou k t¥mto

k°ivkám te£ny.
Z obrázku 45 a) vidíme, ºe magnetické induk£ní £áry obtá£í vodi£. Vektory magnetické

indukce sm¥°ují kolmo na vektor rychlosti náboj· −→v a tedy i na vektor proudové hustoty−→
j . Pokud jsou oba vodi£e rovnob¥ºné, magnetické induk£ní £áry do druhého vodi£e vstupují
kolmo a síla p·sobící na vodi£ svírá pravý úhel jak s vektory rychlostí náboj· ve vodi£i, tak
se zmi¬ovaným magnetickým polem, viz obrázek 45 b). Experimenty ukázaly, ºe zm¥níme-li
pravý úhel mezi vektory rychlosti náboj· a magnetické indukce na libovolný úhel, sníºí se
i výsledná síla, a to jako sinα, kde α zna£í úhel mezi vektory. Z experiment· vyplývá, ºe
výsledná síla p·sobící na nabitou £ástici uvnit° vodi£e je úm¥rná velikosti náboje této £ástice
q, její rychlosti −→v (která je úm¥rná proudu ve vodi£i), magnetické indukci

−→
B ve kterém se
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I₁ I₂

B₁B₁
B₁

B₁ B₂ B₂
B₂

B₂

B₂

B₂

F₂-₁ F₁-₂

Obrázek 45: a) P·sobení magnetického pole na ºelezné piliny. b) Zobrazení Ampérova pokusu.

pohybuje (vytvá°ené druhým vodi£em) a sinem úhlu který svírá vektor rychlosti s vektorem
magnetické indukce. Dané chování popisuje rovnice

−→
F = q−→v ×

−→
B.

Uvaºujeme-li nabitou £ástici nacházející se sou£asn¥ v poli elektrickém i magnetickém, lze
výraz zapsat díky principu superpozice ve tvaru

−→
F = q

(−→
E +−→v ×

−→
B
)
. (46)

Tuto rovnici m·ºeme bez nadsázky ozna£it za nejd·leºit¥j²í rovnici elektromagnetismu, popi-
suje silové p·sobení elektromagnetického pole na nabitou £ástici. Tato síla se nazývá Loren-
tzova síla. Je d·leºité, aby si tuto rovnici zapamatovali studenti jako celek. �asto se uvád¥jí
dva d·leºité podp°ípady této síly. Elektrostatický

−→
B =

−→
0 a
−→
E 6=

−→
f (t), jímº jsme se zabývali

v druhé kapitole, a magnetostacionární
−→
E =

−→
0 a
−→
B 6=

−→
f (t),

Uvaºujme malý úsek vodi£e o délce ∆
−→
L leºící v magnetickém poli. Uvaºujme dále, ºe tímto

vodi£em protéká proud I = ∆Q/∆t, kde ∆t ozna£uje £as, za který mnoºství náboj· ∆Q = Nq

prote£e úsekem ∆
−→
L . Náboje q, jeº generují proud, se pohybují rychlostí −→v . Proud ve vodi£i

te£e ve sm¥ru ∆
−→
L . Pokud se rychlost a proud v £ase nem¥ní, m·ºeme napsat −→v = ∆

−→
L/∆t.

Pro magnetickou £ást Lorentzovy síly s mnoha pohybujícími se náboji ve vodi£i lze uvést

−→
F = Nq−→v ×

−→
B =

∆Q

∆t
∆
−→
L ×

−→
B.

Lorentzovu sílu p·sobící na vodi£ o délce ∆
−→
L s proudem I v magnetickém poli

−→
B je moºné

vyjád°it i ve tvaru −→
F = I∆

−→
L ×

−→
B. (47)

Podotkn¥me je²t¥ jednu d·leºitou v¥c vyplývající z Lorentzovy síly. Zrychlení (£i síla) p·-
sobící na £ástici v magnetickém poli nesm¥°uje ve sm¥ru induk£ních £ar (jak je tomu v p°ípad¥
pole elektrického). �áry nem·ºeme nazývat silo£áry, ale induk£ní £áry.
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P°. 8.1.

Zadání: Uvaºujte elektron o náboji −q a hmotnosti m v homogenním magnetickém poli
o velikosti

−→
B = (0, 0, Bz). Elektron se pohybuje rychlostí −→v = (vx, vy, vz) . Vypo£t¥te trajek-

torii £ástice. Zjist¥te jak se situace zm¥ní ve chvíli, kdy se £ástice pohybuje kolmo vzhledem
k magnetickým induk£ním £arám.

�e²ení: Dle druhého Newtonova zákona a Lorentzovy síly platí

m−→a =
−→
F ⇒ m

(
dvx
dt

,
dvy
dt

,
dvz
dt

)
= −q (vx, vy, vz)× (0, 0, Bz) = −qBz (vy,−vx, 0) .

Z této soustavy rovnic lze vyjád°it t°i diferenciální rovnice

dvx
dt

= −qBz
m

vy,
dvy
dt

=
qBz
m

vx,
dvz
dt

= 0.

T°etí rovnice má triviální °e²ení vz = konst. �e²ení prvních dvou rovnic obdrºíme derivací

první rovnice a dosazení za
dvy
dt

z druhé

d2vx
dt2

= −
(
qBz
m

)2

vx ⇒ vx = A cos (ωt+ ϕ)⇒ vy = A sin (ωt+ ϕ) ,

kde ω =
qBz
m

je úhlová rychlost a A2 = v2x + v2y je kvadrát velikosti rychlosti v rovin¥ xy.
Z vý²e uvedeného °e²ení vyplývá, ºe tento kvadrát je v £ase konstantní a je ur£en po£áte£ní
rychlostí. Úhel ϕ ur£ují také po£áte£ní podmínky. �ástice se bude pohybovat po ²roubovici
orientovanou ve sm¥ru z, podél magnetických induk£ních £ar.

V p°ípad¥ pohybu kolmém na magnetické induk£ní £áry vymizí sloºka rychlosti vz. �ástice
se bude pohybovat po kruºnici jejíº polom¥r vyjád°íme jako r =

v

ω
=
mv

qB
.

Komentá°: Pohyb nabitých £ástic v magnetickém poli znázor¬uje obrázek 46. �ástice
v prost°edí ztrácejí rychlost a polom¥r jejich dráhy se zmen²uje, proto nejsou znázorn¥né
k°ivky kruºnice (nebo ²roubovice), ale spirály.

Obrázek 46: Elektrony a pozitrony v magnetickém poli.
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P°. 8.2.

Zadání: Uvaºujte kruhovou proudovou smy£ku ve vn¥j²ím homogenním magnetickém poli.
Nech´ normála ke smy£ce uzavírá s vektory magnetické indukce

−→
B úhel θ. Jak velký moment

síly p·sobí na smy£ku?

dS

B

θ
dl z

y

x

Obrázek 47: Proudová smy£ka v magnetickém poli.

�e²ení: Uvaºujme, ºe kruhová smy£ka leºí v rovin¥ xy a vektory magnetické indukce v ro-
vin¥ xz a s osou z svírají úhel θ � viz obrázek 47. Polohový vektor smy£ky je−→
l = (R cosϕ,R sinϕ, 0) . Element tohoto vektoru se rovná d

−→
l = (−R sinϕ,R cosϕ, 0) dϕ.

Magnetické pole sm¥°uje ve sm¥ru
−→
B = (−B sin θ, 0, B cos θ) , kde B zna£í velikost vektoru

magnetické indukce. Z Lorentzovy síly (47) jasn¥ vyplývá, ºe na element vodi£e p·sobí ele-
ment síly d

−→
F = Id

−→
l ×

−→
B. Moment sil pak zapí²eme jako

−→
M =

∫ −→r × d
−→
F , kde −→r ≡

−→
l

odpovídá polohovému vektoru kruhu, kde po£átek sou°adnicové soustavy se nachází na ose
rotace. Dosazením do vzorc· získáme

−→
M = I

∫ −→
l ×

(
d
−→
l ×
−→
B
)

=

= I

2π∫
0

(R cosϕ,R sinϕ, 0)× [(−R sinϕ,R cosϕ, 0)× (−B sin θ, 0, B cos θ)] dϕ =

= IBR2

2π∫
0

(cosϕ, sinϕ, 0)× (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ, cosϕ sin θ) dϕ =

= IBR2

2π∫
0

(
sinϕ cosϕ sin θ,− cos2 ϕ sin θ, 0

)
dϕ =

= IBR2 sin θ

2π∫
0

(
sinϕ cosϕ,− cos2 ϕ, 0

)
dϕ =

= −IBR2 sin θ

(
1

2
cos2 ϕ,

1

2

[
ϕ+

1

2
sin (2ϕ)

]
, 0

)2π

0

=
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= −IBR2 sin θ (0, π, 0) = −IBπR2 sin θ (0, 1, 0) = −IBS sin θ (0, 1, 0) = I
−→
S ×

−→
B.

Z výsledku vidíme, ºe moment síly je úm¥rný vektorovému sou£inu plochy kruhové smy£ky−→
S = (0, 0, S) (orientované pomocí normály) a vektoru magnetické indukce.

Moment síly v na²em p°ípad¥ sm¥°uje v sm¥ru osy y, která se tak stává osou otá£ení
smy£ky. Moment se snaºí smy£ku oto£it tak, aby rovina smy£ky byla kolmá na pole a aby
magnetické induk£ní £áry generované smy£kou a vn¥j²ím polem sm¥°ovaly stejným sm¥rem.

Komentá°: �tená° m·ºe zkontrolovat, ºe síla p·sobící na krouºek se rovná

−→
F = −

2π∫
0

I
−→
B × d

−→
l = IBR

2π∫
0

(cosϕ cos θ, sinϕ cos θ,− cosϕ sin θ) dϕ =
−→
0 .

8.2 Magnetický moment

Klasická mechanika de�nuje moment hybnosti hmotného bodu jako
−→
L = m−→r × d−→r

dt
, kde −→r

je polohový vektor a m je hmotnost hmotného bodu.
Uvaºujme £ástice o celkové hmotnosti M , které se pohybují stejnou velikostí rychlosti v a

ve stejném sm¥ru po kruºnici o polom¥ru R v jejímº st°edu se nachází po£átek sou°adnicové
soustavy. Velikost momentu hybnosti £ástice je dána vztahem L = MvR.

V p°íkladu (8.2) jsme vypo£etli, ºe moment síly p·sobící na proudovou kruhovou smy£ku
o polom¥ru R je

−→
M = I

−→
S ×

−→
B. Ozna£me I

−→
S ≡ −→µ , kde µ se nazývá magnetický moment.

Uvaºujme, ºe proud ve smy£ce zprost°edkovávají náboje Q, které celou kruhovou smy£kou
projdou za £as ∆T. Magnetický moment pak lze upravit do tvaru

µ = SI = πR2 Q

∆T
=

o

∆T
Q
R

2
= vQ

R

2
= L

Q

2M
,

kde o = 2πR je obvod kruºnice. Z vý²e uvedeného je tedy z°ejmé, ºe magnetický moment je
úm¥rný momentu hybnosti.

Kvantová mechanika stanovuje, ºe existuje minimální moºný moment hybnosti, který je
roven Planckov¥ konstant¥ ~. Uvaºujeme-li nabitou hmotnou £ástici, kup°íkladu elektron, pak

její magnetický moment je roven práv¥ µB =
q~
2m

, kde m je hmotnost £ástice a q její náboj.
µB se nazývá Bohr·v magneton.

8.3 Gauss·v zákon pro magnetické pole

V druhé kapitole jsme uvedli Gauss·v zákon (10) a (18), který dával do souvislosti zdroj
elektrického pole, hustotu náboje a samotné elektrické pole. Tyto rovnice si lze p°edstavit
tak, ºe uzav°eme-li náboje pod my²lenou plochu, z této plochy budou vycházet vektory elek-
trické intenzity. Pole podle toho nazýváme rozbíhavé (divergentní). Uvaºujme nyní namísto
elektrického pole magnetické. P°edpokládejme speciální magnetický náboj (takzvaný magne-
tický monopól), jenº by generoval divergentní magnetické pole. Logicky by musel platit stejný
Gauss·v zákon i pro pole magnetické. Problém v²ak tkví v tom, ºe p°i ºádném experimentu se
nikdy takový náboj nepoda°ilo detekovat. Jinými slovy m·ºeme °íci, ºe pro sou£asnou fyziku
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je magnetický náboj vºdy nulový. Gauss·v zákon pro magnetické pole m·ºeme zapsat
v diferenciálním a v integrálním tvaru jako

−→
∇ ·
−→
B = 0,

∮ −→
B · d

−→
S = 0. (48)

První rovnice °íká, ºe magnetické pole není divergentní a ºe magnetické induk£ní £áry musí
být vºdy uzav°ené k°ivky. Druhá rovnice zase °íká, ºe máme-li uzav°enou plochu, magnetické
induk£ní £áry vbíhající do této plochy z ní i na jiném míst¥ vybíhají.

Na rozdíl od monopólu, magnetický dipól existuje a pozoruje se. Vytvá°í ho proudová
smy£ka (nikoliv dva monopoly - N a S podobn¥ jako u elektrického pole). Jako p°íklad mag-
netického dipólu uve¤me ty£ový magnet pozorovaný z velké vzdálenosti. Pokud bychom jej
rozp·lili, výsledkem jsou dv¥ dipólová pole. To funguje aº na strukturu elementární. Pozoro-
vané elementární £ástice mají magnetický dipólový moment.

8.4 Ampér·v zákon v diferenciálním tvaru

Vysv¥tlili jsme si jak magnetické pole p·sobí, ale doposud jsme neodpov¥d¥li na otázku, jak
se magnetostacionární pole generuje. Obrázek 45 ukazuje, jak se magnetické pole obtá£í okolo
proudu, nebo lépe okolo vektoru hustoty proudu

−→
j . Z p°edchozího textu vyplývá, ºe rotace

magnetického pole bude úm¥rná vektoru hustoty proudu
−→
∇ ×

−→
B = µ0

−→
j , (49)

kde µ0 p°edstavuje konstantu úm¥rnosti, která se nazývá permeabilita vakua
(µ0 = 1, 26 · 10−6H ·m−1). Vektor hustoty proudu vytvá°í okolo sebe magnetické pole, jenº jej
obtá£í.

Pojem magnetostacionární jsme uvedli z d·vodu, ºe by´ magnetické pole m·ºe být nezávislé
na £ase, tak jej lze budit pohybujícími se nestatickými náboji. Statické magnetické pole se
nazývá pole buzené permanentním magnetem.

Zobecn¥me rovnici (49) nikoli pouze na magnetostacionární podp°ípad. Uvaºujme £asov¥
závislé elektrické pole

−→
E . Pro elektrické pole platí Gauss·v zákon (10). Dosadíme-li hustotu

náboje v Gaussov¥ zákon¥ do rovnice kontinuity, obdrºíme

0 =
−→
∇ · −→j +

∂%

∂t
=
−→
∇ · −→j + ε0

−→
∇ · ∂

−→
E

∂t
⇒ −→j + ε0

∂
−→
E

∂t
=
−→
∇ ×

−→
f .

Funkce
−→
f je integra£ní vektorová funkce, která spl¬uje

−→
∇ ·
−→
f = 0. Srovnáme-li získaný

výsledek s Ampérovým zákonem je z°ejmé, ºe vektorová funkce je práv¥ vektor magnetické
indukce

−→
B = µ0

−→
f . Výsledná rovnice se nazývá Ampér·v zákon

−→
∇ ×

−→
B = µ0

−→
j + µ0ε0

∂
−→
E

∂t
. (50)

Ve skute£nosti se nepoda°ilo nalézt Ampérovi tento zákon v kompletním tvaru. �asovou deri-
vaci elektrické intenzity doplnil pozd¥ji aº James Clerk Maxwell (1831 � 1879). Proto bychom
m¥li rovnici (50) nazývat p°esn¥ Ampér·v zákon s Maxwellovou korekcí, nebo roz²í°ený Am-
pér·v zákon. Pro stru£nost v²ak v dal²ím textu budeme v¥t²inou uvád¥t pouze "Ampér·v
zákon".

Ampér·v zákon (50) a Gauss·v zákon (10) spole£n¥ tvo°í první pár Maxwellových zdrojo-
vých rovnic. Druhý pár intuitivn¥ ozna£ujeme jako bezzdrojový jednodu²e proto, ºe neobsahuje
hustotu náboje % ani hustotu proudu

−→
j (my jsme zatím uvedli pouze rovnici

−→
∇ ·
−→
B = 0).
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8.5 Ampér·v zákon v integrálním tvaru

Gauss·v zákon jsme vyjád°ili v diferenciálním (10) i v integrálním (18) tvaru. Stejným zp·-
sobem m·ºeme nalézt v obou zmín¥ných tvarech i zákon Ampér·v. Uvaºujme integrál p°es
orientovanou plochu

−→
S , jím upravíme Ampér·v zákon (50) do tvaru∫ −→
∇ ×

−→
B · d

−→
S = µ0

∫
−→
j · d

−→
S + µ0ε0

∫
∂
−→
E

∂t
· d
−→
S .

Z p°ede²lého textu víme, ºe plo²ný integrál z proudové hustoty dává elektrický proud∫ −→
j · d
−→
S = I. Dále pouºijeme Stokesovu v¥tu

∮ −→
B · d−→r =

∫ −→
∇ ×

−→
B · d

−→
S . Integrál

∫ −→
E · d

−→
S

ozna£íme jako tok elektrické intenzity φE plochou S. Pouºitím t¥chto úprav získámeAmpér·v
zákon v integrálním tvaru ∮ −→

B · d−→r = µ0I + µ0ε0
dφE
dt

. (51)

Totální derivace je v rovnici (51) uvedena namísto parciální z d·vodu, ºe tok elektrické inten-
zity závisí jak na elektrické intenzit¥, tak na plo²e kterou prochází. Ob¥ tyto veli£iny mohou
být v obecném p°ípad¥ funkcemi £asu.

Je d·leºité, aby student tuto rovnici správn¥ interpretoval. Uve¤me si nyní n¥kolik podp°í-
pad·, jeº rovnici p°ekládají z jazyka matematiky do jazyka fyziky. Uvaºujme nap°íklad nulové
elektrické pole

−→
E (t) = 0 ⇒ φE(t) = 0. Z Ampérova zákona lze £íst, ºe máme-li nenulovou

hustotu proudu a nulové elektrické pole, pak v okolí hustoty proudu vzniká vírové magnetické
pole.

Uvaºujme nyní nulový proud I £i proudovou hustotu
−→
j . Vírové magnetické pole m·ºe

existovat i bez proudu nebo proudové hustoty. M¥jme op¥t uzav°enou k°ivku obepínající plochu
S. Podél této k°ivky existuje nenulové magnetické pole, pokud na plo²e dochází k £asové
zm¥n¥ elektrického toku. Magnetické pole se chová, jako kdyby obklopovalo skute£ný elektrický
proud. �asová zm¥na toku elektrického pole se také proto £asto nazývá posuvný proud. Jako
hezký p°íklad toho, kdy lze posuvný proud pozorovat, uve¤me nabíjející se kondenzátor.
Vezmeme-li uzav°enou k°ivku obkruºující plochu, kterou protíná vodi£ t¥sn¥ p°ed nabíjejícím
se kondenzátorem (viz obrázek 48), je z°ejmé, ºe díky proudu ve vodi£i musí podél této k°ivky
vznikat vírové magnetické pole. O kousek vedle plochu jiº neprotíná vodi£, nachází se mezi
deskami kondenzátoru, který tím, jak se nabíjí, vytvá°í zv¥t²ující se elektrické pole. Zde je
zdrojem magnetického pole práv¥ m¥nící se elektrické pole.

I

E(t)

++ ++

B B

Obrázek 48: Uzav°ené k°ivky v blízkosti desek kondenzátoru.
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Pro t°etí podp°ípad uvaºujme sféricky rozloºené náboje, nap°íklad v balónku. P°edpo-
kládejme, ºe balónek je ze v²ech stran d¥ravý, takºe na povrchu nám budou náboje sféricky
unikat. Uvaºujme dále £ást plochy povrchu balónku, z níº budou sm¥°ovat vektory elektrické
intenzity ven (£i dovnit° � v závislosti na znaménku náboje). Jak budou plochou náboje unikat
(plochou pote£e elektrický proud), v balónku se bude zmen²ovat náboj a následn¥ s ním také
elektrické pole, a tok elektrické intenzity plochou S. Zm¥na toku vyjde záporná v závislosti
na proudu odná²ejícím náboj.

Samoz°ejm¥ v obecném p°ípad¥ bereme v úvahu v²echny t°i sloºky Ampérova zákona.

P°. 8.3.

Zadání: M¥jme dva nekone£n¥ dlouhé rovnob¥ºné vodi£e ve vzdálenosti r. Jakou silou se
p°itahují, protéká-li jimi proud I?

�e²ení: Nejprve uvaºujme pouze jeden lineární vodi£. Okolo tohoto vodi£e p°edpoklá-
dejme my²lenou kruºnici, v jejímº st°edu se vodi£ nachází (vodi£ je orientován kolmo v·£i
rovin¥, na níº kruºnice leºí). Díky symetrii a nedivergentnosti magnetického pole musí být
vektory magnetické indukce ve v²ech bodech kruºnice stejn¥ velké a ke kruºnici te£né. Jsou-li
ke kruºnici te£né, p·jde skalární sou£in vektor· nahradit

−→
B ·d−→r = Bdr. Je-li B po celé kruº-

nici konstantní, lze jej vytknout p°ed integrál. Integrál p°es uzav°enou k°ivku se rovná délce
k°ivky

∮
dr = l = 2πr, kde l zna£í délku k°ivky a r polom¥r kruºnice. Pokud bude spln¥na

podmínka te£nosti ke k°ivce a konstantnosti velikosti magnetické indukce, lze Ampér·v zákon
s nulovým elektrickým polem zapsat ve tvaru

Bl = µ0I. (52)

V p°ípad¥ p°ímého vodi£e se magnetické pole v jeho okolí díky rovnici (52) rovná

B = µ0
I

2πr
.

Ze vztahu pro Lorentzovu sílu víme, ºe pokud magnetické pole svírá s p°ímým vodi£em o délce
L pravý úhel, velikost síly p·sobící na vodi£ vyjád°íme ve tvaru

F = ILB =
µ0I

2L

2πr
.

P°. 8.4.

Zadání: M¥jme dlouhou cívku (solenoid). Ur£ete magnetické pole hluboko uvnit° cívky
a na konci cívky, protéká-li cívkou proud I.

B
j

j
a

Obrázek 49: Cívka.
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�e²ení: �ez cívkou vykresluje obrázek 49. Oranºový obdélník p°edstavuje my²lenou k°ivku,
podél které zkoumáme magnetické pole. Uvaºujeme-li solenoid nekone£n¥ dlouhý, m·ºeme
magnetické pole venku oproti poli uvnit° zanedbat. Uváºíme-li libovolnou uzav°enou k°ivku
leºící mimo solenoid, tak skrze tuto k°ivku pote£e nulový proud (zanedbáme-li proud ve sm¥ru
solenoidu) a magnetické pole mimo solenoid musí být nulové. Uvnit° je magnetické pole ori-
entováno rovnob¥ºn¥ s cívkou (viz zakreslený vektor magnetické indukce). Uváºíme-li svislé
strany obdélníku, skalární sou£in t¥chto úsek· s vektory magnetické indukce se rovná nule
práv¥ kv·li kolmosti vektor·

−→
B na tyto úseky. Jediným p°ispívajícím úsekem z·stane vnit°ní

horizontální strana o délce a, ta, která je s magnetickým polem rovnob¥ºná. Pro cívku platí

rovnice (52), tedy
∮ −→
Bd−→r =

a∫
0

Bdr = B
a∫
0

dr = Ba. Uzav°enou k°ivkou v²ak probíhá více neº

jeden vodi£. Celkem v sob¥ úsek o délce a uzavírá N vodi£·. Celkový proud pak odpovídá N
násobku proudu protékajícího cívkou. Takºe platí

B =
µ0IN

a
.

Ozna£íme-li si hustotu závit· η = N/a, lze magnetické pole uvnit° dlouhé cívky vyjád°it jako

B = µ0Iη. (53)

Toto magnetické pole vytvá°í v²echny závity. Jak ale ukázal p°ede²lý p°íklad, vzdálen¥j²í
závity p·sobí mnohem mén¥ neº ty blízké. P°edstavme si, ºe cívku roz°ízneme v p·li a jednu
p·lku p°esuneme na opa£ný konec druhé z cívek. Roz°ízneme-li cívku na p·l a jednu z p·lek
odejmeme, logicky z toho díky principu superpozice vyplývá, ºe magnetické pole v bod¥ °ezu
je polovi£ní. P°esuneme-li od°íznutou p·lku na druhou stranu, bude ona p·lka p°i dostate£né
délce solenoidu velmi daleko (od bodu °ezu) a její p°ísp¥vek budeme moci zanedbat. Na okraji
dlouhé cívky p·sobí polovi£ní magnetické pole neº uprost°ed.

Reálné pole cívky (solenoidu) vykresluje obrázek 50.

Obrázek 50: Magnetické pole v blízkosti reálných cívek.

P°. 8.5.

Zadání: Vy²et°ete pole uvnit° a vn¥ toroidu.
�e²ení: Nákres toroidu m·ºete vid¥t na obrázku 51. Uvaºujme kruºnici se st°edem ulo-

ºeným ve st°edu toroidu. P°ípad lze rozd¥lit na t°i moºnosti.
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Obrázek 51: Toroid.

• Kruºnice je men²í neº vnit°ní £ásti toroidu (k°ivka 1). Pak neobjímá ºádné proudy
a i magnetické pole na této kruºnici bude nulové.

• Kruºnice je v¥t²í neº vn¥j²í £ásti toroidu (k°ivka 3). Kruºnice objímá vodi£e vcházející do
roviny kruºnice a stejný po£et vodi£· vycházejících. Sou£et v²ech proud· vyjde nulový.
Pak je magnetické pole podél kruºnice op¥t nulové.

• Kruºnice je uvnit° toroidu (k°ivka 2) a objímá N vodi£·, kde N vyjad°uje po£et závit·.

Vn¥ toroidu je pole nulové. Uvnit°, dle Ampérova zákona, rovnice (52) platí

Bl = µ0NI.

Pro délku my²lené kruºnice l = 2πr, kde r ozna£uje polom¥r kruºnice, se velikost magnetické
indukce rovná

B =
µ0NI

2πr
(54)

P°. 8.6.

Zadání: Uvaºujme deskový kondenzátor tvaru dvou rovnob¥ºných kruh· o polom¥ru R.
Vzdálenost desek kondenzátoru p°edpokládejme mnohem men²í neº jejich velikost. Konden-
zátory se nabíjejí proudem I. Vy²et°ete magnetické pole mezi deskami kondenzátoru.

�e²ení: M¥jme my²lenou kruºnici o polom¥ru r << R, která se nachází mezi deskami
kondenzátoru, její rovina s nimi leºí rovnob¥ºn¥ a její st°ed se nachází na spojnici st°ed·
kruhových desek kondenzátoru. Je logické, ºe díky symetrii a nedivergentnosti magnetického
pole z·stane na my²lené kruºnici velikost vektoru magnetické indukce konstantní a sm¥r mag-
netické indukce bude ke kruºnici te£ný. Pod kruºnicí vyjde elektrický proud nulový. Rostoucí
elektrické pole v²ak vyvolá proud posuvný, platí∮ −→

B · d−→r = µ0ε0
dφE
dt
⇒ lB = µ0ε0S

∂E

∂t
,
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kde l = 2πr ozna£uje délku my²lené k°ivky, S = πr2 plochu, kterou k°ivka uzavírá, a E
zase velikost vektoru elektrické intenzity, které mí°í kolmo na plochu S, proto lze skalární
sou£in vektor· (intenzity a normály k plo²e) nahradit sou£inem dvou skalár· (stejný argument
platí pro vektor magnetické indukce). Jak jsme si uvedli, elektrická intenzita pro deskový

kondenzátor se rovná E =
Q

Skε0
, kde Sk = πR2 odpovídá plo²e celého kondenzátoru. Zm¥na

náboje v £ase vytvá°í proud, platí

B =
Sµ0
Skl

∂Q

∂t
=

µ0r

2πR2
I.

Se zv¥t²ující se vzdáleností od centra magnetické pole nar·stá. Pokud bychom uvaºovali ideální
kondenzátor (coº znamená, ºe p°esn¥ za hranicí r = R by elektrické pole zmizelo), byla by
pak na této hranici magnetická indukce B =

µ0
2πR

I stejná jak ve vzdálenosti R od vodi£e

nesoucího proud I. S rostoucí vzdáleností by pak magnetické pole klesalo podle B =
µ0
2πr

I.

Magnetická indukce má ve velké vzdálenosti od nabíjejícího se kondenzátoru stejný pr·b¥h
jako magnetická indukce v blízkosti lineárního vodi£e.

Komentá°: �í°ení energie v elektromagnetickém poli popisuje Poynting·v vektor de�-

novaný vztahem
−→
S =

1

µ0

−→
E ×

−→
B. Uvaºujeme-li mezi deskami kondenzátoru vektor elek-

trické intenzity ve tvaru
−→
E = (0, 0,

Q(t)

πR2ε0
) a tomu odpovídající vektor magnetické indukce

−→
B =

µ0I(t)

2πR2
(−y, x, 0). Poynting·v vektor je roven

−→
S =

Q(t)I(t)

2π2R4ε0
(−x,−y, 0) =

1

4π2R4ε0
(−x,−y, 0)

d
(
Q(t)2

)
dt

.

Poynting·v vektor p°i nabíjení kondenzátoru (zv¥t²ování kvadrátu náboje na deskách) mí°í
sm¥rem do osy symetrie kondenzátoru. Energie elektromagnetického pole te£e sm¥rem dovnit°
kondenzátoru. Energie nabíjejícího se kondenzátoru roste.

P°íklady k procvi£ení 8.1.

Uvaºujte dlouhý vodi£ válcového tvaru o polom¥ru R protékaný proudem o velikosti prou-
dové hustoty j = kr, kde r je radiální vzdálenost od osy vodi£e. Ur£ete velikost vektoru
magnetické indukce uvnit° i mimo vodi£.

P°íklady k procvi£ení 8.2.

Uvaºujte nabitou dlouhou ty£ válcového tvaru o polom¥ru R s konstantní hustotou ná-
boje %0. Ty£ je rozto£ena kolem osy symetrie úhlovou rychlostí ω. Ur£ete velikost vektoru
magnetické indukce uvnit° ty£e v závislosti na radiální vzdálenosti od osy ty£e.

P°íklady k procvi£ení 8.3.

Uvaºujte nabitou dlouhou ty£ válcového tvaru o polom¥ru R s hustotou náboje
% = k (R− r) , kde r je radiální vzdálenost od osy ty£e. Ty£ je rozto£ena kolem osy symetrie
úhlovou rychlostí ω. Ur£ete velikost vektoru magnetické indukce uvnit° ty£e v závislosti na
radiální vzdálenosti od osy ty£e.
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P°íklady k procvi£ení 8.4.

Uvaºujte nekone£n¥ dlouhý vodivý válec o polom¥ru R1. Do tohoto válce je vyvrtána
válcová dutina o polom¥ru R2 (viz obrázek 52). Osy obou válc· jsou rovnob¥ºné, ale nikoli
totoºné. Jejich vzdálenost je a, kde a + R2 < R1. Vypo£t¥te velikost vektoru magnetické
indukce uvnit° dutiny na spojnici obou os ve chvíli, kdy válcem protéká proud s konstantní
hustotou proudu j. Radiální vzdálenost od st°edu vodivého válce (uvaºujte na spojnici os)
je r.

R₁ R₂

a

r

j

Obrázek 52: Vodi£ s válcovou dutinou.

P°íklady k procvi£ení 8.5.

Uvaºujte v rovin¥ xy nekone£n¥ velkou vodivou tenkou desku, kterou protéká proud ve
sm¥ru osy x. Délková hustota proudu je i (proud je I = iL, kde L je délka v rovin¥ xy ve
sm¥ru y). Ur£ete vektor magnetické indukce v závislosti na vzdálenosti od roviny.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 198-205, 216-219
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 2, 2001: str. 224-240
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 236-245, 247-255, 266-282
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 29, 30, 32

87



9 Biot·v�Savart·v zákon.

9.1 Biot·v�Savart·v zákon a vektorový potenciál.

V úvodních kapitolách jsme uvedli Gauss·v zákon (10) a nalezli jsme jeho °e²ení (pro vektor
elektrické intenzity

−→
E ) ve tvaru rovnice (9). Podobným zp·sobem jsme se seznámili s Poisso-

novu rovnicí (17) a s jejím °e²ením pro potenciál ϕ ve tvaru (16). Pomocí Ampérova zákona
(50) (pro statické elektromagnetické pole) nalezneme proudovou hustotu

−→
j , známe-li p°esný

tvar magnetického pole. Jak ale najdeme °e²ení pro vektor magnetické indukce
−→
B ze znalosti

proudové hustoty?
Pro nalezení °e²ení nám bude nápomocný Gauss·v zákon pro magnetické pole

−→
∇ ·
−→
B = 0.

Vzpomeneme-li si na matematickou identitu
−→
∇ · (

−→
∇ ×

−→
A ) = 0, pak m·ºeme nahradit vektor

magnetické indukce rotací nového vektoru
−→
∇ ×

−→
A =

−→
B. Divergence magnetické indukce je

pak nulová identicky. Pouºitím tohoto nového výrazu zm¥níme Ampér·v zákon (pro
∂
−→
E

∂t
= 0)

do tvaru
−→
∇ × (

−→
∇ ×

−→
A ) = µ0

−→
j . Z d°ív¥j²ích výpo£t· víme, ºe platí

−→
∇ × (

−→
∇ ×

−→
A ) ≡

−→
∇
(−→
∇ ·
−→
A
)
−∆
−→
A. K nov¥ vytvo°ené vektorové funkci

−→
A smíme p°i£íst gradient funkce f, aniº

by se magnetické pole zm¥nilo:
−→
B =

−→
∇×
−→
A =

−→
∇×
−→
A+
−→
∇×
−→
∇f, protoºe

−→
∇×
−→
∇f = 0. Funkce

f se nazývá kalibra£ní funkce. Vektorová funkce
−→
A je díky kalibra£ní funkci nejednozna£ná.

Zm¥nou
−→
A o gradient libovolné funkce se

−→
B, které je fyzikáln¥ m¥°itelnou veli£inou, nezm¥ní.

Zm¥ní se v²ak divergence vektorového pole
−→
∇
−→
A na

−→
∇
−→
A + ∆f. Protoºe m·ºeme f vybrat

libovoln¥, zvolme jej práv¥ tak, aby platilo
−→
∇
−→
A = 0. Ampér·v zákon (49) (v elektrostatickém

podp°ípadu) se tímto zm¥ní do tvaru

−∆
−→
A = µ0

−→
j . (55)

Pozorný £tená° si jist¥ v²imne podobnosti mezi touto rovnicí a potenciálem ϕ v Poissonov¥
rovnici (17), jejímº °e²ením byla rovnice (16). Díky analogii m·ºeme nalézt °e²ení rovnice (55)
ve tvaru

−→
A (−→r ) =

µ0
4π

∫ −→
j (−→r ′) dV ′

|−→r −−→r ′|
. (56)

Vektor
−→
A nyní z d·vod·, jeº jsou z°ejmé, m·ºeme nazvat vektorový potenciál.

Stejn¥ jako v p°ípad¥ výpo£tu elektrické intenzity zd·razn¥me, ºe
−→
A (−→r ) je funkcí ne£árko-

vaných sou°adnic, na rozdíl od
−→
j (−→r ′), která je funk£n¥ závislá na £árkovaných sou°adnicích,

p°es které integrujeme.
Vektor magnetické indukce pak vypo£teme

−→
B =

µ0
4π

−→
∇ ×

∫ −→
j dV ′

|−→r −−→r ′|
.

Operátor
−→
∇ p°esuneme dovnit° integrálu. P°ipome¬me identitu (viz p°íklady na doma 1.4)

−→
∇ ×

(−→
j f
)

= f · (
−→
∇ × −→j ) +

(−→
∇f
)
× −→j , kde f =

1

|−→r −−→r ′|
. Operátor

−→
∇ je operátorem

ne£árkovaných sou°adnic, takºe
−→
∇ × −→j = 0. Z p°edchozích kapitol víme, ºe platí rovnost

−→
∇ 1

|−→r −−→r ′|
= −

−→r −−→r ′

|−→r −−→r ′|3
. Dosazením vý²e uvedených výraz· a pouºitím −→a ×

−→
b = −

−→
b ×−→a
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obdrºíme
−→
B =

µ0
4π

∫ −→
j × (−→r −−→r ′) dV ′

|−→r −−→r ′|3
. (57)

Tato rovnice je °e²ením Ampérova zákona (50) (s magnetostacionárním polem).
Te£e-li proud I v tenkém vodi£i, je sm¥r elementu vodi£e stejný jako sm¥r proudové hustoty

d−→r ′ ‖ −→j ⇒ d−→r ′ = −→n dr′,
−→
j = −→n j.

Výraz uvnit° integrálu pozm¥níme na

−→
j ×

(−→r −−→r ′) dV ′ =
−→
j ×

(−→r −−→r ′) (d−→r ′ · d
−→
S ′
)

= −→n ×
(−→r −−→r ′) (−→n · d−→S ′) jdr′ =

= d−→r ′ ×
(−→r −−→r ′) (−→j · d−→S ′) = d−→r ′ ×

(−→r −−→r ′) dI = −
(−→r −−→r ′)× d−→r ′dI

V rovnici (57) ºádný jiný £len není funkcí I, a proto lze pouºít
∫

dI = I. S t¥mito úpravami
lze rovnici (57) zm¥nit do tvaru

−→
B = −µ0

4π

∫
I (−→r −−→r ′)× d−→r ′

|−→r −−→r ′|3
. (58)

P°ipome¬me si je²t¥ jednou význam jednotlivých £ástí v Biotov¥�Savartov¥ zákonu.

Význam veli£iny Veli£ina
Proud (pro rozv¥tvující se vodi£ závisí na poloze zdroje) I (−→r ′)

Vektor proudové hustoty (závisí na poloze zdroje)
−→
j (−→r ′)

Polohový vektor studovaného bodu −→r
Polohový vektor zdroje pole −→r ′

Vektorový element zdroje (slouºí k integraci p°es zdroj) d−→r ′
Vzdálenost studovaného bodu od zdroje |−→r −−→r ′|

Tabulka 3: Význam £len· v Biotov¥�Savartov¥ zákonu.

P°. 9.1.

Zadání: Uvaºujte kruhovou smy£ku o polom¥ru R, kterou protéká proud I. Jaká je mag-
netická indukce podél p°ímky kolmé na rovinu kruºnice, procházející st°edem kruºnice (viz
obrázek 53 a))?

�e²ení: Vzhledem k tomu, ºe elektrický proud te£e pouze skrze tenký vodi£ ve tvaru kru-
hové smy£ky, pouºijeme rovnici (58). Proud I uvaºujeme podél celé smy£ky konstantní. Pro
výpo£et je pot°eba správn¥ zvolit sou°adnicovou soustavu. Uvaºujme, ºe proudová smy£ka
se nachází v rovin¥ xy a p°ímka, kde magnetické pole studujeme, leºí na ose z. Polohový
vektor bodu, kde magnetické pole studujeme, vyjád°íme ve tvaru −→r = (0, 0, z) . Polohový
vektor zdroje, který leºí na kruºnici, je −→r ′ = (R cosϕ′, R sinϕ′, 0) , kde ϕ′ ∈ (0; 2π) je sou°ad-
nice na kruºnici, jeº k°ivku parametrizuje. Diferenciál tohoto polohového vektoru vyjád°íme
d−→r ′ = (−R sinϕ′, R cosϕ′, 0) dϕ′. Dosazením do £len· v rovnici (58) obdrºíme∣∣−→r −−→r ′∣∣2 = R2 cos2 ϕ′ +R2 sin2 ϕ′ + z2 = R2 + z2,

89



x

y

z

r´

r

j

φ

dB

x

y

r´

j

Obrázek 53: a) Kruhová proudová smy£ka. b) Vektory sm¥ru proudu v rovin¥ xy.

−
(−→r −−→r ′)×d−→r ′=

(
R cosϕ′, R sinϕ′,−z

)
×
(
−sinϕ′, cosϕ′,0

)
Rdϕ′=

(
zR cosϕ′, zR sinϕ′,R2

)
dϕ′,

−→
B =

µ0I

4π

2π∫
0

(
zR cosϕ′, zR sinϕ′, R2

)
dϕ′

(R2 + z2)3/2
=

=
µ0I

4π (R2 + z2)3/2

 2π∫
0

zR cosϕ′dϕ′,

2π∫
0

zR sinϕ′dϕ′,

2π∫
0

R2dϕ′

 =

=
µ0I

4π (R2 + z2)3/2
(
zR sinϕ′|2π0 ,−zR cosϕ′|2π0 , R2ϕ′|2π0

)
=

=
µ0I

4π (R2 + z2)3/2
(
0, 0, 2πR2

)
=

µ0I

2 (R2 + z2)3/2
(
0, 0, R2

)
.

Pokud z = 0, pak
−→
B =

µ0I

2R
(0, 0, 1) .

Komentá°: Ukaºme si, ºe stejný výsledek obdrºíme i v p°ípad¥, aplikujeme-li k výpo£tu
rovnici (57). Klí£ové p°i tomto výpo£tu bude správn¥ sestavit vektor hustoty proudu. Pakliºe se
náboje pohybují pouze v tenkém vodi£i, pouºijeme delta-funkce. Vodi£ ve tvaru kruhu o polo-
m¥ru R umíst¥ný do roviny xy popí²eme dv¥ma delta-funkcemi δ (r′ −R) , δ (z′) . Jednotkový
vektor mající sm¥r proudové hustoty je (− sinϕ′, cosϕ′, 0) � viz obrázek 53. Proudovou hustotu
vyjád°íme ve tvaru

−→
j = Iδ (r′ −R) δ (z′) (− sinϕ′, cosϕ′, 0) . Objemový element ve válcových

sou°adnicích nabývá tvaru dV ′ = dx′dy′dz′ = r′dr′dϕ′dz′.
Dosazením do £len· v rovnici (57) obdrºíme

−→
j ×

(−→r −−→r ′) = Iδ
(
r′ −R

)
δ
(
z′
) (
z cosϕ′, z sinϕ′, R

)
,

−→
B =

µ0
4π

∫
Iδ (r′ −R) δ (z′) (z cosϕ′, z sinϕ′, R) r′dr′dϕ′dz′

(R2 + z2)3/2
=

=
µ0I

4π (R2 + z2)3/2

∫
δ
(
r′ −R

)
δ
(
z′
) (
z cosϕ′, z sinϕ′, R

)
r′dr′dϕ′dz′ =
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=
µ0I

4π (R2 + z2)3/2

∫ (
z cosϕ′, z sinϕ′, R

)
Rdϕ′ =

=
µ0I

4π (R2 + z2)3/2
(
0, 0, 2πR2

)
=

=
µ0I

2 (R2 + z2)3/2
(
0, 0, R2

)
.

Je evidentní, ºe oba výsledky se shodují.

P°. 9.2.

Zadání: Vypo£t¥te magnetické pole v bod¥ P, který je ve vzdálenosti a od proudové úse£ky
o délce b (viz obrázek 54).

P

b

a

Obrázek 54: Proudová úse£ka

�e²ení: Kv·li absenci válcové symetrie pouºijeme Biot·v�Savart·v zákon a nikoli Am-
pér·v zákon. Jestliºe umístíme proudovou úse£ku na osu x a bod P na osu y, lze vzdálenost
bodu P od libovolného bodu na úse£ce vyjád°it jako∣∣−→r −−→r ′∣∣2 = x′2 + a2,

vektorov¥ pak
−→r −−→r ′ =

(
−x′, a, 0

)
.

Element polohového vektoru zdroje nabývá tvaru d−→r ′ = (dx′, 0, 0) . Integra£ní interval pak
bude (x1;x2) , kde x2 − x1 = b. Dosazením pak získáme

−→
B = −µ0I

4π

x2∫
x1

(−x′, a, 0)× (dx′, 0, 0)

(x′2 + a2)3/2
=
µ0I

4π

x2∫
x1

(0, 0, adx′)

(x′2 + a2)3/2
=

=
µ0Ia

4π

[
(0, 0, x′)

a2 (x′2 + a2)1/2

]x2
x1

=
µ0I

4aπ

[
(0, 0, x2)(
x22 + a2

)1/2 − (0, 0, x1)(
x21 + a2

)1/2
]

=

=
µ0I

4aπ

 (0, 0, (x1 + b))(
(x1 + b)2 + a2

)1/2 − (0, 0, x1)(
x21 + a2

)1/2
 .

Z výsledku zji²´ujeme, ºe záleºí jak na délce proudové úse£ky, tak na vzdálenosti od okraje.

V p°ípad¥ x1 = −c, x2 = c a c→∞ se výsledek zm¥ní na

−→
B =

µ0I

4aπ

[
(0, 0, c)

(c2 + a2)1/2
+

(0, 0, c)

(c2 + a2)1/2

]
→ µ0I

2aπ
(0, 0, 1) .
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Tento výsledek je shodný s výsledkem magnetického pole v blízkosti nekone£n¥ dlouhého
vodi£e.

P°. 9.3.

Zadání: Uvaºujte proudovou úse£ku umíst¥nou na ose x ∈ (x1;x2). Ur£ete magnetickou
indukci v bod¥ P leºící op¥t na ose x.

�e²ení: Polohový vektor zdroje je −→r ′ = (x′, 0, 0) ⇒ d−→r ′ = (dx′, 0, 0) . Polohový vektor
bodu, kde chceme pole m¥°it, vyjád°íme ve tvaru −→r = (x, 0, 0) . Dle rovnice (58) platí(−→r −−→r ′)× d−→r ′ =

(
x− x′, 0, 0

)
×
(
dx′, 0, 0

)
=
−→
0 ⇒

−→
B = 0.

Komentá°: Leºí-li vodi£ na p°ímce (nebo jeho £ást) a na stejné p°ímce se nachází bod, ve
kterém studujeme magnetické pole, je p°ísp¥vek od vodi£e (£i jeho £ásti) k magnetickému poli
nulový. Proudová úse£ka uvedená v p°íklad¥ 9.2 je v zásad¥ nefyzikální. Proud musí n¥kudy
vtékat a n¥kudy vytékat. P°idáme-li v²ak k úse£ce proudové polop°ímky, které leºí na p°ímce
s bodem P vyjde magnetické pole stejn¥ jako v p°íkladu 9.2.

P°íklady k procvi£ení 9.1.

Uvaºujte vektorový potenciál ve tvaru
−→
A = e−kr

2−→r , kde r2 = x2+y2+z2 a −→r = (x, y, z) .

Vypo£t¥te vektor magnetické indukce
−→
B .

P°íklady k procvi£ení 9.2.

Uvaºujte kruhovou proudovou tenkou smy£ku o polom¥ruR, kterou protéká proud I (proud
te£e v matematicky kladném sm¥ru). Smy£ka leºí v rovinn¥ xy tak, ºe její st°ed se nachází
v bod¥ (0, 0, 0) . Vypo£t¥te vektorový potenciál na ose z. Pro výpo£et pouºijte rovnici (56).

P°íklady k procvi£ení 9.3.

Uvaºujte nekone£n¥ dlouhý lineární vodi£ protékaný proudem I. Ur£ete vektorový poten-
ciál v jeho blízkosti. Proud sm¥°uje ve sm¥ru osy z. Pro výpo£et pouºijte rovnici (56).

P°íklady k procvi£ení 9.4.

Uvaºujte £tvercovou vodivou smy£ku o délce hrany a leºící v rovinn¥ xy tak, ºe její st°ed
se nachází v bod¥ (0, 0, 0) . Vypo£t¥te vektor magnetické indukce na ose z. Proud te£e v ma-
tematicky kladném sm¥ru.

P°íklady k procvi£ení 9.5.

Uvaºujte kruhový tenký disk o plo²né hustot¥ náboje σ leºící v rovinn¥ xy tak, ºe jeho
st°ed se nachází v bod¥ (0, 0, 0) . Kruh rotuje úhlovou rychlostí ω kolem osy z. Vypo£t¥te
vektor magnetické indukce na ose z. Disk rotuje v matematicky kladném sm¥ru.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 205-216, 219-220
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 2, 2001: str. 242-256, 267-269
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 239-253
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: podkapitola 30.1
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�tvrtsemestrální písemná práce £. 3.

1. Spo£t¥te velikost vektoru magnetické indukce v blízkosti proudové úse£ky o délce a.
Úse£kou protéká konstantní proud I. Magnetické pole vypo£t¥te v bod¥ A, jenº je od
obou konc· úse£ky stejn¥ vzdálený a od st°edu úse£ky má vzdálenost z0. Zjist¥te, jestli
lze toto pole kolem bodu A reáln¥ vytvo°it, nakreslete obrázek, jak by musel reálný zdroj
vypadat.

Nápov¥da:
∫

(k + x2)−3/2dx =
x

k
(k + x2)−1/2. Pro kontrolu m·ºete poloºit a ≈ ∞

a srovnat s polem v okolí nekone£n¥ dlouhého vodi£e.

2. Vypo£t¥te proudy protékající obvodem na obrázku 1.: E1 = 2V, E2 = 7V, R1 = 1Ω,
R2 = 2Ω, R3 = 3Ω.

3. Koaxiálním kabelem (vnit°ní £ástí) protéká proud I = 2A, vn¥j²ím obalem protéká
opa£ný proud I = 1A (proud protéká opa£ným sm¥rem). Vypo£t¥te velikost magnetické
indukce mezi vnit°ní a vn¥j²í £ástí a mimo kabel. Uvaºujte vnit°ní £ást jako nekone£n¥
tenký a dlouhý vodi£ umíst¥ný na ose z a vn¥j²í obal jako nekone£n¥ tenkou a dlou-
hou válcovou plochu s polom¥rem R a se st°edem na ose z. Nakreslete závislost B na
vzdálenosti od osy z. Ovliv¬ování magnetického pole jinými zdroji zanedbejte.

4. Uvaºujte dv¥ dlouhé válcové cívky, jeº se na koncích (podstavami) dotýkají. Proud pro-
tékající závity ozna£te I a hustotu závit· (po£et závitu na jednotku délky cívky) jednot-
livých cívek η1 a η2. Jaká je velikost magnetické indukce v míst¥ dotyku cívek (my²leno
uvnit° válc·)?

Obr.1

R₂

ε₂ ε₁
I₁

I₂ I₃

R₁ R₃
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10 Faraday·v zákon, Maxwellovy rovnice, potenciály

10.1 Faraday·v zákon

Kdyº se v roce 1820 zjistilo, ºe elektrický proud vytvá°í magnetické pole, a o rok pozd¥ji, ºe
na vodi£ protékaný proudem v magnetickém poli p·sobí síla, vyskytla se otázka, zda nelze vy-
tvo°it magnetickým polem elektrický proud. První pokusy se provád¥ly magnetostacionárn¥.
Studovalo se, jestli v blízkosti vodi£· s vysokými proudy nevznikají v jiných vodi£ích nové
proudy díky p°ítomnosti magnetického pole. Tyto experimenty v²ak skon£ily neúsp¥chem. Aº
v roce 1840 anglický fyzik Michael Faraday objevil, ºe se elektrické jevy projevují pouze se
zm¥nou magnetického pole, nikoli jen s jeho p°ítomností. Te£e-li v jednom z vodi£· st°ídavý
proud, pak i ve vodi£i v jeho blízkosti lze nam¥°it st°ídavý proud. Podobným zp·sobem m·-
ºeme generovat proud ve vodi£i pomocí magnetu, který se pohybuje v jeho okolí. Hovo°íme
o indukovaných proudech (viz obrázek 55 a)).

ε

a b

I I I

Obrázek 55: Faradayovy pokusy.

Uvaºujme proudovou smy£ku £i cívku (n¥kolik smy£ek) p°ipojenou na zdroj st°ídavého

elektromotorického nap¥tí. Smy£ka ve svém okolí generuje st°ídavé magnetické pole
∂
−→
B

∂t
6= 0.

V blízkosti této smy£ky (nebo cívky) se nachází jiná uzav°ená smy£ka (viz obrázek 55 b)).
Experimenty ukázaly, ºe st°ídavé magnetické pole v druhé smy£ce indukuje elektromotorické
nap¥tí. Je dobré si uv¥domit, ºe indukované elektromotorické nap¥tí existuje v uzav°ené
k°ivce. Pohybem náboj· podél uzav°ené k°ivky m·ºeme vykonávat nebo získávat práci. Elek-
trické pole p°edstavuje v tomto p°ípad¥ pole nekonzervativní, platí

−→
∇ ×

−→
E 6= 0 (viz první

kapitola). Nejde v²ak o perpetuum mobile, energii dodává st°ídavý zdroj nap¥tí. Je-li smy£ka
vodivá, pak jí za p°ítomnosti nap¥tí protéká proud. Tento proud op¥t vytvá°í magnetické pole.

Ruský fyzik Heinrich Friedrich Emil Lenz zjistil, ºe indukovaný proud v druhé smy£ce
má takový sm¥r, ºe svým magnetickým polem p·sobí proti zm¥n¥ magnetického pole, jeº jej
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indukovala. Faraday·v zákon v diferenciálním tvaru lze zapsat

∂
−→
B

∂t
= −
−→
∇ ×

−→
E . (59)

Znaménko mínus se ve vzorci objevuje práv¥ díky Lenzovu zákonu.
Stejn¥ jako v p°ípad¥ elektrické intenzity m·ºeme de�novat pod uzav°enou k°ivkou mag-

netický induk£ní tok jako

φB =

∫ −→
B · d

−→
S .

Integrací Faradayova zákona (59) p°es plochu d
−→
S obdrºíme

dφB
dt

= −EI , (60)

kde E p°edstavuje indukované elektromotorické nap¥tí vzniklé ve smy£ce, které získáme díky
Stokesov¥ v¥t¥

EI =

∮ −→
E · d−→r =

∫ −→
∇ ×

−→
E · d

−→
S .

V rovnici (60) uvádíme totální derivaci namísto parciální. Je to z toho d·vodu, ºe magnetický
tok m·ºe být závislý jak na plo²e, tak na magnetickém poli. Ob¥ tyto veli£iny mohou být
funkcemi £asu.

P°. 10.1.

Zadání: Uvaºujte dlouhou cívku o N závitech, délce l a plo²e pr·°ezu S1, kterou protéká
proud Ic = I0 cosωt. Uvnit° této cívky se nachází homogenní magnetické pole. Do této cívky
vloºíme kovový krouºek jenº obepíná plochu S2 < S1 (normála k plo²e krouºku je rovnob¥ºná
s vektory magnetické indukce) � viz obrázek 56. Odpor krouºku uvaºujte R. Jaký proud te£e
krouºkem a jakou silou p·sobí cívka na krouºek? Uvaºujte pouze vý²e zmín¥né vlivy (zane-
dbejte vlivy magnetického pole vytvo°eného proudem indukovaným v krouºku samotném).
Toho lze docílit nap°íklad zvolením dostate£n¥ velkého R.

IC=I₀cosωt

N,l,S₁

S₂

Obrázek 56: Cívka s krouºkem.
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�e²ení: Jak jsme uvedli v p°edchozích kapitolách, uvnit° cívky platí B =
µ0IcN

l
. Dle

Faradayova zákona EI = −∂B
∂t
S2 = −∂Ic

∂t

µ0NS2
l

. Proud protékající smy£kou vypo£ítáme
z Ohmova zákona jako

Is = −∂Ic
∂t

µ0NS2
lR

=
µ0NS2ωI0 sinωt

lR
.

Nyní uvaºujme sílu p·sobící na krouºek. Ze vztahu pro Lorentzovu sílu víme, ºe platí
d
−→
F = Isd

−→
l ×

−→
B. P°edpokládejme, ºe pro daný okamºik magnetické pole sm¥°uje ve

sm¥ru z a kovový krouºek leºí v rovin¥ xy, tedy
−→
B = (0, 0, B) ,

−→
l = (Rk cosϕ,Rk sinϕ, 0) ,

d
−→
l = (−Rk sinϕ,Rk cosϕ, 0) dϕ, kde Rk zna£í polom¥r krouºku. Po dosazení obdrºíme

−→
F = Is

2π∫
0

(−Rk sinϕ,Rk cosϕ, 0)× (0, 0, B) dϕ = IsBRk

2π∫
0

(cosϕ, sinϕ, 0) dϕ = (0, 0, 0) .

Komentá°: Výsledná síla vyjde nulová. K tomu dojde proto, ºe magnetické pole uvnit°
dlouhé cívky je homogenní. Vloºíme-li jednoduchý feritový magnet (vytvá°ející pole podobné
dipólovému) do homogenního pole, také se nebude p°itahovat k jednomu z pól· (magnet se
v²ak nato£í díky momentu síly tím zp·sobem, aby severní pól sm¥°oval k jiºnímu a naopak).
Silové ú£inky se za£nou projevovat aº v p°ípad¥ pole nehomogenního, nap°íklad u okraje cívky.
Z obrázku 57 vidíme, ºe výsledná síla (po zintegrování p°es celý obvod) je nenulová teprve
v p°ípad¥ nehomogenního pole.

a)

b)

B

B

B

F

F F

F

B

B

B

Obrázek 57: Síla na proudový krouºek v a) homogenním a b) v nehomogenním magnetickém
poli.

P°. 10.2.

Zadání: Uvaºujme homogenní magnetické pole
−→
B = (0, 0,−B) pro x < 0 a nulové mag-

netické pole pro x > 0. V rovin¥ xy leºí £tvercová vodivá smy£ka s délkou hran a a s nezane-
dbatelným odporem R (viz obrázek 58). �tvercovou smy£ku vytahujeme konstantní rychlostí
−→v = (v0, 0, 0) z magnetického pole. Ur£ete výkon pot°ebný k vytáhnutí smy£ky.

�e²ení: Magnetický tok odpovídá v tomto p°ípad¥ zjednodu²enému vztahu φ = BS.
P°edpokládáme-li konstantní magnetické pole, pak zm¥na toku m·ºe být dána zm¥nou plochy.
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B
v

Obrázek 58: �tvercová vodivá smy£ka taºená z homogenního magnetického pole.

Uvaºujeme-li, ºe £tvercovou smy£ku vytahujeme z magnetického pole, m¥ní se pouze x-ová

sou°adnice, platí dφ = BdS = Badx. Indukované emn. ve smy£ce se rovná EI = −dφ

dt
=

−Ba∂x
∂t

= −Bav0. Proud je pak I = −Bav0
R

. Z obrázku 58 jasn¥ vidíme, ºe magnetické
pole p·sobí na horní £ást smy£ky stejn¥ velkou, ale opa£n¥ orientovanou silou jak na spodní
£ást smy£ky. Výsledná síla od t¥chto dvou p°ísp¥vk·, v p°ípad¥ pevného vodi£e, vyjde nulová.
Nenulový p°ísp¥vek získáme od svislé £ásti smy£ky, která je zano°ena v magnetickém poli. Síla
ve sm¥ru osy x bude rovna

F = IaB = −B
2a2v0
R

.

Znaménko mínus ukazuje, ºe síla mí°í proti sm¥ru vytahování. Vykonavatel práce musí p·sobit
silou proti této síle

−→
F v = −

−→
F . Výkon pak jednodu²e vypo£teme jako

P = v0Fv =
B2a2v20
R

.

Komentá°: Je evidentní, ºe vý²e uvedené skokové magnetické pole není fyzikáln¥ reálné.
P°echod od nenulového pole k nulovému musí být hladký, by´ m·ºe být velmi strmý.

10.2 Maxwellovy rovnice a potenciály

Nyní jsme si jiº uvedli v²echny Maxwellovy rovnice. Z historického hlediska byly vytvo°eny na
základ¥ pozorovaných fyzikálních jev·, nejde o vztahy odvozené z obecn¥j²ích princip·. Max-
wellovy rovnice popisují provázanost elektrického a magnetického pole, které ve skute£nosti
nelze uvaºovat odd¥len¥. Dochází tak k prvnímu sjednocení fyzikálních interakcí. Dále popisují
vztah mezi elektrickým polem, magnetickým polem a zdrojem ve form¥ proudu a náboje.
Tyto rovnice shrnuje tabulka 4. Dal²í d·leºité rovnice uvedené v tabulce p°edstavují rovnice
pro potenciály. Krom¥ Maxwellových rovnic a rovnic pro potenciály je uvedena v tabulce
také rovnice kontinuity, kterou lze odvodit práv¥ z Maxwellových rovnic (coº dokazuje jejich
fyzikální správnost) a vztahu pro Lorentzovu sílu, která popisuje p·sobení obou zmín¥ných
polí na £ástici o náboji q.

Potenciály uvedené v tabulce vypadají trochu jinak, neº jsme si doposud uvedli. V p°ede-
²lých kapitolách jsme de�novali vektorový a skalární potenciál jako

−→
E = −

−→
∇ϕ a

−→
B =

−→
∇×
−→
A.
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Maxwellovy rovnice v diferenciálním tvaru

Zdrojové rovnice Bez-zdrojové rovnice

Gauss·v zákon
Gauss·v zákon

−→
∇ ·
−→
E =

%

ε0

−→
∇ ·
−→
B = 0 pro magnetické

pole
Roz²í°ený

Ampér·v zákon
−→
∇×
−→
B =µ0

−→
j +µ0ε0

∂
−→
E

∂t

−→
∇ ×

−→
E = −∂

−→
B

∂t
Faraday·v zákon

Maxwellovy rovnice v integrálním tvaru

Gauss·v zákon

Gauss·v zákon
∮ −→
E · d

−→
S =

Q

ε0

∮ −→
B · d

−→
S = 0 pro magnetické

pole
Roz²í°ený

Ampér·v zákon
∮−→
B ·d−→r =µ0I+µ0ε0

dφE
dt

∮ −→
E · d−→r = −dφB

dt
Faraday·v zákon

Rovnice pro potenciály

Elektrická intenzita
−→
E = −

−→
∇ϕ− ∂

−→
A

∂t

−→
B =

−→
∇ ×

−→
A Magnetická indukce

Dal²í rovnice elektromagnetismu

Rovnice kontinuity
∂%

∂t
+
−→
∇ · −→j = 0

−→
F =q

(−→
E+−→v ×

−→
B
)

Lorentzova síla

Tabulka 4: Maxwellovy rovnice a d·leºité rovnice elektromagnetismu.

Skalární potenciál jsme zavedli v p°ípad¥ elektrostatiky a vektorový v p°ípad¥ magnetosta-
tiky. Maxwellovy rovnice jsou dynamické a závisí na £ase. Proto podle nich musíme upravit
i rovnice pro potenciály. Dosa¤me vý²e uvedené potenciály do Faradayova zákona

−→
∇ ×

−→
E =

−→
∇ ×

−→
∇ϕ = 0 = −∂

−→
B

∂t
= − ∂

∂t

−→
∇ ×

−→
A.

Rotace gradientu potenciálu se identicky rovná nule. To by znamenalo, ºe magnetické pole
musí být stacionární (z tohoto p°edpokladu jsme p°i zavád¥ní t¥chto potenciál· vycházeli).
Abychom tuto stati£nost odstranili, rovnice pro potenciály musíme pozm¥nit. To, ºe magne-
tická indukce vypo£tená z vektorového potenciálu je v po°ádku, nám ukazuje Gaussova rovnice
pro magnetické pole. Takºe zm¥nu provedeme u rovnice s elektrickou intenzitou. P°idejme k
intenzit¥ nový £len, nap°íklad

−→
E =

−→
C −

−→
∇ϕ. Dosazením do Faradayova zákona obdrºíme

−→
∇ ×

−→
C = − ∂

∂t

−→
∇ ×

−→
A ⇒

−→
C = −∂

−→
A

∂t
. Jako d·kaz správnosti nám jednodu²e poslouºí op¥-
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tovné zderivování a odvození Faradayova zákona. Potenciály tudíº získáme v novém tvaru

−→
E = −

−→
∇ϕ− ∂

−→
A

∂t
,
−→
B =

−→
∇ ×

−→
A. (61)

Jak jsme ukázali, rovnice pro potenciály (61) mohou slouºit p°ímo k nahrazení bezzdrojo-
vých Maxwellových rovnic.

�e²ení kompletních Maxwellových rovnic s nulovým zdrojem (% = 0,
−→
j =

−→
0 ) popisuje

elektromagnetickou vlnu (sv¥tlo) ve vakuu, která se pohybuje rychlostí c. Tato rychlost se
práv¥ rovná c =

√
1/µ0ε0. Je velmi zajímavé, ºe v °e²ení se vyskytuje rychlost jako nem¥nná

konstanta. Selský rozum °íká, ºe pozorovatel, který pozoruje sv¥tlo, by m¥l m¥°it jinou rychlost
neº pozorovatel, jenº se vzhledem k prvnímu pozorovateli pohybuje n¥jakou nenulovou rych-
lostí. Tyto rozpory zamotaly hlavy nejslavn¥j²ím fyzik·m devatenáctého století. Poda°ilo se je
rozlousknout aº ve století dvacátém slavnému n¥meckému fyzikovi Albertu Einsteinovi (1879
� 1955), který postuloval, ºe pro v²echny pozorovatele se sv¥tlo pohybuje stejnou rychlostí,
nezávisle na vzájemné rychlosti daných pozorovatel·.

10.3 Kalibra£ní invariance

V minulých kapitolách jsme si ukázali, ºe ani skalární, ani vektorový potenciál není ur£en
jednozna£n¥. Uvaºujme rovnici pro vektorový potenciál

−→
∇ ×

−→
A =

−→
B. Jak jsme zmínili d°íve,

k potenciálu m·ºeme p°i£íst kalibra£ní funkci f tak, ºe výsledné magnetické pole z·stane
nezm¥n¥no:

−→
A →

−→
A +

−→
∇ · f

−→
∇ ×

(−→
A +

−→
∇f
)

=
−→
∇ ×

−→
A +

−→
∇ ×

−→
∇f =

−→
∇ ×

−→
A =

−→
B.

Elektrická intenzita závisí jak na vektorovém, tak na skalárním potenciálu
−→
E = −

−→
∇ϕ − ∂

−→
A

∂t
.

Kalibra£ní funkce u vektorového potenciálu pozm¥ní i elektrickou intenzitu. K tomu v²ak
nesmí dojít, proto kalibrace musí být provedena tak, aby

−→
E a
−→
B z·staly nezm¥n¥ny, pon¥vadº−→

E a
−→
B jsou fyzikáln¥ m¥°itelné veli£iny. Díky tomu, ºe jsme p°e²li od statického (p°ípadn¥

stacionárního) pole k nestatickému, m·ºeme uvaºovat skalární potenciál ve tvaru ϕ→ ϕ− ∂f
∂t
,

kde f p°edstavuje stejnou funkci jako v p°ípad¥ vektorového potenciálu. S t¥mito kalibracemi
z·stává

−→
E i
−→
B invariantní. To lze jednodu²e ukázat:

−
−→
∇
(
ϕ− ∂f

∂t

)
− ∂

∂t

(−→
A +

−→
∇f
)

= −
−→
∇ϕ− ∂

−→
A

∂t
+
−→
∇ ∂f
∂t
− ∂

∂t

−→
∇f = −

−→
∇ϕ− ∂

−→
A

∂t
=
−→
E .

Shrneme-li vý²e uvedené, k potenciál·m lze p°i£íst kalibra£ní funkci t¥mito zp·soby

ϕ→ ϕ− ∂f

∂t
,
−→
A →

−→
A +

−→
∇ · f,

kde f(t, x, y, z) ozna£uje zcela obecnou funkci. Zm¥nu lze provést, aniº by do²lo ke zm¥n¥
fyzikáln¥ m¥°itelných veli£in.

Význam kalibra£ní volnosti p°evy²uje klasickou elektrodynamiku. Kalibra£ní volnost na-
p°íklad v kvantové mechanice zodpovídá za existenci nosi£e elektromagnetismu fotonu nebo
za zachování elektrického náboje.
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P°. 10.3.

Zadání: Uvaºujte skalární potenciál ve tvaru ϕ = Q/r a vektorový potenciál ve tvaru
−→
A = Qt−→r /r3, kde r2 = x2 + y2 + z2 a −→r = (x, y, z) . Zjist¥te

−→
E a

−→
B.

�e²ení: Vyuºijeme rovnici
−→
∇ · 1

r
= −−→r /r3. Pro vektorový potenciál platí

−→
B =

−→
∇ ×

−→
A =

−→
∇ ×

(
Qt−→r
r3

)
= Qt

−→
∇ ×

(−→r
r3

)
= −Qt

−→
∇ ×

−→
∇ · 1

r
= 0.

Elektrická intenzita se rovná

−→
E = −

−→
∇ · Q

r
− ∂

∂t

(
Qt−→r
r3

)
=
Q−→r
r3
− Q−→r

r3
= 0.

Komentá°: Z výsledku je patrné, ºe p°i jiné kalibraci bychom mohli zvolit potenciál a vek-
torový potenciál ve tvaru ϕ = 0 a

−→
A = 0, a výsledné

−→
E a
−→
B by z·stalo nezm¥n¥né. Kalibra£ní

funkce f by v tomto p°ípad¥ odpovídala f = −Qt/r. Ze stejného d·vodu lze potenciál z bo-
dového zdroje zapsat pomocí pouze vektorového potenciálu jako

−→
A = −Qt−→r /r3.

P°. 10.4.

Zadání: Uvaºujte potenciály ve tvaru ϕ = 0 a
−→
A = (0, 0, C ln (%) sin (ωt)) , kde

%2 = x2 + y2. Zjist¥te
−→
E a

−→
B.

�e²ení:
−→
E = −

−→
∇ϕ− ∂

−→
A

∂t
= −Cω ln (%) cos (ωt) (0, 0, 1) ,

−→
B =

−→
∇ ×

−→
A =

(
∂Az
∂y

,−∂Az
∂x

, 0

)
=

(
C sin (ωt)

%2
y,−C sin (ωt)

%2
x, 0

)
=
C sin (ωt)

%2
(y,−x, 0) .

10.4 Lorenzova kalibra£ní podmínka

Jak jsme uvedli vý²e, potenciály nejsou zcela jednozna£n¥ ur£eny. Pro jejich ur£ení se pouºí-
vají kalibra£ní podmínky. Jednu z kalibra£ních podmínek jsme vyuºili pro odvození Biotova�
Savartova zákona. Tato kalibra£ní podmínka p°edstavuje magnetostacionární podp°ípad tzv.
Lorenzovy kalibra£ní podmínky (rozli²ujte Lorenz a Lorentz, jde o jiné osoby). Tu lze
zapsat ve tvaru

−→
∇ ·
−→
A +

1

c2
∂ϕ

∂t
= 0, (62)

kde c ozna£uje rychlost sv¥tla ve vakuu. Ani s touto podmínkou v²ak nemají potenciály jed-
nozna£né ur£ení.

P°. 10.5.

Zadání:Uvaºujte stejné pole jako v p°edchozím p°íkladu, ϕ = 0 a
−→
A = (0, 0, C ln (%) sin (ωt)) ,

kde %2 = x2 + y2. Zjist¥te, zdali spl¬uje Lorenzovu kalibra£ní podmínku.

�e²ení:
∂ϕ

∂t
= 0,

−→
∇ ·
−→
A =

∂Az
∂z

= 0.

Kalibra£ní podmínka je spln¥na.
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P°. 10.6.

Zadání: Uvaºujte ideální nekone£n¥ dlouhou válcovou cívku, ve které se nachází stacio-
nární magnetické pole

−→
B = (0, 0, Bz) , kde Bz z·stává konstantní. Ur£ete vektorový potenciál

uvnit° cívky
−→
A . P°edpokládejte Ax = 0 a Az = 0.

�e²ení: Nenulová sloºka magnetické indukce je dána Bz =
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
. Uvaºujeme-li

Ax = 0, pak Ay = Bzx+ F (y, z) . Aby se také ypsilonová sloºka vektoru magnetické indukce

rovnala nule, musí p°i spln¥ní podmínky Az = 0 platit
∂Ay
∂z

= 0, tedy Ay = Bzx + F (y) .

Lorenzova kalibra£ní podmínka
−→
∇ ·
−→
A = 0 upraví vektorový potenciál na

−→
A = (0, Bzx, 0) .

10.5 Maxwellovy rovnice v prost°edí

Maxwellovy rovnice uvedené v tabulce 4 jsou lineární diferenciální rovnice. Jak jsme v²ak
ukázali, v p°ípad¥ dielektrika si látka v elektrickém poli polarizací vytvá°í vlastní náboje
a vlastní pole. Gauss·v zákon (26) se tím stává (vzhledem k elektrické intenzit¥) nelineární
−→
D =

−→
Eε0 +

−→
P .

Uvaºujme homogenní a stacionární magnetické pole
−→
B 0. Do tohoto pole vloºíme fero-

magnetický materiál. Ten je speci�cký tím, ºe má vlastní magnetické momenty7, které se p°i
vloºení do vn¥j²ího pole uspo°ádají ve sm¥ru vn¥j²ího pole. Magnetické pole zesilují. Pozo-
rovatel v bezprost°ední blízkosti feromagnetika m¥°í pole siln¥j²í

−→
B =

−→
B 0 + µ0

−→
M, kde

−→
M

ozna£uje vektor magnetisace, který je tvo°ený vlastními magnetickými momenty proud·−→
j mag. Platí

−→
∇ ×

−→
M =

−→
j mag.

Uvaºujme Ampér·v zákon v neroz²í°eném tvaru
−→
∇ ×

−→
B 0 = µ0

−→
j . P°idáme-li feromagneti-

kum, musíme do vztahu p°ipsat proudovou hustotu, která vlivem vn¥j²ího pole vzniká v látce−→
∇ ×

−→
B = µ0

−→
j + µ0

−→
j mag. Zavedením magnetické intenzity µ0

−→
H =

−→
B − µ0

−→
M lze upravit

Ampér·v zákon do tvaru −→
∇ ×

−→
H =

−→
j .

Berme nyní v úvahu kompletní roz²í°ený Ampér·v zákon
−→
∇×
−→
H =

−→
j +ε0

∂
−→
E

∂t
. Uvaºujeme-

li £asov¥ prom¥nlivé elektrické pole v látce, pak proud náboj· m·ºe popisovat jak transla£ní
pohyb náboj·, tak malý p°esun náboj· zp·sobující polarizaci. Celkový proud bude roz²í°en o−→
j pol. Takºe platí

−→
∇ ×

−→
H =

−→
j +
−→
j pol + ε0

∂
−→
E

∂t
.

Pouºujeme-li de�nici
−→
D a rovnici pro polariza£ní proud

∂
−→
P

∂t
=
−→
j pol, obdrºíme kompletní

Ampér·v zákon pro látkové prost°edí

−→
∇ ×

−→
H =

−→
j +

∂
−→
D

∂t
. (63)

7Vlastní magnetické momenty látek pochází p°edev²ím ze spin· (kvantov¥ mechanická vlastnost odpovídající
rotaci) nabitých £ástic (elektron·, kvark·) a z pohyb· elektron· okolo jádra.
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Maxwellovy rovnice v prost°edí vyjad°uje tabulka 5, kde µ zna£í konstantu, která v aproximaci
vyjad°uje lineární závislost mezi magnetickou intenzitou a magnetickou indukcí pomocí

−→
B = µ0

(−→
H +

−→
M
)

= µ0

(−→
H + χm

−→
H
)

= µ0 (1 + χm)
−→
H = µ

−→
H,

kde χm je magnetická supceptibilita.

Maxwellovy rovnice v prost°edí

Zdrojové rovnice Bez-zdrojové rovnice

Gauss·v zákon
Gauss·v zákon

−→
∇ ·
−→
D = %

−→
∇ ·
−→
B = 0 pro magnetické

pole
Roz²í°ený

Ampér·v zákon
−→
∇ ×

−→
H =

−→
j +

∂
−→
D

∂t

−→
∇ ×

−→
E = −∂

−→
B

∂t
Faraday·v zákon

Vztahy indukce a intenzity

Elektrická intenzita ε0
−→
E =

−→
D −

−→
P

−→
B = µ0

−→
H + µ0

−→
M Magnetická indukce

Vztahy indukce a intenzity, lineární aproximace

Elektrická intenzita ε
−→
E =

−→
D

−→
B = µ

−→
H Magnetická indukce

Tabulka 5: Maxwellovy rovnice v prost°edí.

Je pot°eba zd·raznit, ºe poslední °ádek tabulky 5 je pouze aproximativní a platí pouze
pro n¥které materiály, slabá pole a pole m¥nící se s £asem velmi málo.

10.6 Energie elektromagnetického pole

10.6.1 Hustota energie elektromagnetického pole

Z minulých kapitol víme, ºe £ástice v elektrostatickém poli má potenciální energii. Elektrosta-
tické pole vytvá°ejí nabité £ástice a kaºdá £ástice má v tomto poli vlastní potenciální energii.
V p°ípad¥, ºe bychom m¥li náboje pouze jednoho znaménka (kup°íkladu kladného), tuto ener-
gii bychom mohli získat p°esunutím náboje do v¥t²í vzdálenosti od ostatních náboj·.

Víme, ºe elektromagnetické pole je se svými zdroji svázáno pomocí Maxwellových rovnic.
P°íslu²í-li energie zdroj·m (hustot¥ náboje a proudu), pak totéº musí platit i v·£i elektromag-
netickému poli. Pro následující popis energie p°íslu²ející elektromagnetickému poli zavedeme
hustotu energie wEM , pro kterou platí EEM =

∫
V

wEMdV.

Odvození hustoty energie elektromagnetického pole lze provést za pouºití Maxwellových
rovnic (viz tabulka 4). Po vynásobení Faradayova zákona vektorem magnetické indukce a po
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vynásobení roz²í°eného Ampérova zákona elektrickou intenzitou vyjde

−→
B ·

(−→
∇ ×

−→
E
)

= −
−→
B · ∂

−→
B

∂t
,
−→
E ·

(−→
∇ ×

−→
B
)

= µ0
−→
E · −→j + µ0ε0

−→
E · ∂

−→
E

∂t
.

Tyto rovnice od sebe ode£teme a upravíme do tvaru

−→
E ·
−→
∇ ×

−→
B −

−→
B ·
−→
∇ ×

−→
E = µ0

−→
E
−→
j + µ0ε0

−→
E · ∂

−→
E

∂t
+
−→
B · ∂

−→
B

∂t
= µ0

−→
E
−→
j +

1

2

∂

∂t

(
B2 +

E2

c2

)
.

Na levou stranu rovnice pouºijeme identitu
−→
E ·
−→
∇ ×

−→
B −

−→
B ·
−→
∇ ×

−→
E =

−→
∇ ·

(−→
B ×

−→
E
)
, jeº

zjednodu²í rovnici na

−→
∇ ·

(−→
B ×

−→
E
)

= µ0
−→
E · −→j +

1

2

∂

∂t

(
B2 +

E2

c2

)
.

Uvaºujeme-li Lorentzovu sílu (46) vynásobenou vektorem rychlosti, obdrºíme výkon

P = −→v ·
−→
F = q−→v ·

(−→
E +−→v ×

−→
B
)

= q−→v ·
−→
E .

Máme-li náboj spojitý a nikoli bodový, lze vý²e uvedenou rovnici zapsat pomocí hustoty
výkonu P =

∫
pdV.

µ0p = µ0%
−→v ·
−→
E = µ0

−→
j ·
−→
E =

−→
∇ ·

(−→
B ×

−→
E
)
− 1

2

∂

∂t

(
B2 +

E2

c2

)
,

kde q =
∫
%dV a

−→
j = −→v %. Výkon elektromagnetického pole (vztaºený na jednotku objemu)

je dán dv¥ma £leny. První odpovídá divergenci Poyntingova vektoru
−→
S =

1

µ0

−→
E ×

−→
B. Poyn-

ting·v vektor popisuje ²í°ení elekromagnetické energie kup°íkladu elektromagnetické vlny
(sv¥tla). Tento £len vyjad°uje zm¥nu energie p°íchodem £i odchodem elektromagnetických vln.
Druhý £len popisuje £asovou zm¥nu elektrického a magnetického pole. Pokud nebudeme uva-
ºovat p°íchod £i odchod elektromagnetické vlny, pak výkon vypo£ítáme jako zápornou zm¥nu

energie v £ase P = −∂E
∂t

nebo p = −∂ωEM
∂t

. Dosazením do p°ede²lých rovnic a odstran¥ním
derivace získáme rovnici

wEM =
1

2µ0

(
E2

c2
+B2

)
. (64)

Energie v daném objemu je dána objemovým integrálem.

10.6.2 Energie elektrostatického pole

Uvaºujme elektrostatické pole
−→
B = 0. Dále p°edpokládejme, ºe pole popisují veli£iny

−→
E =

−
−→
∇ϕ, % = ε0

−→
∇ ·
−→
E . Potenciál zvolme v nekone£nu roven nule. Uvaºujeme-li celkovou elek-

trostatickou energii, musíme zapo£ítat celkový prostor (který je nekone£ný). Výsledná energie
pak vyjde

E =
ε0
2

∫
V

E2dV = −ε0
2

∫
V

−→
∇ϕ ·

−→
EdV.

103



Pouºijeme-li identitu z p°íklad· na doma 1.4, lze výraz upravit do podoby

E =
ε0
2

∫
V

ϕ
−→
∇ ·
−→
EdV − ε0

2

∫
V

−→
∇ ·

(
ϕ
−→
E
)

dV =
1

2

∫
V

ϕ%dV − ε0
2

∮
∂V

ϕ
−→
E · d

−→
S ,

kde ∂V zna£í hranici objemu. Uvaºujeme-li objem nekone£ný, integrál p°echází po hranici
v nekone£nu, kde jsme si zvolili ϕ = 0. Pak i integrál p°es hranici bude nulový. Výslednou
elektrostatickou energii je moºno vypo£ítat dvojím zp·sobem

E =
ε0
2

∫
V

E2dV, E =
1

2

∫
V

ϕ%dV. (65)

P°íklady k procvi£ení 10.1.

Uvaºujte magnetický dipól v obdobném tvaru jako elektrický dipól

−→
B = K

〈
(x− a, y, z)[

(x− a)2 + y2 + z2
]3/2 − (x+ a, y, z)[

(x+ a)2 + y2 + z2
]3/2

〉
.

Jaký je magnetický tok rovinnou, která je dána rovnicí x = 0?

P°íklady k procvi£ení 10.2.

Uvaºujte elektrické pole ve tvaru
−→
E =

k

%2
(y,−x, z) , kde %2 = x2 + y2. Ur£ete vektor

magnetické indukce.

P°íklady k procvi£ení 10.3.

Uvaºujte skalární a vektorový potenciál v následujícím tvaru ϕ =
A0

2

(
3

k
− 2r2

)
e−k(r

2+c2t2),

−→
A = A0

−→r te−k(r2+c2t2). Ukaºte, zdali platí Lorenzova kalibra£ní podmínka.

P°íklady k procvi£ení 10.4.

Uvaºujte skalární a vektorový potenciál ve tvaru ϕ = 0,
−→
A = (A0 sin (kz − ωt) , 0, 0) .

Vypo£t¥te hustotu náboje, vektory elektrické intenzity, magnetické indukce a hustotu proudu.
Dále zkontrolujte platnost bez-zdrojových Maxwellových rovnic.

P°íklady k procvi£ení 10.5.

Ur£ete elektrostatickou energii koule o polom¥ru R s homogenním rozloºením náboje.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 51-52, 64-65, 231-249, 258-271, 322-340
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 2, 2001: str. 293-304, 317-330
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 135-138, 272-278, 303-314,
331-332, 358-366 417-419
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 31, 32
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11 Cívky

11.1 Vlastní induk£nost

V minulých kapitolách jsme si p°edstavili Maxwellovy rovnice a pomocí nich jsme si ukázali,
jak jsou provázány vektory

−→
E a
−→
B. Dále jsme si p°edvedli, ºe se magnetické pole vytvá°í okolo

vodi£e, jímº protéká proud. Sto£ením vodi£e do smy£ek zhotovíme cívku, která se pouºívá jako
generátor magnetického pole. Dle Faradayova zákona, pokud máme £asov¥ prom¥nlivé magne-
tické pole, vzniká i elektrické smy£kové pole (vektory

−→
E jsou te£nami k uzav°eným k°ivkám).

Pokud napojíme cívku na st°ídavé nap¥tí a vloºíme do ní druhou cívku, st°ídavé magnetické
pole v druhé cívce generuje (st°ídavé) indukované elektromotorické nap¥tí. A jestliºe je cívka
uzav°ena v obvodu, potom jí protéká i st°ídavý proud. My²lenkov¥ jsme tak sestrojili základní
prvky transformátoru.

Je²t¥ neº se za£neme zabývat p·sobením jedné cívky na druhou, zastavme se na chvíli
u jevu, kdy magnetické pole generované cívkou p·sobí na cívku, jeº jej generuje.

Uvaºujme dlouhou cívku (solenoid), která generuje £asov¥ prom¥nlivé magnetické pole.
Jak jsme uvedli v p°edchozím textu, magnetické pole (velikost vektoru magnetické indukce)
uvnit° cívky lze p°ibliºn¥ vypo£íst jako

B =
µ0IN

l
,

kde I zna£í generující proud,N ur£uje po£et závit· cívky a l je délka cívky. Máme-li magnetické
pole uvnit° cívky homogenní, tok cívkou se rovná plo²e pr·°ezu cívky vynásobené magnetickou
indukcí φ = BS.

Faraday·v zákon °íká, ºe indukované elektromotorické nap¥tí na uzav°ené smy£ce v pro-

m¥nlivém magnetickém poli se rovná záporné £asové zm¥n¥ toku EI = −N dφ

dt
. Zd·razn¥me,

ºe samotná cívka má N závit·. To znamená, ºe na kaºdý závit p·sobí jedno
dφ

dt
(závity jsou

zapojeny do série, celkové emn. na cívce je sou£tem emn. na kaºdém závitu). Uvaºujeme-li, ºe
za zm¥nou toku stojí prom¥nlivý proud, pak prostým dosazením do tohoto vztahu obdrºíme

EI = −∂I
∂t

µ0SN
2

l
.

Výrazy za derivovaným proudem jsou konstanty, které ozna£íme L. Výsledný výraz lze
zapsat ve tvaru

EI = −∂I
∂t
L. (66)

Konstanta L se nazývá vlastní induk£nost cívky. Pro p°ípad dlouhého solenoidu je vlastní
induk£nost cívky rovna

L =
µ0SN

2

l
. (67)

Jasn¥ vidíme, ºe indukované elektromotorické nap¥tí vytvo°ené cívkou p·sobí proti zm¥n¥
protékajícího proudu. Lze hledat podobnost mezi nap¥tím vytvá°eným cívkou a úbytkem
nap¥tí na rezistoru. Indukované emn. vytvá°ené cívkou v²ak není úm¥rné proudu jako v p°ípad¥
Ohmova zákona, ale jeho £asové derivaci.
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P°. 11.1.

Zadání: Uvaºujme obvod na obrázku 59. Nejd°íve obvod zapojíme tak, aby zdroj emn.
nabil kondenzátor o kapacit¥ C (zapojení 1). Poté se p°epína£ p°epojí tak (zapojení 2), aby
v obvodu byl kondenzátor, cívka (o induk£nosti L) a rezistor (o odporu R), takzvaný LRC
obvod. Jak se kondenzátor vybíjí, vytvá°í v obvodu proud. Jaká je £asová závislost proudu na
£ase?

R L

C

ε

1.
2.

Obrázek 59: LRC obvod.

�e²ení: Kondenzátor v obvodu funguje jako zdroj nap¥tí, ozna£me UC = Q/C (v £ase

t0 = 0 je Q = Q0). Naopak rezistor UR = −RI a cívka UL = −L∂I
∂t

zp·sobují v tomto p°ípad¥
úbytek nap¥tí, proto jsme zvolili znaménko mínus. Projdeme-li celou smy£kou, je sou£et v²ech
nap¥tí nulový

UC + UL + UR = 0⇒ Q

C
− L∂I

∂t
−RI = 0.

Na po£átku máme kondenzátor nabitý. Proud za£ne odvád¥t náboj z kondenzátoru. �ím bude

v¥t²í proud, tím bude v¥t²í i úbytek náboje na kondenzátoru I = −∂Q
∂t

Q

C
+ L

∂2Q

∂t2
+R

∂Q

∂t
= 0⇒ Q+ LC

∂2Q

∂t2
+ CR

∂Q

∂t
= 0.

Pro nalezení p°esného °e²ení pouºijeme substituci

Q = yect ⇒ ∂Q

∂t
=
∂y

∂t
ect + ycect,

∂2Q

∂t2
=
∂2y

∂t2
ect + 2

∂y

∂t
cect + yc2ect.

S touto substitucí se vý²e uvedená diferenciální rovnice zm¥ní na

yect + LC
∂2y

∂t2
ect + LC2

∂y

∂t
cect + LCyc2ect + CR

∂y

∂t
ect + CRycect = 0.

Kaºdý £len této rovnice pod¥líme výrazem ect. P°erovnáním £len· obdrºíme

y
(
1 + CRc+ LCc2

)
+
∂y

∂t
(LC2c+ CR) + LC

∂2y

∂t2
= 0.
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Pokud si zvolíme c = −R/2L, obdrºíme jiº známou diferenciální rovnici

y

(
1− R2C

4L

)
+ LC

∂2y

∂t2
= 0

jejíº °e²ení se rovná

y = A cos (ωt+ ϕ) , ω2 =
1

LC
− R2

4L2
.

Z po£áte£ních podmínek zjistíme integra£ní konstanty A,ϕ. Na po£átku uvaºujeme konden-
zátor nabitý nábojem Q0 a proud je nulový I0 = 0. Výsledné °e²ení zapí²eme ve tvaru

Q0=A cos (ϕ) , tan (ϕ)=
c

ω
⇒ Q=Q0e

−Rt
2L

cos (ωt+ϕ)

cos (ϕ)
, ω2=

1

LC
− R2

4L2
, ϕ=arctan

(
− R

2Lω

)
.

Komentá°: Uvaºujeme-li odpor nulový, je nulová i konstanta c a ω =
1

LC
. �e²ení p°epí-

²eme do tvaru
Q = Q0 cos (ωt) .

Náboje se p°elévají z jedné desky kondenzátoru na druhou. Jakmile cívkou protéká proud, cívka
se jej snaºí udrºet, a tím nabíjí desky kondenzátoru, dokud náboje Q na jedné a −Q na druhé
desce nedosáhnou maxima. Náboj je tak periodickou (cosinovou) funkcí £asu. P°idáme-li do
obvodu rezistor (prakticky reálný p°ípad), bude se maximální výchylka sniºovat exponenciáln¥
v £ase.

P°. 11.2.

Zadání: Uvaºujte cívku tvaru toroidu, jeº má pr·°ez tvaru obdélníku. Vypo£t¥te vlastní
induk£nost cívky.

a

b

R ρ

Obrázek 60: Toroidální cívka s obdélníkovým pr·°ezem.

�e²ení: Magnetickou indukci uvnit° cívky ur£íme dle Ampérova zákona B2πρ = Nµ0I,
kde N zna£í po£et závit·, I je proud protékající cívkou, ρ ozna£uje vzdálenost od osy a B
je velikost magnetické indukce. Magnetický tok protékající jedním závitem pak vypo£teme
φ =

∫
BdS =

∫
Bdρdz, kde z ∈ (0; b) a ρ ∈ (R;R+ a) . Integrál zjistíme ze vztahu

φ =

∫
Nµ0I

2πρ
dρdz =

Nµ0I

2π
z|b0 ln ρ|R+a

R =
Nµ0Ib

2π
ln

(
R+ a

R

)
.
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Podle vztahu pro tok v²emi N závity N
dφ

dt
= L

∂I

∂t
lze odvodit

L =
N2µ0b

2π
ln

(
R+ a

R

)
.

P°. 11.3.

Zadání: Uvaºujte obvod s cívkou o induk£nosti L a rezistorem s odporem R. Na po£átku
je proud cívkou a rezistorem I0. Vypo£t¥te £asový vývoj proudu a práci magnetického pole
cívky, kterou vykoná p°edtím, neº proud klesne na nulu.

�e²ení: Máme jednoduchý obvod obsahující pouze cívku a rezistor, nap°íklad ve form¥
ºárovky. Pokud na po£átku prochází cívkou proud I0, pak rezistor zp·sobuje úbytek nap¥tí

U = RI, který sniºuje proud. Cívka vytvá°í indukované emn. EI = −L∂I
∂t

, které mí°í proti
zm¥n¥ proudu, a proto proud okamºit¥ neklesne na nulu. Z vý²e uvedeného jednodu²e zjistíme

U − EI = 0⇒ RI + L
∂I

∂t
= 0⇒ I = I0e

−
Rt

L .

Proud v £ase exponenciáln¥ klesá.
�árovka (rezistor) svítí, jestliºe jí te£e proud. Taková ºárovka má jist¥ výkon a do svého

okolí uvol¬uje energii.
Jak jsme jiº d°íve uvedli, výkon ºárovky (lépe p°íkon) lze vypo£ítat jako násobek proudu

a nap¥tí P = UI. Zdrojem nap¥tí je v tomto p°ípad¥ cívka, tedy P = −LI ∂I
∂t
. Práci z výkonu

obdrºíme práv¥ jako jeho £asový integrál

W =

∫
Pdt = −

∫
LI

∂I

∂t
dt = −L

0∫
I0

IdI = L

I0∫
0

IdI =
1

2
LI20 .

Meze integrálu jsme zvolili tak, aby na za£átku byl proud nenulový a na konci nulový.

P°. 11.4.

Zadání: Uvaºujme dlouhý solenoid. Vypo£t¥te hustotu energie magnetického pole uvnit°
tohoto solenoidu. Srovnejte s hustotou energie elektrického pole mezi deskami kondenzátoru.

�e²ení: Magnetické pole uvnit° dlouhé cívky v úseku o délce l vyjád°íme pomocí vztahu

B =
NIµ0
l

, kde N zna£í po£et závit· v cívce o délce l. Pole je uvnit° cívky homogenní. Objem

uvnit° cívky (nikoli celkový, ale pouze díl£í) získáme ze vztahu V = lS. Pro dlouhou cívku je
induk£nost cívky dána rovnicí (67). Hustotu energie cívky, kterou protéká proud, vypo£teme

wM =
EM
V

=
1

2

LI2

V
=

1

2

µ0SN
2

l

(
lB

Nµ0

)2

Sl
=

B2

2µ0
.
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V p°ípad¥ deskového kondenzátoru energii získáme ze vztahu EE =
1

2
CU2. Kapacitu

deskového kondenzátoru vypo£teme C =
Sε0
d

(viz rovnice (22)). Nap¥tí mezi deskami ur£íme
vztahem U = dE. Objem mezi deskami zjistíme ze vztahu V = Sd. Hustotu energie vyjád°íme:

wE =
1

2

Sε0
d

(dE)2

Sd
=
ε0E

2

2
=

E2

2µ0c2
.

Výsledná hustota energie je funkce pouze elektrického a magnetického pole, p°ípadn¥ p°í-

slu²ných konstant, pro které platí ε0µ0 =
1

c2
. Se£teme-li oba výsledky, obdrºíme známý vztah

z p°ede²lé kapitoly (64) pro hustotu energie elektromagnetického pole

wEM =
1

2µ0

(
E2

c2
+B2

)
.

11.2 Vzájemná induk£nost

Uvaºujme dv¥ cívky. Cívka 1 je dlouhý solenoid, kterou ovinuje krat²í cívka 2
(viz obrázek 61).

I₁

I₂

Obrázek 61: Dv¥ cívky vloºené do sebe.

Nech´ cívkou 1 o délce l1 a po£tu závit· N1 protéká proud I1. Ten tvo°í magnetické pole

uvnit° této cívky o velikosti B1 = µ0I1
N1

l1
. Je-li cívka 1 dostate£n¥ dlouhá, je pole mimo ni

malé. Celkový magnetický tok cívkou 2 (tok kaºdým závitem) se pak rovná φ2 = S1N2B1,
kde N2 ur£uje po£et závit· druhé cívky, S1 zna£í plochu °ezu první cívky. Ve vztahu pro tok
jsme pouºili S1, protoºe magnetické pole B1 je vn¥ cívky 1 zanedbatelné oproti poli uvnit°.
Tok cívkou 2 je úm¥rný po£tu závit·. Indukované elektromotorické nap¥tí na druhé cívce se z
Faradayova zákona rovná

EI2 = −dφ2
dt

= −µ0S1N1N2

l1

∂I1
∂t

.

Na cívce 2 se vytvá°í indukované emn., které závisí na £asové zm¥n¥ proudu. Veli£iny uvedené
p°ed £asovou derivací jsou v²echny konstanty týkající se obou cívek a dají se vyjád°it souhrnn¥
pomocí veli£iny, jeº se nazývá vzájemná induk£nost M21, tedy

EI2 = −M21
∂I1
∂t

.
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Pokud cívku 2 napojíme na st°ídavý zdroj nap¥tí, jenº generuje proud, pak cívkou 1 prochází
magnetický tok a následn¥ v ní generuje indukované emn. Vzhledem ke konstrukci dvou cívek
z obrázku 61 je následující výpo£et obtíºn¥j²í neº v prvním p°ípad¥, kde m·ºeme uºít °adu
aproximací. Uvaºujeme-li vzájemnou induk£nost, výsledek se shoduje

EI1 = −M12
∂I2
∂t

.

Pomocí vektorového potenciálu dokáºeme, ºe M12 = M21.

Uvaºujme obecn¥ dv¥ cívky libovolného tvaru, které vytvá°ejí magnetické pole popsané
vektory

−→
A a
−→
B, kde

−→
B =

−→
∇×
−→
A. Jak víme z Faradayova zákona, indukované emn. na cívce je

záporná derivace magnetického toku. Uvaºujme nehomogenní magnetické pole, tok vypo£teme
integrálem magnetické indukce p°es plochu v²ech závit·

EI1 = − ∂

∂t

∫ −→
B 2 · d

−→
S 1 = − ∂

∂t

∫ (−→
∇ ×

−→
A 2

)
· d
−→
S 1 = − ∂

∂t

∮ −→
A 2 · d−→r 1.

Pouºitím rovnice (56) obdrºíme

EI1 = − ∂

∂t

∮ −→
A 2·d−→r 1 = −µ0

4π

∂

∂t

∮ ∫ −→
j 2

|−→r 1 −−→r 2|
dV2·d−→r 1 = −µ0

4π

∂

∂t

∮ ∮
I2

|−→r 1 −−→r 2|
d−→r 2·d−→r 1.

Uvaºujeme-li, ºe smy£ka se nerozv¥tvuje a její tvar se v £ase nem¥ní, m·ºeme proud vytknout

EI1 = −∂I2
∂t

µ0
4π

∮ ∮
1

|−→r 1 −−→r 2|
d−→r 2 · d−→r 1 = −∂I2

∂t
M12.

Zám¥nou 1←→ 2 obdrºíme

EI2 = −∂I1
∂t

µ0
4π

∮ ∮
1

|−→r 1 −−→r 2|
d−→r 1 · d−→r 2 = −∂I1

∂t
M21.

Vidíme, ºe integrály jsou stejné

M21 = M12 = M =
µ0
4π

∮ ∮
1

|−→r 1 −−→r 2|
d−→r 2 · d−→r 1. (68)

Indukované elektromotorické nap¥tí se rovná

EI1 = −M∂I2
∂t

. (69)

Pouºitím tohoto vztahu a integrálního tvaru Faradayova zákona (60) lze odvodit rovnici pro
tok magnetického pole, které vytvá°í cívka 1 a prochází cívkou 2, ve tvaru

φ21 = MI1. (70)

Tok φ21 je obecn¥ jiný neº tok φ12.

P°. 11.5.

Zadání: Uvaºujte dlouhý solenoid. Uvnit° solenoidu visí kruhová smy£ka, normála k rovin¥
smy£ky je nato£ená o úhel ϑ oproti ose solenoidu. Zjist¥te vzájemnou induk£nost M.

�e²ení: Magnetické pole uvnit° solenoidu je homogenní. Je-li smy£ka nato£ená o úhel ϑ,
pak smy£kou protéká tok magnetického pole φ = BS cosϑ, kde B zna£í velikost magnetické
indukce uvnit° solenoidu a S ozna£uje plochu kruhové smy£ky. Uvaºujeme-li délkovou hustotu
závit· η, pak magnetickou indukci vyjád°íme B = µ0ηI. Indukované emn. na smy£ce je dáno

Faradayovým zákonem EI = −dφ

dt
= −µ0ηS cosϑ

∂I

∂t
. Porovnáním s rovnicí (69) jednodu²e

zjistíme, ºe induk£nost se rovná M = µ0ηS cosϑ.
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P°. 11.6.

Zadání: Vypo£t¥te vzájemnou induk£nost dvou na sebe kolmých soust°edných proudových
kruhových smy£ek (viz obrázek 62 a)).

x

y

z

1 2

L

L a

Obrázek 62: a) Dv¥ kolmé soust°edné smy£ky. b) �tvercová smy£ka a vodi£.

�e²ení: Pro vy°e²ení tohoto p°íkladu pouºijeme rovnici (68). Polohové vektory smy£ek
uvaºujme ve tvaru −→r 1 = (R1 cosϕ1, R1 sinϕ1, 0) a −→r 2 = (0, R2 cosϕ2, R2 sinϕ2) . Dosazením
do rovnice (68) obdrºíme

M =
µ0
4π

∮ ∮
(−R1 sinϕ1, R1 cosϕ1, 0) · (0,−R2 sinϕ2, R2 cosϕ2) dϕ1dϕ2[

(R1 cosϕ1)
2 + (R1 sinϕ1 −R2 cosϕ2)

2 + (R2 sinϕ2)
2
]1/2 =

=
µ0
4π

∮ ∮
−R1R2 cosϕ1 sinϕ2dϕ1dϕ2[

R2
1 +R2

2 − 2R1R2 sinϕ1 cosϕ2

]1/2 = |R1 sinϕ1 = u,R2 cosϕ2 = v| =

=
µ0
4π

∮ ∮
dudv[

R2
1 +R2

2 − 2uv
]1/2 = − µ0

4π

∮ [
R2

1 +R2
2 − 2uv

]1/2 dv

v

∣∣∣∣ϕ1=2π

ϕ1=0

=

= − µ0
4π

∮ [
R2

1 +R2
2 − 2vR1 sinϕ1

]1/2 dv

v

∣∣∣∣2π
0

= 0.

P°. 11.7.

Zadání: Uvaºujte £tvercovou smy£ku v blízkosti nekone£n¥ dlouhého lineárního vodi£e
leºící v jedné rovin¥. Spo£t¥te vzájemnou induk£nost. Délku hrany £tverce uvaºujte L a vzdá-
lenost od vodi£e a (viz obrázek 62 b)).
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�e²ení: Víme, ºe magnetické pole v blízkosti vodi£e se rovná B =
µ0I

2πr
. Dle obrázku

uvaºujme r = x. Tok £tvercovou smy£kou je pak

φ =

∫
BdS =

L∫
0

L+a∫
a

Bdxdy = L

L+a∫
a

µ0I

2πx
dx =

Lµ0I

2π
ln
L+ a

a
.

Vzájemná induk£nost se za pouºití rovnice (70) rovná M =
Lµ0
2π

ln
L+ a

a
.

11.3 Transformátor

Uvaºujme feromagnetikum (látku, jeº zesiluje magnetické pole) toroidálního tvaru o obvodu l.
Feromagnetikum jsme pouºili proto, aby vzniklé magnetické induk£ní £áry z·staly uzav°ené
uvnit° n¥j. Feromagnetikum má relativní permeabilitu µr >> 1. Toroid obmotáme dv¥ma
vodi£i, kterými protékají proudy I1 a I2 8.

I₁

ε₁ N₁

I₂

ε₂
N₂

Obrázek 63: Transformátor.

Uvaºujme ideální transformátor µr → ∞, který pracuje beze ztrát a bez rozptylu. Po£et
závit· transformátoru p°edpokládejme N1 a N2. Dle Ampérova zákona se magnetické pole
uvnit° feromagnetického toroidu vypo£te z rovnice∮ −→

B · d
−→
l = µ (N1I1 +N2I2) .

Magnetický tok pak vyjád°íme vztahem φ =
∫ −→
B · d

−→
S .

Uvaºujme, ºe první cívka je p°ipojena ke zdroji st°ídavého elektromotorického nap¥tí E1
a na koncích druhé cívky lze m¥°it £asov¥ závislé nap¥tí E2. Oba obvody lze, dle druhého
Kirchho�ova zákona, popsat ve tvaru

E1 −
dφ

dt
N1 = 0, E2 −

dφ

dt
N2 = 0.

8V literatu°e lze najít ozna£ení pro st°ídavé proudy, které jsou pot°ebné pro fungování transformátoru,
malým písmenem i.
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Pokud první rovnici vynásobíme N2 a druhou N1 a ode£teme je od sebe, obdrºíme rovnici
E1N2 − E2N1 = 0. Úpravou získáme známý vztah pro transformaci nap¥tí transformátorem

E1
E2

=
N1

N2
. (71)

Transformátor p°em¥¬uje nap¥tí, a to tak, ºe primární obvod p°ipojíme na zdroj st°í-
davého nap¥tí a v sekundárním obvodu se vytvá°í nap¥tí jiné (bu¤ vy²²í nebo niº²í - podle
po£tu závit·). Aby nedo²lo ke ²patnému pochopení, je t°eba uvést, ºe tímto zp·sobem v²ak
rozhodn¥ nelze zvy²ovat výkon zdroje, zvy²uje se pouze nap¥tí. Navíc tento princip nefunguje
pro transformaci stejnosm¥rného nap¥tí, ale pouze st°ídavého.

M¥jme jednoduchý obvod se st°ídavým zdrojem nap¥tí a rezistorem. Uvaºujeme-li emn. ve

tvaru E = Emax cos (ωt) , pak okamºitý výkon bude P = EI =
E2

R
=
E2max cos2 (ωt)

R
. �asovou

st°ední hodnotu jednodu²e vypo£teme jako 〈P 〉 =

T∫
0

Pdt

T
=
E2max

2R
. Zavedeme-li efektivní proud

Ief =
Imax√

2
a emn. Eef =

Emax√
2
, pak 〈P 〉 =

E2ef
R

= EefIef . V p°ípad¥ transformátoru se pr·-

m¥rný výkon zachovává, platí E1efI1ef = E2efI2ef . Z výpo£tu vidíme, ºe pokud transformátor
v sekundárním obvodu oproti primárnímu má v¥t²í nap¥tí, proud protékající sekundárním
obvodem je men²í neº v primárním. Toho se vyuºívá v energetice, aby se zamezilo ztrátám p°i
p°enosu energie na velké vzdálenosti. Nap¥tí v t¥chto vodi£ích je vysoké, ale proud je malý,
ztráta na dlouhém vodi£i o odporu R se pak vypo£te (za dobu, jeº je °ádov¥ v¥t²í jak perioda

st°ídavého nap¥tí) ∆E = ∆tI2max

R

2
.

P°íklady k procvi£ení 11.1.

Uvaºujte zapojení z obrázku 62 b). Nejvzdálen¥j²í strana £tverce od vodi£e je �xovaná
a stává se tak osou otá£ení £tverce. Zjist¥te, jaký náboj prote£e £tvercovou smy£kou, je-li její
odpor R. Vodi£em protéká proud I a smy£ka se oto£í o 180◦.

P°íklady k procvi£ení 11.2.

Uvaºujte kruhovou smy£ku o polom¥ruR1.Na ose smy£ky ve vzdálenosti d� R1 se nachází
druhá kruhová smy£ka o polom¥ru R2 � R1. Osy smy£ek jsou totoºné. Ur£ete vzájemnou
induk£nost.

P°íklady k procvi£ení 11.3.

Uvaºujte obvod s rezistory R1, R2, zdrojem emn. E a cívkou L (viz zapojení na obrázku
64 a)). Uvaºujte, ºe na po£átku je obvod zapojený po dostate£n¥ dlouhou dobu. Poté spína£
vypneme, jak je zakresleno v obrázku. Jaký náboj po vypnutí spína£e prote£e rezistorem R2?

P°íklady k procvi£ení 11.4.

Uvaºujte nekone£n¥ dlouhý vodi£ válcového tvaru o polom¥ru R, kterým protéká proud I.
Hustota proudu ve vodi£i je homogenní. Jaký je magnetický tok obdélníkem o stranách R a
L (viz obrázek 64 b)).
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ε
L

R₁

R₂

R

I

L

Obrázek 64: a) Obvod s cívkou a rezistory. b) Drátek ve vodi£i.

P°íklady k procvi£ení 11.5.

Uvaºujte dv¥ nekone£n¥ velké rovnob¥ºné desky, rovnob¥ºné s rovinnou yz, procházející
body x = ±a. T¥mito deskami protéká proud ve sm¥ru ±z (jednou v kladném a druhou v
záporném sm¥ru). Délková hustota proudu je i (proud je I = iL). Mezi deskami se nachází
vodivá kruhová smy£ka o polom¥ru R (viz obrázek 65). Rovina smy£ky svírá úhel ϕ s rovinou
xz a je kolmá na rovinu xy. Ur£ete magnetický tok procházející smy£kou.

x

y

z

II II

R

-a a

φ

S

Obrázek 65: Vodivá smy£ka mezi proudovými deskami.
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Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 271-295
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Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 314-328
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: podkapitoly 31.7-31.9, 31.12, kap. 33
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12 St°ídavé obvody

12.1 Komplexní £ísla

V této kapitole se budeme zabývat st°ídavými obvody obsahujícími rezistory, cívky a kon-
denzátory. V minulé kapitole jsme vypo£ítali proud protékající obvodem LRC. Zjistili jsme,
ºe tento obvod má vlastní frekvenci st°ídavého proudu. Uvaºujeme-li, ºe do obvodu zapojíme
zdroj st°ídavého nap¥tí s jinou frekvencí, proud v obvodu se po £ase p°izp·sobí frekvenci
zdroje. Jde-li v²ak o frekvence blízké, hodnota maximálního proudu se zvy²uje a °íkáme, ºe
obvod je v rezonanci.

Pro periodické funkce jsme zvyklí pouºívat cosx a sinx. Tyto funkce m·ºeme zapsat
pomocí imaginárních £ísel v exponenciálním zápisu

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
.

Z této rovnice vyjád°íme
eix = cosx+ i sinx.

Tento zápis periodických funkcí se hojn¥ vyuºívá ve fyzice. Uvaºujeme-li nap°íklad st°ídavé
nap¥tí ve tvaru U = Ũeiωt, kde Ũ = UR + iUI , skute£né nap¥tí vyjad°uje pouze jeho reálná
£ást, konkrétn¥ U = UR cos (ωt) − UI sin (ωt) . Fázový posun lze do tohoto výrazu vloºit
bu¤ posunutím ωt→ ωt+ ϕ, nebo ekvivalentn¥ pouºitím komplexního Ũ . Maximální nap¥tí

potom odpovídá velikosti Ũ , tedy
∣∣∣Ũ ∣∣∣ =

√
U2
R + U2

I .

Uvaºujme reálné Ũ , jeº ur£uje maximální hodnotu nap¥tí (nezávislé na £ase). Pak

U = Ũei(ωt+ϕ) = Ũeiωteiϕ =
(
Ũ cosϕ+ iŨ sinϕ

)
eiωt = Ũ ′eiωt,

kde Ũ ′ p°edstavuje jiº komplexní veli£inu. Máme na výb¥r pro popis fázového posunu: bu¤
pomocí úhlu ϕ, nebo komplexního Ũ .

P°. 12.1.

Zadání: Najd¥te komplexní £íslo ã = i +
√

3 ve tvaru ã = Aeiϕ, kde ϕ a A jsou reálná
£ísla.

�e²ení: Tvar ã = Aeiϕ m·ºeme p°epsat do podoby ã = A (cosϕ+ i sinϕ) . Víme-li, ºe

platí cosϕ2 + sinϕ2 = 1, pak se velikost komplexního £ísla rovná A =
(

12 +
√

3
2
)1/2

= 2.

Dále lze zapsat rovnost

ã = i+
√

3 = 2 (cosϕ+ i sinϕ)⇒ cosϕ =

√
3

2
, sinϕ =

1

2
⇒ ϕ =

π

6
.

Výsledek vyjád°íme ve tvaru ã = 2e
i
π

6 .

Komentá°: Polární zápis je vhodný pro násobení komplexních £ísel. Uvaºujme dv¥ kom-
plexní £ísla ã1 = A1e

iϕ1 a ã2 = A2e
iϕ2 . Jejich násobek je ã1ã2 = A1A2e

i(ϕ1+ϕ2).
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P°. 12.2.

Zadání: Uvaºujte dv¥ komplexní £ísla ã1 = R1 + iI1 a ã2 = R2 + iI2. Najd¥te jejich podíl
ã1
ã2
. (R a I v tomto p°ípad¥ nezna£í odpor a proud, ale imaginární a reálnou £ást komplexního

£ísla.)

�e²ení:

ã1
ã2

=
R1 + iI1
R2 + iI2

=
R1 + iI1
R2 + iI2

· R2 − iI2
R2 − iI2

=
R1R2 + I1I2 + i (I1R2 − I2R1)

R2
2 + I22

.

Komentá°: V polárním zápisu se výsledek o poznání zjednodu²í

ã1
ã2

=
A1

A2
ei(ϕ1−ϕ2).

P°. 12.3.

Zadání: Dokaºte, ºe sou£in velikostí dvou komplexních £ísel se rovná velikosti sou£inu
dvou komplexních £ísel.

�e²ení:M¥jme dv¥ komplexní £ísla ã1 = R1+iI1 a ã2 = R2+iI2. Sloºky komplexních £ísel
m·ºeme uvaºovat jako sloºky dvojrozm¥rného vektoru, pro velikosti tudíº platí |ã|2 = R2+I2.
Sou£in dvou komplexních £ísel lze zapsat jako

ã1ã2 = (R1 + iI1) (R2 + iI2) = R1R2 − I1I2 + i (R1I2 + I1R2) .

Kvadrát velikosti tohoto komplexního £ísla je

|ã1ã2|2 = (R1R2 − I1I2)2 + (R1I2 + I1R2)
2 = R2

1R
2
2 + I21I

2
2 +R2

1I
2
2 + I21R

2
2 = |ã1|2 |ã2|2 .

Velikosti spl¬ují vztah
|ã1ã2| = |ã1| |ã2| ,

coº bylo vid¥t i v komentá°i k p°íkladu 12.1.

12.2 Základní prvky st°ídavých obvod·

Uvaºujme jednoduchý obvod obsahující zdroj st°ídavého elektromotorického nap¥tí a rezistor
(viz obrázek 66 a)). Sestavme dle druhého Kirchho�ova zákona rovnici pro tento obvod:
E − RI = 0. Elektromotorické nap¥tí na st°ídavém zdroji uvaºujeme E = Ẽeiωt. Pro spln¥ní
rovnice musí i proud záviset na £ase jako

I =
E
R

= eiωt
Ẽ
R

= eiωtĨ .

Vidíme, ºe proud nemá vzhledem k emn. ºádný fázový posun (odpor je veli£ina reálná), je ve
stejné fázi.

Ve st°ídavých obvodech se odpor rezistoru zna£í Z̃R a nazývá se rezistance.
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Obrázek 66: a) Rezistor b) cívka c) kondenzátor ve st°ídavém obvodu.

Uvaºujme jednoduchý obvod obsahující zdroj st°ídavého elektromotorického nap¥tí a cívku
(viz obrázek 66 b)). Sestavme dle druhého Kirchho�ova zákona rovnici pro tento obvod

E − L∂I
∂t

= 0. Z této rovnice lze jednodu²e vyjád°it proud jako

I =

∫
E
L

dt =

∫
Ẽeiωt

L
dt =

Ẽeiωt

iωL
=
E
iωL

=
E
Z̃L

,

kde Z̃L = iωL se nazývá induktance. V p°ípad¥, kdy do obvodu zapojíme cívku, proud
v obvodu jiº zjevn¥ nebude ve stejné fázi jako emn. Pokud nap¥tí má reálnou £ást cos (ωt) , pak
proud má reálnou £ást sin (ωt) . Ob¥ veli£iny jsou od sebe posunuty o π/2. Elektromotorické
nap¥tí tak p°edchází proud o £tvrt periody.

M¥jme jednoduchý obvod obsahující zdroj st°ídavého elektromotorického nap¥tí a konden-
zátor (viz obrázek 66 c)). Sestavme dle druhého Kirchho�ova zákona rovnici pro tento obvod

E − Q

C
= 0. Z této rovnice snadno vyjád°íme proud jako

I =
∂Q

∂t
=
∂ (EC)

∂t
=
∂
(
ẼeiωtC

)
∂t

= iωẼeiωtC = iωEC =
E
Z̃C

,

kde Z̃C =
1

iωC
a nazývá se kapacitance. Jestliºe reálné nap¥tí je funkcí cos (ωt) , pak proud

je zase funkcí − sin (ωt) . Proud p°edchází elektromotorické nap¥tí o π/2.

12.3 Zapojení RLC prvku ve st°ídavém obvodu

S veli£inami rezistance, induktance a kapacitance se ve st°ídavém obvodu pracuje obdobným
zp·sobem jako s odporem v klasickém obvodu. Uvaºujme sériové zapojení RLC ve st°ídavém
obvodu (viz obrázek 67).

V p°ípad¥ t°í sériov¥ zapojených rezistor· je výsledný odpor dán prostým sou£tem jed-
notlivých odpor·. Stejným zp·sobem budeme postupovat, i kdyº odpory nahradí rezistance,
induktance a kapacitance

E = Ẽeiωt =
(
Z̃R + Z̃L + Z̃C

)
I = Z̃I = Z̃Ĩeiωt ⇒ Ẽ = Z̃Ĩ.
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ε

R L C

Obrázek 67: Sériové RLC ve st°ídavém obvodu.

Veli£ina Z̃ se nazývá impedance. V p°ípad¥ sériového LCR zapojení pro impedanci platí

Z̃ = R+ i

(
ωL− 1

ωC

)
. V p°ede²lém p°íkladu jsme ukázali, ºe velikost sou£inu komplexních

£ísel se rovná sou£inu velikostí komplexních £ísel. Díky této znalosti a pouºitím maximálního
proudu |Ĩ| v obvodu a maximálního emn. |Ẽ | získáme

|Ẽ | = |Z̃||Ĩ| ⇒ |Z̃|2 = R2 +

(
ωL− 1

ωC

)2

.

Tento výraz lze zobecnit p°echodem od elektromotorického nap¥tí ke klasickému nap¥tí na
svorkách soustavy. Lze uvaºovat pozm¥n¥ný Ohm·v zákon, kdy okamºité nap¥tí a proud
vyst°ídají maximální nap¥tí a proud a kde na místo odporu pouºijeme velikost impedance.

P°. 12.4.

Zadání: Vypo£t¥te obvod, ve kterém je RLC zapojeno paraleln¥.

�e²ení: Pro paralelní zapojení platí

1

Z̃
=

1

Z̃R
+

1

Z̃L
+

1

Z̃C
=
Z̃RZ̃C + Z̃LZ̃C + Z̃RZ̃L

Z̃RZ̃LZ̃C
⇒ Z̃ =

Z̃RZ̃LZ̃C

Z̃RZ̃C + Z̃LZ̃C + Z̃RZ̃L
.

Dosazením za Z̃R, Z̃L a Z̃C obdrºíme

Z̃ =
R
L

C
L

C
+ iR

(
ωL− 1

ωC

) =
R
L

C[
L

C
+ iR

(
ωL− 1

ωC

)] ·
[
L

C
− iR

(
ωL− 1

ωC

)]
[
L

C
− iR

(
ωL− 1

ωC

)] =

=

R
L

C

[
L

C
− iR

(
ωL− 1

ωC

)]
[
L2

C2
+R2

(
ωL− 1

ωC

)2
] .

118



Velikost impedance je

|Z̃| =
R
L

C[
L2

C2
+R2

(
ωL− 1

ωC

)2
]1/2 .

Fázové posunutí ur£íme z rovnice z rovnice eiϕ =
Z̃

|Z̃|
⇒ cosϕ =

RZ̃
|Z̃|

, sinϕ =
IZ̃
|Z̃|

.

12.4 �e²ení diferenciální rovnice pro st°ídavé obvody

V p°ede²lém textu jsme tvrdili, ºe frekvence st°ídavého obvodu se po £ase ustálí na frekvenci
st°ídavého nap¥tí zdroje. Toto tvrzení není z°ejmé a je pot°eba jej matematicky obhájit.
Uvaºujme op¥t zapojení z obrázku 67. Kaºdou sloºku obvodu si lze p°edstavit jako £len v
diferenciální rovnici. Z p°ede²lé sekce vyplývá tvar této diferenciální rovnice

E = L
∂I

∂t
+RI +

Q

C
⇒ E = L

∂2Q

∂t2
+R

∂Q

∂t
+
Q

C
.

Pro jednoduchost uvaºujme, ºe sepnutí st°ídavého zdroje elektromotorického nap¥tí na£asu-
jeme tak, aby platilo

E = E0 cos (ωt) .

Vý²e uvedená diferenciální rovnice je ekvivalentní diferenciální rovnici nuceného harmonického
oscilátoru

ẍ+ k1ẋ+ k2x = k3 cos (ωt) , (72)

kde x je výchylka harmonického oscilátoru od rovnováºné polohy, k1 je sou£initel útlumu
pod¥lený hmotností oscilátoru (konstanta zodpovídající za tlumení oscilátoru), k2 je tuhost
pruºiny pod¥lená hmotností oscilátoru, k3 je amplituda budící síly pod¥lená hmotností osci-
látoru a te£ky nad x ozna£ují derivace podle £asu. V podobném duchu lze uvaºovat i zapojení
st°ídavého obvodu. Cívka odpovídá v obvodu za setrva£nost (zachování p·vodního proudu),
rezistor zp·sobuje útlum proudícího náboje, kondenzátor vybíjením vytvá°í proud (je ekviva-
lentní pruºin¥, která p·sobí proti výchylce) a zdroj elektromotorického nap¥tí odpovídá vn¥j²í
síle budící kmity. V obvodu LCR platí k1 = R/L, k2 = 1/ (CL) a k3 = E0/L.

V rovnici (72) je x jedinou neznámou funkcí, závisející na £ase t a nacházející se v rovnici
(72) v lineárním tvaru. Uvaºujme nejprve homogenní diferenciální rovnici ve tvaru

ẍ1 + k1ẋ1 + k2x1 = 0. (73)

Tato rovnice lze upravit substitucí x1 = ye−λt[
ÿ + (k1 − 2λ) ẏ +

(
k2 − k1λ+ λ2

)
y
]
e−λt = 0.

Vynásobením eλt a zvolením λ = k1/2 obdrºíme

ÿ + ω2
0y = 0,

kde ω2
0 = k2 − k21/4. Vý²e uvedená rovnice je rovnice harmonického oscilátoru. Vynásobením

ẏ obdrºíme

ÿẏ + ω2
0yẏ = 0⇒ 1

2

(
ẏ2 + ω2

0y
2
)·

= 0⇒ ẏ2 + ω2
0y

2 = ω2
0c

2 ⇒ ẏ√
c2 − y2

= ω0 ⇒
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⇒
∫

dy√
c2 − y2

=

∫
ω0dt⇒ arcsin

(y
c

)
= ω0t+ ϕ0 ⇒ y = c sin (ω0t+ ϕ0) .

Zp¥tným dosazením obdrºíme °e²ení lineární homogenní diferenciální rovnice druhého °ádu

x1 = ce−λt sin (ω0t+ ϕ0) ,

kde c a ϕ jsou integra£ní konstanty. Uvaºujme, ºe se£teme rovnice (72) a (73)

(ẍ+ ẍ1) + k1 (ẋ+ ẋ1) + k2 (x+ x1) = k3 cos (ωt) .

V²imn¥me si, ºe pokud tento vztah upravíme pomocí transformace x + x1 → x obdrºíme
p·vodní rovnici (72) a to i p°es to, ºe funkce x1 v sob¥ obsahuje maximální po£et (dv¥)
integra£ních konstant. Najdeme-li tedy libovolné °e²ení pro x spl¬ující rovnici (72), získáme
tak po se£tení °e²ení z rovnice (73) zcela obecné °e²ení rovnice (72).

Funkce kosinus lze rozepsat cos (ωt) =
(
eiωt + e−iωt

)
/2. P°emý²livého £tená°e napadne,

ºe °e²ení pro funkci x m·ºe být ve tvaru

x = A+e
iωt +A−e

−iωt,

kde A+ a A− jsou zatím neur£ené komplexní konstanty. Dosazením obdrºíme

A+e
iωt
(
k2 + ik1ω − ω2

)
+A−e

−iωt (k2 − ik1ω − ω2
)

= k3
(
eiωt + e−iωt

)
/2.

Vyjád°ením pro £leny eiωt a e−iωt obdrºíme vztahy pro konstanty A+ a A−

A+ =
1

2
k3

[ (
k2 − ω2

)
− i (k1ω)

(k2 − ω2)2 + (k1ω)2

]
, A− =

1

2
k3

[ (
k2 − ω2

)
+ i (k1ω)

(k2 − ω2)2 + (k1ω)2

]
.

Zp¥tným dosazením obdrºíme

x = k3

(
k2 − ω2

)
cos (ωt) + k1ω sin (ωt)

(k2 − ω2)2 + (k1ω)2
. (74)

Z tohoto °e²ení je moºné ur£it amplitudu

A =
k3

(k2 − ω2)2 + (k1ω)2

[(
k2 − ω2

)2
+ (k1ω)2

]1/2
=

k3[
(k2 − ω2)2 + (k1ω)2

]1/2
a fázi kmitání

tg (ϕ) = − k1ω

(k2 − ω2)
.

Rovnici (74) lze tedy p°epsat do tvaru

x = A cos (ωt+ ϕ) . (75)

P°i£tením °e²ení z homogenní rovnice k rovnici (75) obdrºíme obecné °e²ení diferenciální rov-
nici (72) ve tvaru

x = A cos (ωt+ ϕ) + ce−λt sin (ω0t+ ϕ0) . (76)

Z výsledku je patrné, ºe v závislosti na po£áte£ních podmínkách náboj nejprve osciluje
£áste£n¥ s vlastní frekvencí ω0 a £áste£n¥ s frekvencí vynucenou ω. Vlivem nenulového λ, které
je úm¥rné odporu obvodu (ten je vºdy nenulový), amplituda vlastní oscilace exponenciáln¥
klesá a v obvodu se stává dominantní oscilace nucená. Po ur£ité dob¥ vlastní oscilace zcela
vymizí a obvod se ustálí na pr·b¥hu popsaném rovnicí (74), respektive (75).
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P°íklady k procvi£ení 12.1.

Upravte a vypo£t¥te velikost komplexních £ísel: ã =
1

i
+

1

i− 1
+

1

i+ 1
, b̃ =

1

i
+

1

i− 1
− 1

i+ 1
.

P°íklady k procvi£ení 12.2.

Najd¥te komplexní £íslo ã = 2i ve tvaru Aeiϕ.

P°íklady k procvi£ení 12.3.

Uvaºujte st°ídavý obvod z prvního obrázku 68, kde R je odpor rezistoru, L induk£nost
cívky, C kapacita kondenzátoru a ω frekvence st°ídavého zdroje. Vypo£t¥te reálnou a imagi-
nární £ást impedance tohoto zapojení.

L

C

R

ε

L

C

R

ε

Obrázek 68: St°ídavé obvody.

P°íklady k procvi£ení 12.4.

Uvaºujte st°ídavý obvod z druhého obrázku 68, kde R je odpor rezistoru, L induk£nost
cívky, C kapacita kondenzátoru a ω frekvence st°ídavého zdroje. Vypo£t¥te reálnou a imagi-
nární £ást impedance tohoto zapojení.

P°íklady k procvi£ení 12.5.

Uvaºujte paraleln¥ zapojenou cívku o induk£nosti L a rezistor o odporu R. K této sou-
stav¥ je v uzav°eném obvodu do série zapojený ampérmetr o zanedbatelném odporu a zdroj
st°ídavého nap¥tí E . Z ampérmetru je z°ejmé, ºe ve chvíli kdy je proud maximální, nap¥tí na
zdroji nabývá hodnoty jedné poloviny maximální hodnoty. Ur£ete frekvenci zdroje nap¥tí.

Doporu£ená literatura
Elekt°ina a magnetismus (Sedlák, �toll), 2002: str. 497-524
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 1, 2000: str. 302-306, 309-317, 339-342
Feynmanovy p°edná²ky z fyziky 2, 2001: str. 300-304, 389-407
Elektromagnetismus (Andrej Tirpák), 1999: str. 422-430
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 33
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�tvrtsemestrální písemná práce £. 4.

1. Ur£ete elektrické nap¥tí (jako funkci £asu) indukované na vodivém krouºku o polom¥ru
r = R/2 nalézajícím se uvnit° dlouhé cívky (o plo²e pr·°ezu S = πR2 a po£tu závit· N
a na délce L), kterou protéká elektrický proud I = I0 sin (ωt) . Rovina krouºku je kolmá
na magnetické pole v cívce. V oblasti uvnit° cívky uvaºujte vakuum. Ur£ete vzájemnou
induk£nost.

2. Uvaºujte jednoduchý obvod bez rezistoru, který obsahuje pouze cívku a kondenzátor
(sériov¥ zapojené). Uvaºujte, ºe v £ase t = 0 je na kondenzátoru náboj Q a proud
protékající obvodem je roven nule I = 0. Jaký bude dal²í £asový pr·b¥h náboje a
proudu v obvodu? Vypo£t¥te a nakreslete £asovou závislost I a Q na t.

3. Uvaºujte vektorový potenciál ve tvaru
−→
A = K sin (ωt) (0,

z

r2
,− y

r2
), kde r2 = x2+y2+z2.

Vypo£t¥te vektor magnetické indukce
−→
B . Veli£iny ω a K jsou konstanty.

4. Ur£ete vektor elektrické intenzity
−→
E , víte-li, ºe skalární potenciál ϕ se rovná nule a vek-

torový potenciál
−→
A je stejný jako v p°ede²lém p°ípad¥.

Zkou²ková písemná práce

1. Prostor mezi elektrodami válcového kondenzátoru s polom¥ry R1 a R2 (R1 < R2) je
vypln¥n elektrickým nábojem s konstantní objemovou hustotou %. Vnit°ní elektroda
kondenzátoru je uzemn¥na a vn¥j²í elektroda je na potenciálu U . Ur£ete rozloºení po-
tenciálu a intenzity elektrického pole uvnit° kondenzátoru.

2. Vypo£ítejte indukci magnetického pole uprost°ed závitu ve tvaru £tverce o stran¥ a,
kterým prochází proud I.

3. Kondenzátor kapacity C byl p°ipojen ke zdroji konstantního nap¥tí U p°es odpor R.
Spo£ítejte náboj na kondenzátoru a nabíjecí proud v závislosti na £ase.

4. Vodivá kruhová smy£ka o polom¥ru r0 je umíst¥na do homogenního magnetického pole
intenzity H. Induk£ní £áry magnetického pole jsou kolmé na rovinu vodi£e. Odpor vodi£e
je R. Jak velký náboj prote£e pr·°ezem vodi£e v pr·b¥hu jeho oto£ení o 90o? Osa otá£ení
vodi£e leºí v rovin¥ smy£ky.

5. �tvercová smy£ka o stran¥ a je nabitá konstantní lineární hustotou náboje τ . Vypo£ítejte
intenzitu elektrického pole na ose smy£ky.

M·ºe se hodit:
d

dx

x√
a2 + x2

=
a2

(a2 + x2)3/2
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13 Stru£ný p°ehled vybraných klí£ových vzorc·

V této kapitole si stru£n¥ uvedeme základní vztahy, které byly uvedeny v t¥chto skriptech.
Uvedeny jsou n¥které (nikoli v²echny) klí£ové vzorce. Pro úsp¥²né absolvování p°edm¥tu je
nutná jejich znalost.

Coulomb·v zákon
−→
F 1 = −Q1Q2

4πε0

(−→r2 −−→r1)

|−→r2 −−→r1 |3
= −
−→
F 2.

Maxwellovy rovnice v diferenciálním tvaru

−→
∇ ·
−→
E =

%

ε0
,
−→
∇ ·
−→
B = 0,

−→
∇×
−→
B =µ0

−→
j +µ0ε0

∂
−→
E

∂t
,
−→
∇ ×

−→
E = −∂

−→
B

∂t
.

Maxwellovy rovnice v integrálním tvaru∮ −→
E · d

−→
S =

Q

ε0
,

∮ −→
B · d

−→
S = 0,∮ −→

B ·d−→r =µ0I+µ0ε0
∂φE
∂t

,

∮ −→
E · d−→r = −∂φB

∂t
.

Rovnice kontinuity
∂%

∂t
+
−→
∇ · −→j = 0.

Lorentzova síla −→
F =q

(−→
E+−→v ×

−→
B
)
.

Lorentzova síla p·sobící na element vodi£e

d
−→
F = Id−→r ×

−→
B.

Rovnice pro potenciály

−→
E = −

−→
∇ϕ− ∂

−→
A

∂t
,
−→
B =

−→
∇ ×

−→
A.

�e²ení skalárního potenciálu pro statické elektrické pole

ϕ =
1

4πε0

∫
dQ

|−→r −−→r ′|
+K.

�e²ení vektorového potenciálu pro statické magnetické pole

−→
A (−→r ) =

µ0
4π

∫ −→
j dV ′

|−→r −−→r ′|
,
−→
A (−→r ) =

µ0
4π

∫
Id−→r ′

|−→r −−→r ′|
.

�e²ení elektrické intenzity pro statické elektrické pole

−→
E =

1

4πε0

∫
(−→r −−→r ′) dQ

|−→r −−→r ′|3
.
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�e²ení magnetické indukce pro stacionární magnetické pole

−→
B =

µ0
4π

∫ −→
j × (−→r −−→r ′) dV ′

|−→r −−→r ′|3
,
−→
B = −µ0

4π

∫
I (−→r −−→r ′)× d−→r ′

|−→r −−→r ′|3
.

�e²ení potenciálu a nap¥tí z elektrické intenzity

ϕ = −

−→r∫
−→
A

−→
E · d−→r , U = ϕ1 − ϕ2.

Kapacita kondenzátoru

C =
Q

U
.

Kapacita deskového kondenzátoru

C =
εS

d
.

Úbytek nap¥tí na cívce (aplikace Faradayova zákona)

U = −L∂I
∂t

= −dφB
dt

.

Vlastní induk£nost dlouhého solenoidu

L =
µ0SN

2

l
.

Vzájemná induk£nost

U1 = M
∂I2
∂t

, M = −µ0
4π

∮ ∮
1

|−→r 1 −−→r 2|
d−→r 2 · d−→r 1.

Hustota elektromagnetické energie

wEM =
1

2µ0

(
E2

c2
+B2

)
.

Elektrostatická energie

E =
ε0
2

∫
V

E2dV, E =
1

2

∫
V

ϕ%dV.

Transformace proudu a nap¥tí na transformátoru

N1

N2
=
U1

U2
=
I2
I1
.

Rezistance, induktance, kapacitance

ZR = R, ZL = iωL, ZC = − i

ωC
.
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�e²ení p°íklad· k procvi£ení

1.1: ∂f1
∂t = 0, ∂f1∂x = 1, ∂f1∂y = 2y, ∂f1∂z = 3z2,

∂f2
∂t = c sin(xyz), ∂f2

∂x = ctyz cos(xyz),
∂f2
∂y = ctxz cos(xyz), ∂f2

∂z = ctxy cos(xyz),

∂f3
∂t = −c sin(ct)

r2
, ∂f3∂x = −2x cos(ct)

r4
,

∂f3
∂y = −2y cos(ct)

r4
, ∂f3∂z = −2z cos(ct)

r4
.

1.2:
−→
∇ ·
−→
V = 0,

−→
∇ ×

−→
V = (0, 0, 2ω).

1.3: Bez komentá°e.

1.4: Bez komentá°e.

1.5: Závisí na k°ivce, pole není konzervativní.
Pro p°ípad p°ímky −→r = (t, t, t) spojující body
(0, 0, 0) a (1, 1, 1) je integrál roven I = 1

2 .

2.1: FQ
FG

= −2, 27 · 1039.

2.2:
−→
E = (0, 0, Ez),

Ez = Qz

4πε0(z2+R2)
3
2

= zτR

2ε0(z2+R2)
3
2
.

2.3:
−→
E =

[
0, 0, σz2ε0

(
1
z −

1√
z2+R2

)]
.

2.4:
−→
E = (0, 0, 0) .

2.5:
−→
E =

(
0, 0, 2aτz

πε0(a2+z2)
√
2a2+z2

)
.

3.1: a) ϕ= τ
4πε0

ln

∣∣∣∣ a+√a2+y2−a+
√
a2+y2

∣∣∣∣ , y ∈ <− {0},
b) ϕ= τ

4πε0
ln
∣∣∣x−ax+a

∣∣∣ , x ∈ (−∞;−a) ,

ϕ= τ
4πε0

ln
∣∣∣x+ax−a

∣∣∣ , x ∈ (a;∞) .

3.2: ϕ = σ
2ε0

(√
z2 +R2 − z

)
.

3.3: ϕr≤R1 = %
2ε0

(
R2

2 −R2
1

)
,

ϕR1≤r≤R2 = %
2ε0

(
R2

2 − r2

3 −
2R3

1
3r

)
,

ϕr≥R2 = %
3ε0r

(
R3

2 −R3
1

)
.

Grafy viz obrázek 69.

3.4: Bez komentá°e.

3.5:
−→
E =2kc−→re−cr2, %=2ε0kce

−cr2(3−2cr2
)
.

4.1: ϕr≤R = 3Q
8πε0R3 (R2 − r2

3 ), ϕr≥R = Q
4πε0r

.
Grafy viz obrázek 70.

4.2: ϕr≤R =− r2%
4ε0
, ϕr≥R =−R2%

2ε0
ln
(
r
R

)
− R2%

4ε0
.

Grafy viz obrázek 71.

4.3: tg (ϕ) = Qσ
2ε0mg

.

4.4:
−→
Er≥R2 = Q

4πε0

(x,y,z)

[x2+y2+z2]
3
2
,
−→
ER2≥r≥R1 =

−→
0 ,

−→
E r≤R1 = Q

4πε0
·

·

 (x,y,z−z1)

[x2+y2+(z−z1)2]
3
2
−

R1
z1

(
x,y,z−R

2
1
z1

)
[
x2+y2+

(
z−

R2
1
z1

)2
] 3

2

 .

4.5: ϕr≥R = kR4

4rε0
, ϕr≤R = kR3

3ε0
− kr3

12ε0
.

5.1: C = πR2ε0

R+2a−[R2+(2a)2]
1/2 .

5.2: C = 2πRε0.

5.3: Cc = 2
5C.

5.4: Cc = C.

5.5: M = R2ε0U2

4d .

6.1: C = 4πε0εr
R1R2
R2−R1

= 4πε R1R2
R2−R1

.

6.2: h = ε0E2(εr−1)
2d2%g

.

6.3: h = ε0U2(εr−1)
ln(R2/R1)%g(R2

2−R2
1)
.

6.4: C = S(ε1−ε2)
l ln(ε1/ε2)

.

6.5: C = 4πα
R2−R1

.

7.1: I = 2πRE
ρ .

7.2: I = 2πEL
ρ ln(R2/R1)

.
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7.3: Q = EC
(

1− e−
t
CR

)
, I = E

Re
− t
CR .

7.4: I = E
6R

(
3 + e−

2t
3CR

)
.

7.5: Cc = 6
5C.

8.1: Br<R = µ0kr2

3 , Br>R = µ0kR3

3r .

8.2: Br<R =
µ0ω%0(R2−r2)

2 .

8.3: Br<R = µ0ωk
[
R3

6 + r2
(
r
3 −

R
2

)]
.

8.4: Br<a = 1
2µ0j (2r − a) , Br>a = 1

2µ0ja.

8.5:
−→
B z>0 =

(
0,− iµ0

2 , 0
)
,

−→
B z<0 =

(
0, iµ02 , 0

)
.

9.1:
−→
B = (0, 0, 0) .

9.2:
−→
A = (0, 0, 0) .

9.3:
−→
A = −µ0I

4π ln
(
x2 + y2

)
(0, 0, 1) .

9.4:
−→
B = 4µ0Ia2

π(4z2+a2)
√
2a2+4z2

(0, 0, 1) .

9.5:
−→
B = µ0σω

2

[
R2+2z2√
R2+z2

− 2z
]

(0, 0, 1) .

10.1: φB = −4πK.

10.2:
−→
B = 2ktz

%4
(y,−x, 0) +

−→
f (x, y, z) ,

kde pro
−→
f platí

−→
∇ ·
−→
f = 0.

10.3: Podmínka je spln¥na.

10.4: Bezzdrojové Maxwellovy rovnice platí
pro libovoln¥ zvolené potenciály. Hledané ve-
li£iny jsou:

−→
E = (A0ω cos (kz − ωt) , 0, 0) ,

−→
B = (0, A0k cos (kz − ωt) , 0) , % = 0,
−→
j = 1

µ0

(
A0

(
k2 − ω2

c2

)
sin (kz − ωt) , 0, 0

)
.

Poznámka: Vektorový potenciál popisuje ro-
vinnou vlnu, pokud k = ±ω

c .

10.5: E = 3Q2

20πRε0
.

11.1: Q = µ0IL
2πR ln

(
2L+a
a

)
.

11.2: M =
µ0πR2

1R
2
2

2(R2
1+d

2)
3
2
.

11.3: Q = EL
R1R2

.

11.4: φ = µ0L
4π I.

11.5: φ = πR2µ0i cosϕ.

12.1: ã = −2i, |a| = 2, b̃ = −1− i, |b| =
√

2.

12.2: ã = 2ei
π
2 .

12.3: ZR = R
R2ω2C2+1

, ZI = ωL− R2ωC
R2ω2C2+1

.

12.4: ZR = R, ZI = − Lω
ω2LC−1 .

12.5: ω = R√
3L
.
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r

E(r)

R₁ R₂

E(r≤R₁)=0

E(R₁≤r≤R₂) =      (r-      )ρ
3ε₀

R₁³
r²

E(r≥R₂) =      ρ
3ε₀

R₂³-R₁³
r²

φ(r)

rR₁ R₂

φ(r≥R₂) =       ρ
 3ε₀ r

R₂³-R₁³

φ(R₁≤r≤R₂) =         (    +      -         )ρ
3ε₀

R₁³
rφ(r≤R₁) =        

ρ
2ε₀
(R₂²-R₁²) r² 3R₂²

2 2

Obrázek 69: Velikost elektrické intenzity a potenciál v blízkosti nabité kulové slupky.

 

r

E(r)

R

E(r≤R)= 
Qr

4πε₀R³

E(r≥R)= Q
4πε₀r²

 

r

φ(r)

R

φ(r≤R)= 
3Q
8πε₀R³

φ(r≥R)= 

φ(r    ∞)=0

(R²-   )r²
3

Q
4πε₀r

Obrázek 70: Velikost elektrické intenzity a potenciál v blízkosti homogenn¥ nabité koule.

 

R r

E(r)

Er≥R=

Er≤R= 2ε₀
ρr

ρR²
2ε₀r

 

r

φ(r)

φ(r=0)=0 R

φ(r≤R)= -
ρr²
4ε₀

φ(r≥R)= -
ρr²
4ε₀ (1+2ln    )r

R

Obrázek 71: Velikost elektrické intenzity a potenciál v blízkosti nabitého válce.
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