Kolektivni a kooperativni jevy — 1. sada prikladu

1. Landauova teorie pro feromagnet

S pomoci Landauovy teorie popiste kritické chovani anisotropniho feromagnetu s tzv. magneticky
meékkou osou, v némz muze magnetizace zaujimat pouze dvé orientace — po sméru osy z a proti sméru
osy z. V ose z dale pusobi magnetické pole B. Landauovu volnou energii zapiSeme ve tvaru mocninného
rozvoje vhodného pro pfipady s malou magnetizaci M

L(T,B,M) = 1,(T,B)M" ~ Iy(T, B) + ly(T, B)M + Io(T, B)M? + I3(T, B)M® + 14(T, B)M" .
n=0

Predpokladame, ze velikosti B a T' — T, jsou malé (slabé pole, blizkost fdzového piechodu), a méme
proto
In(T,B) = ap + b, B+ c, (T —T¢) .

(a) Zjednoduste uvedeny rozvoj do ¢tvrtého fadu s vyuzitim symetrie L(T,—B,—M) = L(T, B, M).
(b) Rozvazte, jaké podminky musi spliovat zbylé koeficienty rozvoje, abychom p#i nulovém poli dostali
feseni M =0proT > T, a £M(T) pii T < T..
(c) Zanedbdme koeficienty, které nehraji pii fdzovém piechodu vyznamou roli. Dale uréime hodnotu
koeficientu b; s vyuzitim termodynamického vztahu M = —0F/JB. Vysledny tvar Landauovy volné
energie
L(T,B,M) ~ —BM + co(T — T.)M* + ay M*

pouzijte k vypoctu nasledujicich veli¢in

e magnetizace M (T) pii nulovém poli B = 0

e susceptibility pro slabé pole x = (O0M/0B)p=o

e magnetizace na T, vyvolané vnéjsim polem, M (B) pro T =T,

e specifického tepla ¢ = —T(0?F/0T?)g—g v okoli fazového piechodu

2. Numerické reSeni Grossovy-Pitaevského rovnice pro harmonickou past

Pro pftiblizny popis kondenzatu slabé interagujicich atomu v pasti lze pouzit Grossovu-Pitaevského
rovnici

2
T Ve () + gl | D) = ()

kterd byla odvozena zahrnutim kontaktn{ interakce V(r —r’) = gd(r — ') na trovni pfiblizeni stfedniho
pole. Interakéni parametr g se obvykle vyjadiuje pomoci rozptylové délky a jako
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Vlnova funkce kondenzétu ¢(r) spliiuje normovaci podminku

16 @ =
kde N je pocet atomu v pasti a potencidl pasti Vit nabyvéa pro izotropni harmonickou past tvaru
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‘/ext('r') = 57’71&]%107’2 .

1



Zavedeme charakteristickou délku apo = \/h/TrTHo a prevedeme GP rovnici do bezrozmérnych veli¢in
Ezr/aH07é:¢/ Na%{o,,a:u/%tho:

[—V%whsﬂi |a3<s>\2] 56) = 3(e) s nomovinim [ AP0’ =1

Parametr A = 87(Na/ano) mé vyznam poméru interakén{ energie odhadnuté jako Einy o< gN(N/ado)
a kinetické energie neinteragujicich bosonu odhadnuté jako Eyj, o< N %tho. Reseni GP rovnice od-
povida vlnové funkci zdkladniho stavu a je tedy sféricky symetrické. Muzeme polozit ¢(&) = u(§)/€ a
obdrzet finaln{ rovnici
d? ~
[_df2 +&2+ A |¢(§)|2} u(§) = pu(f) s okrajovymi podminkami «(0) =0, u(oc0) =0,

LY Y

jejiz feSeni je tfeba nalézt numericky. VyTeste tuto rovnici pro parametr N a/ago = 0, 1, 10 a 100 a
graficky znazornéte odpovidajici ¢ v zavislosti na &.

3. Jednocasticova matice hustoty systému neinteragujicich bosonu a fermionu

Vypoctéte jednocasticovou matici hustoty pq(r,7’) danou vztahem

pi(r,7') = (DT (r)d(r))

pro systém volnych neinteragujicich bosont s disperzni relaci e, = h?k?/2m. Pfitom uvazujte i o p¥ipadu,
kdy je ptitomen kondenzat, a oddélte ptispévek s k = 0. Ziskany vyraz bude obsahovat integral, ktery
nenf mozno analyticky vyjadfit. Rozviiite proto e’k pro malé k do druhého édu v k a integrél spoctéte.
(a) Ukazte, ze pro T > T, mé jednocdsticovd matice hustoty piiblizny tvar

e—lr—r'l/d

P1 (’I", T/) ~

r—7|

a urcete korela¢ni délku d. Tato korela¢ni délka diverguje pro T' — 1.
(b) Ukazte, ze pro T < T, m4 jednoc¢asticova matice hustoty priblizny tvar
, const.

rr)=ng+ ——.
pl( ) 0 ‘7’ — ,’,/‘
(c¢) Porovnejte chovani jednoc¢asticové matice hustoty systému neinteragujicich bosonu s odpovidajici
veli¢inou pro systém neinteragujicich fermionu.

4. Bogoliubovova transformace

Systém interagujicich bosonu je popsan kvadratickym hamiltonianem
1
H = Z [Ak aTkak — in (aka_k + a};aT_k)] ,
k

kde Ap a By jsou redlna cisla, kterd spliuji A_p = Ap a B_p = Bp. Ukazte, Ze piechod k novym
bosonovym operatorim oy dany piedpisem a; = ugoy, + ’UkaJL i (Bogoliubovova transformace) prevadi
pii vhodné volbé koeficientu ug, vi hamiltonidn na diagonalni tvar

1
H:ZwkaLak+§Z(wk—Ak) .
k k

Najdéte explicitni vyjadifeni koeficientt ug, vx a energii wg elementdarnich excitaci. Kromé splnéni

pozadavku diagonalnosti vysledného hamiltonidnu je také tieba pii transformaci zachovat bosonové
. ) t

komutacni relace pro operatory oy, ay,.



