
Kolektivńı a kooperativńı jevy – 1. sada př́ıklad̊u

1. Landauova teorie pro feromagnet

S pomoćı Landauovy teorie popǐste kritické chováńı anisotropńıho feromagnetu s tzv. magneticky
měkkou osou, v němž může magnetizace zauj́ımat pouze dvě orientace – po směru osy z a proti směru
osy z. V ose z dále p̊usob́ı magnetické pole B. Landauovu volnou energii zaṕı̌seme ve tvaru mocninného
rozvoje vhodného pro př́ıpady s malou magnetizaćı M

L(T,B,M) =

∞∑
n=0

ln(T,B)Mn ≈ l0(T,B) + l1(T,B)M + l2(T,B)M2 + l3(T,B)M3 + l4(T,B)M4 .

Předpokládáme, že velikosti B a T − Tc jsou malé (slabé pole, bĺızkost fázového přechodu), a máme
proto

ln(T,B) ≈ an + bnB + cn(T − Tc) .

(a) Zjednodušte uvedený rozvoj do čtvrtého řádu s využit́ım symetrie L(T,−B,−M) = L(T,B,M).
(b) Rozvažte, jaké podmı́nky muśı splňovat zbylé koeficienty rozvoje, abychom při nulovém poli dostali
řešeńı M = 0 pro T > Tc a ±M(T ) při T < Tc.
(c) Zanedbáme koeficienty, které nehraj́ı při fázovém přechodu významou roli. Dále urč́ıme hodnotu
koeficientu b1 s využit́ım termodynamického vztahu M = −∂F/∂B. Výsledný tvar Landauovy volné
energie

L(T,B,M) ≈ −BM + c2(T − Tc)M2 + a4M
4

použijte k výpočtu následuj́ıćıch veličin

• magnetizace M(T ) při nulovém poli B = 0

• susceptibility pro slabé pole χ = (∂M/∂B)B=0

• magnetizace na Tc vyvolané vněǰśım polem, M(B) pro T = Tc

• specifického tepla c = −T (∂2F/∂T 2)B=0 v okoĺı fázového přechodu

2. Numerické řešeńı Grossovy-Pitaevského rovnice pro harmonickou past

Pro přibližný popis kondenzátu slabě interaguj́ıćıch atomů v pasti lze použ́ıt Grossovu-Pitaevského
rovnici [

− ~2

2m
∇2 + Vext(r) + g|φ(r)|2

]
φ(r) = µφ(r) ,

která byla odvozena zahrnut́ım kontaktńı interakce V (r−r′) = gδ(r−r′) na úrovni přibĺıžeńı středńıho
pole. Interakčńı parametr g se obvykle vyjadřuje pomoćı rozptylové délky a jako

g =
4π~2a
m

.

Vlnová funkce kondenzátu φ(r) splňuje normovaćı podmı́nku∫
|φ(r)|2 d3r = N ,

kde N je počet atomů v pasti a potenciál pasti Vext nabývá pro izotropńı harmonickou past tvaru

Vext(r) =
1

2
mω2

HOr
2 .
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Zavedeme charakteristickou délku aHO =
√

~/mωHO a převedeme GP rovnici do bezrozměrných veličin

ξ = r/aHO , φ̃ = φ/
√
Na3HO , µ̃ = µ/12~ωHO :[

−∇2
ξ + ξ2 + 8π

Na

aHO
|φ̃(ξ)|2

]
φ̃(ξ) = µ̃ φ̃(ξ) s normováńım

∫
|φ̃(ξ)|2 d3ξ = 1 .

Parametr A = 8π(Na/aHO) má význam poměru interakčńı energie odhadnuté jako Eint ∝ gN(N/a3HO)
a kinetické energie neinteraguj́ıćıch boson̊u odhadnuté jako Ekin ∝ N 1

2~ωHO. Řešeńı GP rovnice od-

pov́ıdá vlnové funkci základńıho stavu a je tedy sféricky symetrické. Můžeme položit φ̃(ξ) = u(ξ)/ξ a
obdržet finálńı rovnici[

− d2

dξ2
+ ξ2 +A |φ̃(ξ)|2

]
u(ξ) = µ̃ u(ξ) s okrajovými podmı́nkami u(0) = 0, u(∞) = 0 ,

jej́ıž řešeńı je třeba nalézt numericky. Vyřešte tuto rovnici pro parametr Na/aHO = 0, 1, 10 a 100 a
graficky znázorněte odpov́ıdaj́ıćı φ̃ v závislosti na ξ.

3. Jednočásticová matice hustoty systému neinteraguj́ıćıch boson̊u a fermion̊u

Vypočtěte jednočásticovou matici hustoty ρ1(r, r
′) danou vztahem

ρ1(r, r
′) = 〈ψ̂†(r)ψ̂(r′)〉

pro systém volných neinteraguj́ıćıch boson̊u s disperzńı relaćı εk = ~2k2/2m. Přitom uvažujte i o př́ıpadu,
kdy je př́ıtomen kondenzát, a oddělte př́ıspěvek s k = 0. Źıskaný výraz bude obsahovat integrál, který
neńı možno analyticky vyjádřit. Rozviňte proto eβεk pro malé k do druhého řádu v k a integrál spočtěte.
(a) Ukažte, že pro T > Tc má jednočásticová matice hustoty přibližný tvar

ρ1(r, r
′) ∼ e−|r−r

′|/d

|r − r′|
,

a určete korelačńı délku d. Tato korelačńı délka diverguje pro T → Tc.
(b) Ukažte, že pro T < Tc má jednočásticová matice hustoty přibližný tvar

ρ1(r, r
′) = n0 +

const.

|r − r′|
.

(c) Porovnejte chováńı jednočásticové matice hustoty systému neinteraguj́ıćıch boson̊u s odpov́ıdaj́ıćı
veličinou pro systém neinteraguj́ıćıch fermion̊u.

4. Bogoliubovova transformace

Systém interaguj́ıćıch boson̊u je popsán kvadratickým hamiltoniánem

H =
∑
k

[
Ak a

†
kak −

1

2
Bk

(
aka−k + a†ka

†
−k

)]
,

kde Ak a Bk jsou reálná č́ısla, která splňuj́ı A−k = Ak a B−k = Bk. Ukažte, že přechod k novým
bosonovým operátor̊um αk daný předpisem ak = ukαk + vkα

†
−k (Bogoliubovova transformace) převád́ı

při vhodné volbě koeficient̊u uk, vk hamiltonián na diagonálńı tvar

H =
∑
k

ωk α
†
kαk +

1

2

∑
k

(ωk −Ak) .

Najděte explicitńı vyjádřeńı koeficient̊u uk, vk a energíı ωk elementárńıch excitaćı. Kromě splněńı
požadavku diagonálnosti výsledného hamiltoniánu je také třeba při transformaci zachovat bosonové
komutačńı relace pro operátory αk, α†k.
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