
Kolektivńı a kooperativńı jevy – 4. sada př́ıklad̊u

1. Paramagnetismus neinteraguj́ıćıch magnetických moment̊u

Izolovaný atom s částečně zaplněnou valenčńı slupkou se v magnetickém poli ř́ıd́ı hamiltoniánem

∆H = −m̂ ·B ,

přičemž magnetický moment slupky je dán výrazem m̂ = −gµBĴ . Zde Ĵ operátor celkového momentu
hybnosti slupky a g je Landého faktor.
(a) Statistickým středováńım určete středńı magnetický moment atomu při teplotě T . Odtud vypočtěte
teplotńı závislost magnetické susceptibility souboru neinteraguj́ıćıch atomů s koncentraćı n. Ukažte, že
za vysokých teplot je susceptibilita nepř́ımo úměrná teplotě (Curie̊uv zákon).
(b) Vypočtěte energii E, tepelnou kapacitu C a entropii S vztaženou na jednotku objemu.
(c) Zjednodušte výsledky bod̊u (a) a (b) pro př́ıpad J = 1/2, g = 2 a vykreslete teplotńı závislost
magnetizace M a veličin E, C a S. Teplotu přitom charakterizujte veličinou kBT/µBB.

2. Weiss̊uv model a spinová susceptibilita antiferomagnetu

V rámci přibĺıžeńı středńıho pole prozkoumejte chováńı antiferomagnetu popsaného Heisenbergovým
hamiltoniánem pro spiny o velikosti S umı́stěné v uzlech bipartitńı mř́ıžky

H = J
∑

〈ij〉, i∈A, j∈B

Ŝi · Ŝj .

Interaguj́ı pouze sousedńı spiny, které v př́ıpadě bipartitńı mř́ıžky vždy śıdĺı v r̊uzných podmř́ıžkách
(označeny A a B). Magnetický moment efektivńıho spinu je dán výrazem m̂ = −gµBŜ.
(a) Najděte závislost magnetizace podmř́ıžek na teplotě a určete Néelovu teplotu TN .
(b) Vypočtěte magnetickou susceptibilitu pro př́ıpad T > TN a ukažte tak, že plat́ı Curie̊uv-Weiss̊uv
zákon ve tvaru χ ∼ 1/(T + TN ).
(c) Vypočtěte magnetickou susceptibilitu pro T < TN . Zde je třeba odlǐsit př́ıpad, kdy je magnetické
pole B rovnoběžné se směrem magnetizace, a př́ıpad, kdy je na něj kolmé.

Pozn.: Ve zjednodušené variantě úlohy poč́ıtejte se spiny o velikosti S = 1/2 a vynechejte část (c).

3. Heisenberg̊uv hamiltonián jako efektivńı hamiltonián Hubbardova modelu

Pomoćı poruchové teorie druhého řádu ukažte, že efektivńım hamiltoniánem Hubbardova modelu pro
molekulu H2

H = t
∑
σ=↑,↓

(c+
1σc2σ + c+

2σc1σ) + U(n1↑n1↓ + n2↑n2↓)

v limitě t/U � 1 (poruchou jsou členy s t) je antiferomagnetický Heisenberg̊uv hamiltonián

Heff = JŜ1 · Ŝ2

s výměnnou konstantou J = 4t2/U .
Podrobný návod: Jednotlivé stavy systému zaṕı̌seme pomoćı kreačńıch operátor̊u. Jsou to stavy s elek-
trony nacházej́ıćımi se v r̊uzných orbitalech: singlet |S〉 = (1/

√
2)(c+

1↑c
+
2↓ − c

+
1↓c

+
2↑)|vac〉 a tripletńı stavy

|T−1〉 = c+
1↓c

+
2↓|vac〉, |T0〉 = (1/

√
2)(c+

1↑c
+
2↓ + c+

1↓c
+
2↑)|vac〉, |T+1〉 = c+

1↑c
+
2↑|vac〉 a dále stavy, kdy se oba

elektrony nacházej́ı v jednom orbitalu: |S1〉 = c+
1↑c

+
1↓|vac〉 a |S2〉 = c+

2↑c
+
2↓|vac〉.

Efektivńı hamiltonián pracuje v podprostoru vymezeném stavy |S〉, |T−1〉, |T0〉 a |T+1〉. Kv̊uli spinové
symetrii muśı být efektivńı hamiltonián vyjádřený v bázi sestavené z těchto stav̊u diagonálńı. Stač́ı tedy
určit jeho diagonálńı maticové elementy pomoćı poruchové teorie druhého řádu

〈ψ|Heff |ψ〉 = −
∑
n

〈ψ|H|n〉〈n|H|ψ〉
Eexc,n

,
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kde |ψ〉 jsou jednotlivé ńızkoenergiové stavy |S〉, |T−1〉, |T0〉 a |T+1〉 a |n〉 jsou stavy s dvojnásobným
obsazeńım |S1〉 a |S2〉 a excitačńı energíı U . Výsledek porovnáme s maticovými elementy Heisenbergova
hamiltoniánu a urč́ıme J .

4. Základńı stav Heisenbergova čtverce

Najděte základńı stav miniaturńıho Heisenbergova antiferomagnetu se čtyřmi spiny S = 1/2 umı́stěnými
v roźıch čtverce. Předpokládejte, že interaguj́ı jen nejbližš́ı sousedé.

� Základńı stav vyjádřete jako lineárńı kombinaci společných vlastńıch stav̊u operátor̊u
{
Ŝzi

}
i=1...4

.

� Jaký pod́ıl na základńım stavu maj́ı Néelovy konfigurace?

� Ukažte, že výsledek je možné zapsat jako superpozici dvou možných pokryt́ı čtverce dvojićı sin-
gletńıch pár̊u spin̊u.

� Najděte energii základńıho stavu pro př́ıpad obecné hodnoty S.

Nápověda: (Ŝ1 + Ŝ3) · (Ŝ2 + Ŝ4) = Ŝ1 · Ŝ2 + Ŝ2 · Ŝ3 + Ŝ3 · Ŝ4 + Ŝ4 · Ŝ1
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