
Asymptotický tahák

Symbol Význam

𝑓(𝑥) = 𝒪(𝑔(𝑥)) (𝑥 → 𝑎) Výraz ∣𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∣ je omezený v některém
okolí 𝑎.

𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥)) (𝑥 → 𝑎) lim𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 0.

𝑓(𝑥) ∼ 𝑔(𝑥) (𝑥 → 𝑎) lim𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 1.

𝑓(𝑥) ≈
∞
∑
𝑛=0

𝜇𝑛(𝑥) (𝑥 → 𝑎) ∀𝛮 ∶ ∣𝑓(𝑥) −
𝛮
∑
𝑛=0

𝜇𝑛(𝑥)∣ = 𝑜(𝜇𝛮(𝑥))

Laplaceova metoda: Idea: jestli máme
𝑏
∫
𝑎
𝜑(𝑥)𝛨(𝑥, 𝜆) d𝑥 a 𝛨 má

při zvyšujícím se 𝜆 velmi ostrý peak, pak do integrálu přispívá jenom
malinké okolí tohoto peaku. Budeme dělat hlavně integrály, kde𝛨 je
nějaká exponenciála.

⋆ Maximum na kraji:
𝑏
∫
𝑎
𝜑(𝑥)e𝜆ℎ(𝑥) d𝑥 ≈ e𝜆ℎ(𝑎)

∞
∑
𝑛=0

𝑛!𝑎𝑛
𝜆𝑛+1 .

⋆ Maximum v 𝑐:
𝑏
∫
𝑎
𝜑(𝑥)e𝜆ℎ(𝑥) d𝑥 ≈ e𝜆ℎ(𝑐)√𝜋𝜆

∞
∑
𝑛=0

(2𝑛)!
22𝑛𝑛!

𝑎2𝑛
𝜆𝑛 .

Obojí pro 𝜆 → ∞. Koeficienty 𝑎𝑛 jsou dány rozvojem

𝜑(𝑐 + 𝜓(𝑢))𝜓′(𝑢) =
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑢𝑛,

kde 𝑐 je polohamaxima a𝜓 je v prvnímpřípadě dáno rovnicíℎ(𝑐+𝜓(𝑢)) =
= ℎ(𝑐) − 𝑢, v druhém ℎ(𝑐 + 𝜓(𝑢)) = ℎ(𝑐) − 𝑢2.



1 Ukažte, že rovnice cos 𝑥 = 1
𝑥mávkaždém intervalu (2𝑛𝜋; 2𝑛𝜋 +

+ 𝜋
2 ) (𝑛 ≥ 1) právě jeden kořen. Napište přibližný vztah pro 𝑛-tý kořen

(𝑛 → ∞). Pakmůžete totéž udělat i pro intervaly (2𝑛𝜋+𝜋+𝜋2 ; 2𝑛𝜋+2𝜋).
2 Odhadněte integrály (vždy pro 𝜆, resp. 𝑛 → ∞):

1.
𝜋/2

∫
0

cos2𝑛 𝑥 d𝑥; 2.
∞
∫
0

𝑥𝑛 d𝑥
(1 + 𝑥2)𝑛 ; 3.

𝜋
∫
0

e−𝜆 sin 𝑥 sin 2𝑚𝑥 d𝑥.

4.
∞
∫
0

𝑥𝑛e−𝑥√𝑛 d𝑥
(1 + 𝑥2)𝑛 ; 5.

1
∫
0
𝑥𝛼𝑛(1 − 𝑥)(1−𝛼)𝑛 d𝑥; (0 < 𝛼 < 1)

6.
∞
∫
0

𝑥2𝛼𝑛
(1 + 𝑥2)𝑛 d𝑥; (0 < 𝛼 < 1) 7.

∞
∫
−∞

e−𝜆
2𝑥2+𝑥

𝑥2 + 𝜆𝑥4 + 1 d𝑥;

8.
∞
∫
−∞

𝑥2𝑚 exp (−e𝑥 + 𝜆𝑥) d𝑥; (𝑚 > 0)

9.
∞
∫
0
𝑥𝑚−1e𝜆𝑥−𝑥

𝛼
𝛼 d𝑥; (𝑚 > 0, 𝛼 > 1)


