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c© 2011 Masarykova univerzita

ISBN 978-80-210-5432-5



Předmluva

Předmětem těchto skript jsou diferenciálńı rovnice, diferenciálńı a integrálńı počet funkćı v́ıce
proměnných, základy vektorové analýzy, křivkový a plošný integrál. Tyto partie patř́ı do
matematické analýzy a navazuj́ı na prvńı d́ıl skript obsahuj́ıćı diferenciálńı a integrálńı počet
funkćı jedné proměnné.

Podobně jako je tomu u prvńıho d́ılu, i tento d́ıl je koncipována tak, aby byl srozumitelný
širokému okruhu čtenář̊u. Pochopeńı jednotlivých matematických pojmů a algoritmů je ilus-
trováno na velkém počtu řešených př́ıklad̊u a cvičeńıch uvedených spolu s výsledky na konci
každé kapitoly. Použit́ı matematiky pro chemiky jsme ukázali v prvńım d́ıle na jednoduchých
chemických úlohách, v tomto druhém d́ıle jej budeme ilustrovat zejména prostřednictv́ım
fyzikálńıch úloh.

Primárně jsou tato skripta určena pro studenty chemie a biochemie. Věř́ım, že skripta
budou užitečná i pro studenty jiných př́ırodovědných a technických obor̊u.

Stejně jako prvńı d́ıl, i tento druhý d́ıl skript vznikl za velké pomoci Mgr. Petra Lǐsky, který
se výrazně pod́ılel na tvorbě př́ıklad̊u, sazbě v systému LATEX a vytvořil všechny obrázky, a
kterému bych chtěla touto cestou upř́ımně poděkovat za spolupráci a podnětné připomı́nky
při psańı skript.

Dále bych chtěla poděkovat recenzentovi doc. RNDr. J. Kalasovi, CSc. a kolegovi RNDr.
Janu Vondrovi, PhD. za pečlivé přečteńı textu a cenné připomı́nky a Mgr. Kamilu Babulovi
za kontrolu výsledk̊u všech cvičeńı.

Brno, únor 2011 Zuzana Došlá
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10 Plošný integrál 115

10.1 Plochy v prostoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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1

Kapitola 1

Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Diferenciálńı rovnice hraj́ı d̊uležitou roli ve všech př́ırodńıch vědách a v technice. Popisuj́ı
např. pr̊uběh chemických reakćı, r̊ust mikroorganismů, pohyb raket.

Aplikace diferenciálńıch rovnic najdeme také v ekonomii a společenských vědách. Velmi
často zde vystupuje jako nezávisle proměnná čas.

Obsahem této a daľśı kapitoly je ukázat, jak se řeš́ı nejd̊uležitěǰśı diferenciálńı rovnice.
V chemii se nejčastěji setkáme s diferenciálńımi rovnicemi 1. řádu, konkrétně s dvěma typy
těchto rovnic, rovnicemi se separovanými proměnnými a lineárńımi rovnicemi. Důležitým
typem rovnic jsou také diferenciálńı rovnice 2. řádu, s kterými se zase nejčastěji setkáváme
ve fyzice.

1.1 Co jsou diferenciálńı rovnice

Diferenciálńı rovnice je rovnice, v které roli neznámé hraje funkce a která zároveň obsahuje
derivace hledané funkce. Např́ıklad rovnice

a) y′ = y, b) y′′ + y = 0

jsou diferenciálńı rovnice.
Řešit diferenciálńı rovnici znamená nalézt všechny funkce, které jsou definované na ně-

jakém intervalu I a vyhovuj́ı dané rovnici. Takovou funkci nazýváme řešeńım diferenciálńı
rovnice.

Řešeńım prvńı rovnice je funkce y = ex, protože (ex)′ = ex. Snadno ověř́ıme, že řešeńım
jsou všechny funkce tvaru y = Cex, kde C je libovolná konstanta.

Řešeńım druhé rovnice je např́ıklad funkce y = sin x, protože (sin x)′′ + sin x = 0 pro
všechna x. Řešeńım této rovnice je také ovšem funkce y = cos x a opět lze ověřit, že všechny
funkce tvaru y = C1 sin x+C2 cosx, kde C1, C2 jsou libovolné konstanty, splňuj́ı tuto rovnici,
tj. jsou jej́ımi řešeńımi.

Řádem diferenciálńı rovnice rozumı́me řád nejvyšš́ı derivace, která se v rovnici vyskytuje.
Tak např́ıklad předchoźı rovnice byly prvńıho a druhého řádu. Obecné řešeńı diferenciálńı
rovnice prvńıho řádu je funkce závisej́ıćı na jednom parametru C taková, že speciálńı volbou
C lze źıskat každé řešeńı této rovnice. Partikulárńı řešeńı je jedno konkrétńı řešeńı źıskané
z obecného řešeńı volbou konstanty C.
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Pr̊uběh nějakého skutečného jevu je popsán jediným řešeńım. Z množiny všech řešeńı
urč́ıme toto řešeńı zadáńım počátečńı podmı́nky . Úloha naj́ıt řešeńı diferenciálńı rovnice spl-
ňuj́ıćı danou počátečńı podmı́nku se nazývá počátečńı úloha (někdy také Cauchyova počátečńı
úloha). V praktických aplikaćıch hraje často roli nezávislé proměnné x čas. Je proto přirozené
hledat řešeńı diferenciálńıch rovnic pro x ≥ 0. Např́ıklad, počátečńı úloha

y′ = −y, y(0) = 100

má řešeńı y = 100e−x.
U rovnic druhého řádu je pro jednoznačnost řešeńı nutné zadat dvě počátečńı podmı́nky.

Např́ıklad, počátečńı úloha

y′′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1

má řešeńı y = sin x.
V mnoha př́ıpadech neńı možné naj́ıt explicitńı vyjádřeńı hledané funkce. Naštěst́ı v př́ı-

padě, kdy je daná rovnice tvaru
y′ = f(x, y),

můžeme źıskat nějaké informace o hledaném řešeńı d́ıky geometrické interpretaci dané rovnice.

Geometrická interpretace Diferenciálńı rovnice y′ = f(x, y) přǐrazuje bodu [x, y] v rovině
právě jednu hodnotu y′(x), neboli hodnotu derivace hledané funkce. Tuto hodnotu můžeme
chápat jako směrnici př́ımky procházej́ıćı bodem [x, y]. Tuto př́ımku obvykle znázorňujeme
jako krátkou úsečkou se středem v daném bodě [x, y] a směrnićı y′(x). Tato úsečka se nazývá
lineárńı element. Množinu všech lineárńıch element̊u diferenciálńı rovnice nazýváme směrové
pole. Graf každého řešeńı ϕ(x) dané diferenciálńı rovnice, tzv. integrálńı křivka, má zřejmě tu
vlastnost, že tečna v každém jeho bodě [x, ϕ(x)] obsahuje př́ıslušný lineárńı element. Směrové
pole nám tak pomáhá zobrazit tvar hledaných integrálńıch křivek t́ım, že ukazuje směr,
v kterém křivka procháźı každým bodem.

y

x1 2

1

2

(a) Směrové pole rovnice y′ = x + y

a řešeńı splňuj́ıćı podmı́nku y(0) = 1

y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

96

97

98

99

100

(b) Směrové pole rovnice y′ = 1

2
y
(

1− 1

100
y
)

a řešeńı
pro r̊uzné počátečńı podmı́nky

Na následuj́ıćıch př́ıkladech si ukážeme, jak můžeme ověřit, zda-li je nějaká funkce řešeńım
diferenciálńı rovnice, př́ıpadně počátečńı úlohy.
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Př́ıklad 1.1. Ukažte, že funkce y = x− 1
x
je řešeńım rovnice

xy′ + y = 2x.

Řešeńı. Nejprve urč́ıme derivaci zadané funkce:

y′ =

(

x− 1

x

)′
= 1 +

1

x2
.

Dosad́ıme-li do levé strany dané rovnice za y a y′, dostaneme

xy′ + y = x

(

1 +
1

x2

)

+ x− 1

x
= x+

1

x
+ x− 1

x
= 2x.

Výraz na levé straně se rovná výrazu na pravé straně, funkce y = x− 1
x
je proto řešeńım dané

rovnice. N

Př́ıklad 1.2. Ověřte, že funkce y = sin x cos x− cos x je řešeńım počátečńı úlohy

y′ + ytg x = cos2 x y(0) = −1.

Řešeńı. Podobně jako v předchoźım př́ıkladě vypočteme

y′ = cos x cos x− sin x sin x+ sin x = cos2 x− sin2 x+ sin x

a dosad́ıme do levé strany rovnice za y a y′

y′ + ytg x = cos2 x− sin2 x+ sin x+ tg x(sin x cos x− cos x) =

= cos2 x− sin2 x+ sin x+
sin x

cos x
(sin x cos x− cos x) =

= cos2 x− sin2 x+ sin x+ sin2 x− sin x = cos2 x.

Daná funkce je tak řešeńım zadané rovnice a zbývá ověřit, že pro ni plat́ı i počátečńı
podmı́nka:

y(0) = sin 0 cos 0− cos 0 = 0− 1 = −1.

Dohromady je tedy funkce y = sin x cos x− cos x řešeńım dané počátečńı úlohy. N

Př́ıklad 1.3. Ověřte, že každá funkce tvaru

y = Ce
x2

2 , C ∈ R

je řešeńım rovnice

y′ = xy

a najděte takové řešeńı této rovnice, které splňuje počátečńı podmı́nku y(0) = 5.
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Řešeńı. Nejprve spočtěme y′ s přihlédnut́ım k tomu, že C je konstanta

y′ = Ce
x2

2

(

x2

2

)′
= Cxe

x2

2 .

Dosad’me za y do pravé strany rovnice

xy = Cxe
x2

2

a vid́ıme, že opravdu každá funkce daného tvaru je řešeńım rovnice. Má-li funkce splnit
počátečńı úlohu y(0) = 5, muśı platit

Ce0 = 5

a tedy C = 5. Řešeńım počátečńı úlohy je tak funkce

y = 5e
x2

2 .

N

Řešeńı nejjednodušš́ıch diferenciálńıch rovnic vede na úlohu nalezeńı primitivńı funkce.

Př́ıklad 1.4. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice:

a) y′ = x3, b) y′′′ = x.

Řešeńı. a) Hledaná funkce, která bude řešeńım rovnice, je vlastně primitivńı funkce k funkci
na pravé straně, proto plat́ı

y =

∫

x3 dx =
x4

4
+ C.

Řešeńım dané rovnice jsou tak všechny funkce tvaru y = x4

4
+ C, kde C ∈ R.

b) Danou rovnici můžeme řešit opakováńım předchoźıho postupu. Postupně dostáváme

y′′ =

∫

x dx =
x2

2
+ C1,

y′ =

∫ (

x2

2
+ C1

)

dx =
x3

6
+ C1x+ C2,

y =

∫ (

x3

6
+ C1x+ C2

)

dx =
x4

24
+ C1

x2

2
+ C2x+ C3.

Řešeńım této rovnice jsou všechny funkce, které dostaneme z předpisu y = x4

24
+ C1

x2

2
+

C2x+ C3 volbou konstant C1, C2 a C3.
N

V následuj́ıćıch částech ukážeme, jak se řeš́ı dva typy diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu:
Rovnice se separovanými proměnnými a lineárńı rovnice. Přesto, že se jedná o jedny z nejjed-
nodušš́ıch typ̊u rovnic, maj́ı, jak ukážeme na závěr této kapitoly, mnoho praktických aplikaćı.
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1.2 Rovnice se separovanými proměnnými

Jde o rovnici tvaru

y′ = f(x)g(y), (1.1)

kde f a g jsou spojité funkce. Dosad́ıme y′ = dy
dx

a dostaneme

dy

dx
= f(x)g(y).

Nejprve si všimněme, že konstantńı funkce určené rovnićı g(y) = 0 jsou řešeńım rovnice (1.1).
Za předpokladu g(y) 6= 0 separujeme proměnné (tj. na jedné straně rovnice máme výraz pouze
proměnné y a na druhé výraz pouze proměnné x)

dy

g(y)
= f(x) dx

a tuto rovnost zintegrujeme
∫

dy

g(y)
=

∫

f(x) dx. (1.2)

Nezapomeňme, že primitivńı funkce se lǐśı o konstantu, č́ımž dostaneme množinu řešeńı rovnice
(1.1)! Máme-li zadanou počátečńı podmı́nku, urč́ıme tuto konstantu z počátečńı podmı́nky.

Poznamenejme, že ne vždy se nám podař́ı z (1.2) vyjádřit explicitńı tvar řešeńı y = y(x).

Př́ıklad 1.5. Řešte diferenciálńı rovnice

a) y′ = 2xy, b) y′ =
1

x
(4y − 1).

Řešeńı. a) Rovnici přeṕı̌seme do tvaru

dy

dx
= 2xy,

a odtud za předpokladu, že y 6= 0
∫

dy

y
=

∫

2x dx.

Všimněme si přitom, že funkce y = 0 je řešeńım p̊uvodńı rovnice. Integraćı dostáváme

ln |y| = x2 +K.

Pomoćı pravidel pro poč́ıtáńı s logaritmy můžeme tento výsledek upravit

ln |y| = x2 +K = ln ex
2

+ ln eK = ln ex
2

eK

a po odlogaritmováńı
|y| = ex

2

eK
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a odtud
y = ±ex

2

eK .

Označ́ıme-li C = ±eK , kde C je kladné nebo záporné č́ıslo, dostaneme obecné řešeńı tvaru

y = Cex
2

, C ∈ R.

Poznamenejme, že pro C = 0 je v tomto vztahu zahrnuto i řešeńı y = 0.
b) Nejprve vyšetřeme př́ıpad 4y− 1 = 0. Vid́ıme, že funkce y = 1

4
je řešeńım naš́ı rovnice. Za

předpokladu y 6= 1
4
dostáváme

∫

dy

4y − 1
=

∫

dx

x

a po integraci
1

4
ln |4y − 1| = ln |x|+ lnK,

kde K je kladná konstanta. Odsud užit́ım pravidel pro poč́ıtáńı s logaritmy

ln |4y − 1| = lnK4x4.

Nahrad́ıme-li po odlogaritmováńı kladnou konstantuK4 libovolnou konstantou C, můžeme
odstranit absolutńı hodnoty a dostaneme

4y − 1 = Cx4,

a odtud

y =
1

4
Cx4 +

1

4
.

Tento vztah zahrnuje i řešeńı y = 1
4
.

N

Př́ıklad 1.6. Řešte počátečńı úlohu

a) x+ yy′ = 0, y(0) = 2, b) (x+ 1) dy − xy dx = 0, y(0) = 1.

Řešeńı. a) Rovnici můžeme přepsat do tvaru

x+ y
dy

dx
= 0,

separujeme proměnné a integrujeme
∫

y dy = −
∫

x dx.

Dostáváme
y2

2
= −x

2

2
+ C.

Aby byla splněna počátečńı podmı́nka y(0) = 2, muśı platit

22

2
= −02

2
+ C.

Odtud C = 2 a řešeńı rovnice dostáváme ve tvaru x2 + y2 = 4, graf řešeńı je část kružnice

y =
√
4− x2, x ∈ [−2, 2].
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b) Separujeme proměnné a za předpokladu y 6= 0 máme

dy

y
=

x dx

x+ 1
.

Funkce na pravé straně je neryze lomená funkce. Děleńım ji převedeme na polynom a ryze
lomenou racionálńı funkci a integrujeme

∫

dy

y
=

∫ (

1− 1

x+ 1

)

dx.

Dostáváme tak
ln |y| = x− ln |x+ 1|+ C.

Označme C = lnK, vzhledem k tomu, že plat́ı x = ln ex , dostaneme

ln |y| = ln ex − ln |x+ 1|+ lnK, K > 0

a užit́ım pravidel pro poč́ıtáńı s logaritmy

ln |y| = ln
Kex

|x+ 1| .

Nyńı můžeme odlogaritmovat a uváž́ıme-li novou konstantu K⋆ ∈ R, můžeme vynechat
absolutńı hodnoty, dostaneme tak řešeńı dané rovnice ve tvaru

y =
K⋆ex

x+ 1
.

Toto řešeńı obsahuje i řešeńı y = 0. Aby byla splněna počátečńı podmı́nka muśı platit

1 =
K⋆e0

0 + 1
⇒ K⋆ = 1.

Řešeńım počátečńı úlohy je funkce y = ex

x+1
.

N

1.3 Lineárńı diferenciálńı rovnice

Jde o rovnici tvaru
y′ + p(x)y = f(x), (1.3)

kde p a f jsou spojité funkce. Je-li f(x) ≡ 0, nazývá se rovnice (1.3) homogenńı. V opačném
př́ıpadě, tj. f(x) 6≡ 0, se nazývá nehomogenńı.

Předeṕı̌seme-li počátečńı podmı́nku, pak má lineárńı rovnice (1.3) právě jedno řešeńı a to
existuje na celém intervalu, kde jsou funkce p, f spojité.

⊲Homogenńı rovnice. Uvažujme rovnici

y′ + p(x)y = 0. (1.4)
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Tato rovnice má vždy tzv. triviálńı řešeńı y ≡ 0. Jde o rovnici se separovanými proměnnými
a jej́ı obecné řešeńı najdeme tak, že separujeme proměnné a integrujeme

∫

dy

y
= −

∫

p(x) dx.

Odtud

ln |y| = −
∫

p(x) dx+ k.

Po odlogaritmováńı dostaneme

|y| = e−
∫
p(x) dx+K = e−

∫
p(x)dxeK = Ce−

∫
p(x) dx, (C = eK > 0).

Odstrańıme-li absolutńı hodnotu a uváž́ıme-li také triviálńı řešeńı y ≡ 0, dostaneme obecné
řešeńı homogenńı rovnice

y = Ce−
∫
p(x) dx, (C je libovolná konstanta).

Odtud je vidět, že netriviálńı řešeńı je bud’ kladné nebo záporné, nikdy neprotne osu x.

⊲Nehomogenńı rovnice. Pro řešeńı rovnice (1.3) použijeme následuj́ıćı větu:

Věta 1.7. Necht’ y0(x) je obecné řešeńı homogenńı rovnice (1.4), tj.

y0 = Ce−
∫
p(x) dx,

a yp(x) je partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice (1.3). Pak obecné řešeńı této nehomogenńı
rovnice je

y(x) = y0(x) + yp(x).

Vid́ıme, že obecné řešeńı nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice je složeno z obecného
řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice a nějakého partikulárńıho řešeńı nehomogenńı rovnice.
Jelikož homogenńı rovnici řešit umı́me, zbývá tedy vyřešit úlohu, jak nalézt partikulárńı (tj.
jedno konkrétńı) řešeńı nehomogenńı rovnice.

Použijeme tzv. metodu variace konstanty . Vyjdeme z řešeńı homogenńı rovnice, nahrad́ıme
konstantu C vhodnou funkćı C(x) (odtud název variace konstanty) a hledáme řešeńı ve tvaru

yp(x) = C(x)y0(x) = C(x)e−
∫
p(x)dx.

Potřebujeme tedy určit neznámou funkci C(x). Vypočteme y′p (jako derivaci součinu):

y′p(x) = C ′(x)y0(x) + C(x)y′0(x).

Dosad́ıme yp, y
′
p do (1.3) za y, y′ a dostaneme tak

C ′(x)y0(x) + C(x)y′0(x) + p(x)C(x)y0(x) = f(x).

Protože y0 je řešeńı homogenńı rovnice, máme z (1.4) vztah y′0 = −p(x)y0 a dosazeńım do
předchoźı rovnice dostaneme

C ′(x)y0(x) = f(x),
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odkud plyne

C(x) =

∫

f(x)

y0(x)
dx.

Shrneme-li celý postup, spoč́ıvá v těchto kroćıch:
(1) urč́ıme obecné řešeńı y0 homogenńı rovnice
(2) urč́ıme partikulárńı řešeńı yp nehomogenńı rovnice metodou variace konstanty
(3) obecné řešeńı y nehomogenńı rovnice je součet řešeńı z krok̊u (1) a (2), tj. y = y0+ yp.

Je-li zadaná počátečńı podmı́nka, urč́ıme konstantu a najdeme jediné řešeńı počátečńı úlohy.

Př́ıklad 1.8. Najděte obecné řešeńı rovnice

a) y′ = 2y + x, b) y′ + 2xy = xe−x
2

.

Řešeńı. a) Krok 1: Nejprve vyřeš́ıme homogenńı rovnici

y′ = 2y.

Jde o rovnici se separovanými proměnnými a proto

dy

dx
= 2y

∫

dy

y
=

∫

2 dx.

Odtud ln |y| = 2x + K a po odlogaritmováńı a odstraněńı absolutńı hodnoty dostáváme
obecné řešeńı homogenńı rovnice

y0 = Ce2x, C ∈ R.

Krok 2: Najdeme partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice ve tvaru yp = C(x)e2x. Vypo-
čteme y′p = C ′(x)e2x + 2C(x)e2x a dosad́ıme za y a y′ do p̊uvodńı rovnice

C ′(x)e2x + 2C(x)e2x = 2C(x)e2x + x

a odtud
C ′(x) = xe−2x.

Metodou per partes vypoč́ıtáme

C(x) =

∫

xe−2x dx = −x
2
e−2x − 1

4
e−2x.

Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice má proto tvar

yp = C(x)e2x =

(

−x
2
e−2x − 1

4
e−2x

)

e2x = −x
2
− 1

4
.

Krok 3: Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je

y = Ce2x − x

2
− 1

4
.
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b) Postupujeme podobně jako v předchoźım př́ıkladě.
Krok 1. Nejprve vyřeš́ıme homogenńı rovnici

y′ + 2xy = 0.

Opět jde o rovnici se separovanými proměnnými

∫

dy

y
= −

∫

2x dx.

a odtud
ln |y| = −x2 +K

a po odlogaritmováńı a odstraněńı absolutńı hodnoty dostaneme obecné řešeńı homogenńı
rovnice

y0 = Ce−x
2

, C ∈ R.

Krok 2. Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice hledáme ve tvaru yp = C(x)e−x
2

. Vypo-
čteme y′p = C ′(x)e−x

2 − 2xC(x)e−x
2

a dosad́ıme do rovnice

C ′(x)e−x
2 − 2xC(x)e−x

2

+ 2xC(x)e−x
2

= xe−x
2

a odtud
C ′(x) = x

a po zintegrováńı

C(x) =
x2

2
.

Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice má proto tvar

yp = C(x)e−x
2

=
x2

2
e−x

2

.

Krok 3. Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je

y = Ce−x
2

+
x2

2
e−x

2

=

(

C +
x2

2

)

e−x
2

.

N

Př́ıklad 1.9. Řešte počátečńı úlohu

a) x3y′ − 2x2y = 4, y(1) = −2, b) y′(x2 + 1) + 2xy =
2x

x2 + 1
, y(0) = −1.

Řešeńı. a) Rovnici upravme do tvaru

y′ − 2

x
y =

4

x3
.

Jedná se o lineárńı rovnici.
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Krok 1: Řeš́ıme př́ıslušnou homogenńı rovnici

y′ =
2y

x
∫

dy

y
=

∫

2 dx

x
.

Odtud
ln |y| = 2 ln |x|+K = ln x2 +K

a odlogaritmováńım a odstraněńım absolutńı hodnoty dostaneme

y0 = Cx2, C ∈ R.

Krok 2: Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice bude tvaru yp = C(x)x2. Vypočteme y′p,
dosad́ıme do rovnice a dostaneme

C ′(x) =
4

x5

a po zintegrováńı

C(x) = − 1

x4
.

Partikulárńı řešeńı je

yp = C(x)x2 = − 1

x4
x2 = − 1

x2
.

Krok 3: Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je

y = Cx2 − 1

x2
.

Dosad́ıme počátečńı podmı́nku a dostáváme

−2 = C − 1

a odtud C = −1. Řešeńım počátečńı úlohy je funkce

y = −x2 − 1

x2
.

b) Postupujme obdobně jako v předchoźıch př́ıkladech. Rovnici uprav́ıme do tvaru

y′ +
2x

x2 + 1
y =

2x

(x2 + 1)2
.

Jedná se opět lineárńı rovnici.
Krok 1: Vyřeš́ıme př́ıslušnou homogenńı rovnici

y′ = − 2x

x2 + 1
y.

Jde o rovnici se separovanými proměnnými, dostáváme tak
∫

dy

y
=

∫ −2x

x2 + 1
dx.
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Odtud
ln |y| = − ln(x2 + 1) +K = ln(x2 + 1)−1 +K

odlogaritmováńım a odstraněńım absolutńı hodnoty dostaneme

y0 =
C

x2 + 1
, C ∈ R.

Krok 2: Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice bude tvaru yp =
C(x)
x2+1

. Vypočteme

y′p =
C ′(x)(x2 + 1)− 2xC(x)

(x2 + 1)2
,

dosad́ıme do rovnice a dostaneme

C ′(x) =
2x

x2 + 1

a po zintegrováńı
C(x) = ln(x2 + 1).

Partikulárńı řešeńı je

yp =
C(x)

(x2 + 1)
=

ln(x2 + 1)

x2 + 1
.

Krok 3: Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice má tvar

y =
C

x2 + 1
+

ln(x2 + 1)

x2 + 1
=
C + ln(x2 + 1)

x2 + 1
.

Dosad́ıme počátečńı podmı́nku a dostáváme

−1 =
C + 0

0 + 1
,

odtud C = −1. Řešeńım počátečńı úlohy je funkce

y =
−1 + ln(x2 + 1)

x2 + 1
.

N

Poznámka 1.10. Kromě metody variace konstanty můžeme použ́ıt i metodu integračńıho
faktoru. Máme-li nehomogenńı lineárńı rovnici tvaru

y′ + p(x)y = f(x)

můžeme ji řešit tak, že obě strany vynásob́ıme výrazem I(x) = e
∫
p(x) dx, tzv. integračńım

faktorem, a poté zintegrujeme.

Např́ıklad pro rovnici
y′ + 3x2y = 6x2
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je integračńı faktor výraz
I(x) = e

∫
3x2 dx = ex

3

.

Vynásob́ıme-li obě strany rovnice výrazem ex
3

dostaneme

ex
3

y′ + 3x2ex
3

y = 6x2ex
3

.

Všimněme si, že na levé straně stoj́ı rozepsaná derivace součinu. Rovnici lze proto upravit do
tvaru

(

ex
3

y
)′

= 6x2ex
3

.

Nyńı můžeme obě strany zintegrovat

ex
3

y =

∫

6x2ex
3

dx.

Integrál na pravé straně vypočteme pomoćı substituce t = x3, dx = dt
3x2

. Dostaneme

ex
3

y = 2ex
3

+ C

a odtud
y = 2 + Ce−x

3

.

Ještě poznamenejme, že obě metody jsou ekvivalentńı a vedou na výpočet stejných integrál̊u.

1.4 Aplikace diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

Př́ıklad 1.11. (Model radioaktivńıho rozpadu) Uvažme radioaktivńı atomy v nějakém izo-
topu chemického prvku a označme jejich počet v závislosti na čase N(t). Radioaktivita je
přirozený nebo uměle navozený samovolný rozpad atomového jádra provázený vyśıláńım ra-
dioaktivńıho zářeńı. Ernest Rutherford ukázal, že rychlost rozpadu (tedy vlastně změna počtu
atomů) je př́ımo úměrná počtu atomů př́ıslušného prvku. Tento proces můžeme proto popsat
diferenciálńı rovnićı

N ′ = −λN,
kde λ > 0 je tzv. přeměnová konstanta. Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými,
kterou můžeme doplnit o počátečńı podmı́nku N(0) = N0, tj. že v jistém čase, v kterém
započalo měřeńı byl počet atomů N0. Rovnici uprav́ıme

dN

dt
= −λN

dN

N
= −λ dt

a integrujeme
∫

dN

N
=

∫

−λ dt.

Odtud dostaneme řešeńı
N(t) = Ke−λt.
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Aby byla splněna počátečńı podmı́nka muśı platit N0 = Ke0 a řešeńı počátečńı úlohy je tak
tvaru

N(t) = N0e
−λt.

Pomoćı tohoto výsledku můžeme řešit např. následuj́ıćı úlohu:

Poločas rozpadu radioaktivńıho izotopu uhĺıku 14C je 5568 let (tj. počátečńı množstv́ı se za
tuto dobu zmenš́ı na polovinu). Určete, za jak dlouho se počátečńı množstv́ı sńı̌źı o 25%.

t

N

0

N0

1

2
N0

3

4
N0

55682310

Řešeńı. Dosad́ıme-li do předchoźıho vztahu N(t) = 1
2
N0 a t = 5568, dostáváme

1

2
N0 = N0e

−5568λ ⇒ 1

2
= e−5568λ

a po zlogaritmováńı

− ln 2 = −5568λ ⇒ λ =
ln 2

5568
.

Pro hledaný čas t za který se množstv́ı sńıž́ı o 25% proto plat́ı:

3

4
N0 = N0e

− ln 2

5568
t ⇒ t = −5568 ln 3

4

ln 2
.
= 2310 let.

Počátečńı množstv́ı izotopu uhĺıku 14C se sńıž́ı o čtvrtinu za 2310 let. N

Př́ıklad 1.12. (Smı́cháváńı)

a) Nádrž obsahuje 20 kg soli rozpuštěné v 5000 l vody. Solný roztok obsahuj́ıćı 0,03 kg soli
na litr přitéká do nádrže rychlost́ı 25 l/min. Směs v nádrži je rovnoměrně promı́chána a
vytéká z ńı stejnou rychlost́ı. Jaké množstv́ı soli z̊ustane v nádrži po 30 minutách?
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Řešeńı. Označme y(t) množstv́ı soli v nádrži po t minutách. Vı́me, že y(0) = 20 a chceme
zjistit y(30). Sestavme proto diferenciálńı rovnici, kterou bude y(t) splňovat. Zcela jistě
pro změnu množstv́ı soli plat́ı

dy

dt
= (př́ıtok)− (odtok),

kde př́ıtokem mysĺıme množstv́ı soli, která se dostane do nádrže a odtokem množstv́ı, které
z nádrže odejde. Ze zadáńı úlohy máme

(př́ıtok) =

(

0,03
kg

l

)(

25
l

min

)

= 0,75
kg

min
.

Nádrž stále obsahuje 5000 l roztoku, proto koncentrace v čase t je y(t)
5000

kg/l. Jelikož roztok
odtéká rychlost́ı 25 l/min, dostáváme

(odtok) =

(

y(t)

5000

kg

l

)(

25
l

min

)

=
y(t)

200

kg

min
.

Máme tak rovnici
dy

dt
= 0,75− y(t)

200
=

150− y(t)

200
,

což je rovnice se separovanými proměnnými, kterou umı́me řešit. Úpravou a integrováńım
dostáváme

∫

dy

150− y
=

∫

dt

200

− ln |150− y| = t

200
+ C.

Protože má být splněna počátečńı podmı́nka y(0) = 20, máme − ln 130 = C a tak

ln |150− y| = ln 130− t

200

ln |150− y| = ln 130− ln e
t

200

a odlogaritmováńım dostaneme řešeńı dané počátečńı úlohy ve tvaru

y(t) = 150− 130e−
t

200 .

Množstv́ı soli v nádrži po 30 minutách je

y(30) = 150− 130e−
30

200
.
= 38,1 kg.

N

b) Jak se změńı řešeńı úlohy, jestliže bude směs vytékat rychlost́ı 20 l za minutu?
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Obrázek 1.1: Graf řešeńı y(t) = 150− 130e−
t

200

Řešeńı. Vyjdeme ze stejné rovnice

dy

dt
= (př́ıtok)− (odtok),

kde pro př́ıtok bude výraz stejný

(př́ıtok) =

(

0,03
kg

l

)(

25
l

min

)

= 0,75
kg

min
.

Nyńı neńı ovšem množstv́ı roztoku v nádrži konstantńı, nýbrž plat́ı, že nádrž obsahuje
v čase t zřejmě 5000+(25−20)t litr̊u roztoku a proto koncentrace v tomto okamžiku bude

y(t)

5000 + 5t
.

Pro odtok tak dostáváme

(odtok) =

(

y(t)

5000 + 5t

kg

l

)(

20
l

min

)

=
4y(t)

1000 + t

kg

min
.

Máme tak rovnici
dy

dt
= 0,75− 4y(t)

1000 + t
, y(0) = 20,

což je nehomogenńı lineárńı rovnice prvńıho řádu. Nejprve řešme homogenńı rovnici

dy

dt
= − 4y

1000 + t

dy

y
= − 4 dt

1000 + t

a po integraci dostaneme
ln |y| = −4 ln(1000 + t) +K.

Odlogaritmováńım a odstraněńım absolutńı hodnoty dostáváme

y0 =
C

(1000 + t)4
, C ∈ R.
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Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice najdeme ve tvaru

yp(t) =
C(t)

(1000 + t)4
.

Pak

y′p(t) =
C ′(t)(1000 + t)4 − 4C(t)(1000 + t)3

(1000 + t)8

a po dosazeńı do rovnice dostáváme

C ′(t) = 0,75(1000 + t)4,

odkud
C(t) = 0,15(1000 + t)5.

Partikulárńı řešeńı je proto

yp(t) =
0,15(1000 + t)5

(1000 + t)4
= 0,15(1000 + t)

a obecné řešeńı rovnice je

y(t) =
C

(1000 + t)4
+ 0,15(1000 + t).

Dosad́ıme-li počátečńı podmı́nku y(0) = 20, dostaneme

20 =
C

10004
+ 150

a odtud
C = −130 · 10004.

Množstv́ı soli je proto dáno funkćı

y(t) = 0,15(1000 + t)− 130 · 10004
(1000 + t)4

a plat́ı

y(30) = 0,15 · 1030− 130 · 10004
10304

≈ 39 kg.

N

Př́ıklad 1.13. (Rychlost chemické reakce) Při jednoduché chemické reakci jednotlivé mole-
kuly dvou reaktant̊u A a B vytvoř́ı molekulu produktu C:

A + B −→ C.

V roce 1864 objevili Cato Maximilian Guldberg a Peter Waage, že rychlost této reakce je
př́ımo úměrná součinu okamžitých koncentraćı, neboli

d[C]

dt
= k[A][B].
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Obrázek 1.2: Graf řešeńı y(t) = 0,15(1000 + t)− 130·10004
(1000+t)4

a) Odvod’te diferenciálńı rovnici popisuj́ıćı změnu koncentrace vzniklé látky.
b) Pomoćı této rovnice určete rychlost reakce za předpokladu, že počátečńı koncentrace obou

látek byla shodná.

Řešeńı. a) Označme x(t), resp. y(t), koncentrace (v molech na litr) v čase t látky A, resp.
látky B. Necht’ a = x(0) > 0, b = y(0) > 0 jsou počátečńı koncentrace obou látek a z(t)
znač́ı úbytek obou látek.
Vzhledem k tomu, že spolu kombinujeme vždy jednu a jednu molekulu látek A a B a vzniká
jedna molekula látky C, plat́ı

dz

dt
= −dx

dt
= −dy

dt
.

Přitom pro samotný úbytek z(t) koncentrace látky A, resp. látky B, plat́ı

z(t) = a− x(t), resp. z(t) = b− y(t).

Ze zadáńı v́ıme, že
dz

dt
= kx(t)y(t)

a po dosazeńı za x(t) a y(t) dostáváme diferenciálńı rovnici

z′ = k(z − a)(z − b), z(0) = 0.

b) Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými a nav́ıc předpokládáme, že a = b. Úpravou
a integrováńım dostáváme

∫

dz

(z − a)2
=

∫

k dt,

− 1

z − a
= kt+ c.

Odtud

z = − 1

kt+ c
+ a. (1.5)
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Z počátečńı podmı́nky dostaneme

0 = − 1

0 + c
+ a,

tedy

c =
1

a
.

Dosazeńım do (1.5) a úpravou źıskáme řešeńı

z(t) =
a2kt

akt+ 1
.

Pro rychlost reakce pak dostáváme

dz

dt
=

a2k

(akt+ 1)2
.

N

Př́ıklad 1.14. (Model r̊ustu populace) Předpokládejme, že rychlost r̊ustu nějaké populace je
př́ımo úměrná jej́ı velikosti. To je rozumný předpoklad např́ıklad pro populace bakteríı nebo
zv́ı̌rat v ideálńıch podmı́nkách (dostatek potravy, absence predátor̊u, odolnost v̊uči nemocem,
nelimitované prostřed́ı). Je-li t čas a P je počet jedinc̊u v populaci v čase t, dostaneme pro
rychlost r̊ustu populace

dP

dt
= kP,

kde k je kladná konstanta. Podle tohoto modelu by populace rostla stále rychleji a až do
nekonečna. Bylo by tedy jistě rozumné tento model přibĺıžit realitě např́ıklad tak, že by-
chom reflektovali omezené možnosti daného prostřed́ı. Mnoho populaćı se začne rozr̊ustat
exponenciálně, ale jakmile se počet jedinc̊u přibĺıž́ı nosné kapacitě K prostřed́ı (tj. nějaké
maximálńı hodnotě, kterou je dané prostřed́ı schopno uživit) r̊ust se zpomaĺı, př́ıpadně ve-
likost populace začne klesat pokud jej́ı velikost tuto hodnotu překroč́ı. Pro takovýto model
máme tedy tyto předpoklady

• dP
dt

≈ kP pro malá P , tj. ze začátku populace roste př́ımo úměrně svoj́ı velikosti

• dP
dt
< 0, jestliže P > K, tj. velikost populace se zmenšuje, jestliže počet jedinc̊u přesáhne

kapacitu prostřed́ı.

Oba předpoklady splňuje rovnice

dP

dt
= kP

(

1− P

K

)

, (1.6)

která se nazývá logistická diferenciálńı rovnice. Doplňme tuto rovnici o počátečńı podmı́nku
P (0) = P0 a vyřešme ji.
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Řešeńı. Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými, upravme ji a integrujme
∫

K

P (K − P )
dP =

∫

k dt.

Integrál na levé straně rovnice můžeme rozložit na parciálńı zlomky a dostáváme tak

∫ (

1

P
+

1

K − P

)

dP =

∫

k dt

ln |P | − ln |K − P | = kt+ C.

Uprav́ıme a odlogaritmujeme
∣

∣

∣

∣

K − P

P

∣

∣

∣

∣

= e−kt−C .

Označ́ıme-li kladnou konstantu e−C = A a budeme předpokládat, že A ∈ R, můžeme odstranit
absolutńı hodnotu

K − P

P
= Ae−kt.

Odtud vyjádř́ıme funkci P = P (t) a dostaneme tak obecné řešeńı rovnice (1.6)

P (t) =
K

1 + Ae−kt
.

Z počátečńı podmı́nky plat́ı

P0 =
K

1 + Ae0
,

odkud

A =
K − P0

P0

.

N

t

P

0

P0

K

k = 1

4

k = 1

2

k = 2

Obrázek 1.3: Model r̊ustu populace pro r̊uzné volby k
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1.5 Numerické řešeńı počátečńı úlohy

V mnoha př́ıpadech nejsme schopni danou diferenciálńı rovnici př́ımo vyřešit a muśıme se
spokojit pouze s přibližným řešeńım, kterého můžeme dosáhnout pomoćı tzv. numerických
metod. Nejjednodušš́ı metodou numerického řešeńı počátečńı úlohy je Eulerova metoda. Zá-
kladńı myšlenkou této metody je aproximace řešeńı lomenou čarou.

Uvažujme počátečńı úlohu

y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Chceme nalézt přibližné řešeńı y(x) pro x ∈ [x0, x0+a]. Postupujeme tak, že interval rozděĺıme
na n podinterval̊u délky hi. Dostaneme tak dělićı body

x1 = x0 + h1, x2 = x1 + h2, . . . , xn = xn−1 + hn = x0 + a,

kde h1 + h2 + · · ·+ hn = a. Vypočteme y′0 = f(x0, y0) a polož́ıme

y1 = y0 + h1y
′
0 = y0 + h1f(x0, y0).

Podobně urč́ıme y2 = y1 + h2f(x1, y1) atd. a dostaneme přibližné řešeńı

y(x) = yi + f(xi, yi)(x− xi) pro x ∈ [xi, xi+1], (i = 0, 1, . . . , n− 1).

Nejjednodušš́ım zp̊usobem děleńı intervalu je použit́ı stejně vzdálených dělićıch bod̊u. V tomto
př́ıpadě můžeme Eulerovu metodu popsat následovně:

xi+1 = xi + h

yi+1 = yi + hf(xi, yi), i = 0, 1, 2, . . . , n.

Př́ıklad 1.15. Pomoćı Eulerova algoritmu určete přibližné řešeńı počátečńı úlohy

y′ = x+ y, y(0) = 1 (1.7)

s krokem h = 0,1. Porovnejte tento výsledek s přesným řešeńım.

Řešeńı. Máme dáno h = 0,1, x0 = 0, y0 = 1 a f(x, y) = x + y. Podle předchoźıho postupu
tak dostáváme

y1 = y0 + hf(x0, y0) = 1 + 0, 1(0 + 1) = 1, 1,

y2 = y1 + hf(x1, y1) = 1, 1 + 0, 1(0, 1 + 1, 1) = 1, 22,

y3 = y2 + hf(x2, y2) = 1, 22 + 0, 1(0, 2 + 1, 22) = 1, 362.

Tedy hodnota řešeńı v bodě x = 0,3 je y(0, 3) ≈ 1, 362. Pokračovańım v podobných výpočtech
dostaneme daľśı hodnoty:

i xi yi i xi yi
1 0,1 1,100000 6 0,6 1,943122

2 0,2 1,220000 7 0,7 2,197434

3 0,3 1,362000 8 0,8 2,487178

4 0,4 1,528200 9 0,9 2,815895

5 0,5 1,721020 10 1,0 3,187485
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Přibližné řešeńı počátečńı úlohy (1.7) na intervalu [0, 1] je lomená čára spojuj́ıćı body [xi, yi]
z předchoźı tabulky. Jelikož se jedná o lineárńı rovnici, můžeme naj́ıt přesné řešeńı, kterým
je funkce

y(x) = 2ex − x− 1.

Porovnáme-li hodnotu tohoto řešeńı v bodě x = 1, tj. y(1) = 2e − 2 ≈ 3,436564 s řešeńım
pomoćı Eulerova algoritmu y(1) = 3,187485, dostaneme rozd́ıl 0,249079. N

Poznámka 1.16. a) Při použit́ı Eulerovy metody se dopoušt́ıme chyby, která je př́ımo úměr-
ná velikosti dělićıho intervalu, nejjednodušš́ı cestou ke zpřesněńı je tak zmenšeńı dělićıho
intervalu. Vliv velikosti kroku h na řešeńı předchoźıho př́ıkladu v x = 1 je vidět v následuj́ıćı
tabulce.

Velikost h Hodnota y(1)

0, 500 2, 500000

0, 250 2, 882813

0, 100 3, 187485

0, 050 3, 306595

0, 020 3, 383176

0, 010 3, 409628

0, 005 3, 423034

0, 001 3, 433848

b) Nelze jednoduše ř́ıci, jak velká je chyba, které se dopoušt́ıme při použit́ı Eulerovy metody,
snadno však můžeme poznat, zda-li naše přibližné řešeńı lež́ı pod nebo nad skutečným
řešeńım v okoĺı uzlového bodu. Dá se ukázat, že v př́ıpadě, kdy je řešeńı konvexńı (kon-
kávńı) v okoĺı uzlového bodu, pak naše přibližné řešeńı lež́ı v okoĺı tohoto bodu pod (nad)
skutečným řešeńım. O tom, zda-li je řešeńı konvexńı nebo konkávńı, se můžeme přesvědčit
př́ımo ze zadáńı.

Cvičeńı

1. Rozhodněte, zda je funkce řešeńım dané diferenciálńı rovnice:

a) y = 1
x+C

, y′ = −y2, b) y = e−t + te−t, y′′ + 2y′ + y = 0,

c) y = 1√
C−x2 , y′ = xy3, d) y = 1+Cet

1−Cet
, y′ = 1

2
(y2 − 1).

Pro rovnice z části c) a d) najděte funkce, které vyhovuj́ı počátečńı podmı́nce y(0) = 2.

2. Řešte rovnice se separovanými proměnnými:

a) dy
dx

= y2, b) 2y − x3y′ = 0,

c) 1 + y2 + xyy′ = 0, d) y + xy + xy′ − xyy′ = 0,

e) xyy′ = 1− x2, f) dy
dt

= tet

y
√

1+y2
.
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3. Řešte dané počátečńı úlohy:

a) y

y′
− x = 0, y(1) = 1, b) dy

dx
= y2 + 1, y(1) = 0,

c) xy′ + y = y2, y(−1) = 1
2
, d) sin y cos xdy = cos y sin xdx, y(0) = π

4
,

e) 2(1 + ex)yy′ = ex, y(0) = 0, f) y ln y + xy′ = 0, y(1) = 1.

4. Řešte lineárńı rovnice:

a) y′ + 2y = 4x, b) y′ + 3x2y = 6x2,

c) y′ + 2y = 2ex, d) (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2)2,

e) y′ + 4x3y = x2e−x
4

, f) y′ex
2

+ 2xyex
2

= cos x.

5. Řešte počátečńı úlohu:

a) xy′ + y − ex = 0, y(1) = 0, b) 2xy′ + x2 − 6y = 0, y(1) = 1,

c) y′ + y = x+ ex, y(0) = 0, d) xy′ − y

x+1
= x, y(1) = 0.

6. Mějme tzv. monomolekulárńı reakci prvńıho řádu. Je to reakce typu A −→ X, které se
zúčastňuj́ı molekuly jedné látky a jej́ıž rychlost je př́ımo úměrná množstv́ı látky (např.
inverze cukru, rozpad kysličńıku dusičnatého). Vypočtěte množstv́ı vznikaj́ıćı látky v čase
t a určete, k jaké hodnotě se bĺıž́ı pro t→ ∞.

7. Je experimentálně dokázáno, že rychlost reakce H2 + Br2 −→ 2HBr se ř́ıd́ı rovnićı

dx

dt
= k(a− x)(b− x)

1

2 ,

kde x = [HBr], a = [H2] a b = [Br2]. Najděte funkci x(t) v př́ıpadě, že koncentrace obou
vstupńıch látek jsou shodné a v́ıte-li, že x(0) = 0.

8. Roztok glukózy je nitrožilně podáván do krevńıho oběhu konstantńı rychlost́ı r. Jak je
glukóza přidávána, tak se měńı na daľśı látky a ubývá v krvi rychlost́ı, která je úměrná jej́ı
koncentraci. Proto je model pro koncentraci C = C(t) roztoku glukózy v krevńım oběhu
popsán diferenciálńı rovnićı:

dC

dt
= r − kC,

kde k je nějaká kladná konstanta. Řešeńım rovnice najděte funkci C(t) v́ıte-li, že C(0) = C0.
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Výsledky:

1. a) ano, b) ano, c) ano, y = 1√
1

4
−x2

, d) ano, y = 3+et

3−et

2. a) y = − 1
x+C

a y = 0, b) y = Ce−
1

x2 , c) C = (y2 + 1)x2, d) ln |xy|+ x− y = C,

e) y2 = −x2 + 2 ln |x|+ C, f) y2 = 3
√

9(tet − et + C)2 − 1.

3. a) y = x, b) y = tg (x− 1), c) y = 1
1−x , d)

√
2 cos y = cos x, e) y2 = ln(ex + 1),

f) y = 1.

4. a) y = Ce−2x+2x− 1, b) y = Ce−x
3

+2, c) y = Ce−2x+ 2
3
ex, d) y = (C + x)(1 + x2),

e) y =
(

x3

3
+ C

)

e−x
4

, f) y = (sin x+ C)e−x
2

.

5. a) y = ex+1−e
x

, b) y = 1
2
(x2+x3), c) y = x− 1+ 1

2
(ex+e−x), d) y = x

x+1
(x− 1+ ln |x|).

6. Návod: Je-li množstv́ı dané látky a a množstv́ı vznikaj́ıćı látky x(t) v čase t, dostaneme
pro funkci x(t) rovnici:

dx

dt
= k(a− x) (k > 0),

kde k je rychlostńı konstanta a dx
dt

je rychlost vzniku látky.
Výsledek: Množstv́ı vznikaj́ıćı látky je x = a(1− e−kt), pro t→ ∞ je x→ a.

7. x(t) = a− 4
(kt+ 2√

a
)2

8. C(t) = (C0 − r
k
)e−kt + r

k
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Kapitola 2

Diferenciálńı rovnice druhého řádu

Daľśım d̊uležitým typem diferenciálńıch rovnic jsou lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

y′′ + py′ + qy = f(x), (2.1)

kde p, q jsou reálná č́ısla a f(x) je spojitá funkce. Je-li f(x) ≡ 0 (ř́ıkáme, že je identicky
rovna nule), nazývá se rovnice (2.1) homogenńı. V opačném př́ıpadě, tj. f(x) 6≡ 0, se nazývá
nehomogenńı. S těmito rovnicemi se často setkáváme např́ıklad při použit́ı druhého Newtonova
zákona.

Př́ıklad 2.1. Rovnice

a) y′′ = y, b) y′′ + y = 0, c) y′′ = 0

jsou diferenciálńı rovnice druhého řádu.
V př́ıpadě a) je řešeńım funkce y = ex, ale také funkce y = e−x. Nav́ıc můžeme ověřit, že

všechny funkce tvaru y = C1e
x + C2e

−x, kde C1, C2 jsou libovolné konstanty, jsou řešeńımi
této rovnice.

V př́ıpadě b) je řešeńım rovnice např́ıklad funkce y = sin x, protože (sin x)′′ + sin x = 0
pro všechna x. Podobně řešeńım této rovnice je také funkce y = cos x a opět lze ověřit, že
všechny funkce tvaru y = C1 sin x+ C2 cos x jsou jej́ımi řešeńımi.

V př́ıpadě c) můžeme rovnici řešit postupnou integraćı: Integraćı rovnice (y′)′ = 0 plyne
y′(x) = C1 a odtud daľśı integraćı dostaneme y(x) = C1x+ C2, kde C1, C2 jsou konstanty.

2.1 Počátečńı úloha

Podobně jako u diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu potřebujeme v praktických úlohách nalézt
řešeńı diferenciálńı rovnice pro x ≥ 0, které splňuje dané počátečńı podmı́nky.

K tomu, aby měla rovnice (2.1) právě jedno řešeńı, je třeba předepsat dvě počátečńı
podmı́nky

y(0) = y0, y′(0) = y1.

Př́ıklad 2.2. Řešte počátečńı úlohu

a) y′′ = ex, y(0) = 1, y′(0) = 0, b) y′′ = cos x, y(0) = 1, y′(0) = 1.
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Řešeńı. a) Postupně dostáváme

y′ =

∫

ex dx = ex + C1,

y =

∫

(ex + C1) dx = ex + C1x+ C2.

Řešeńım naš́ı rovnice bez počátečńı podmı́nky jsou všechny funkce, které dostaneme z před-
pisu y = ex + C1x+ C2 volbou konstant C1 a C2.
Hledáme-li řešeńı, které splňuje počátečńı podmı́nky y(0) = 1, y′(0) = 0, spočteme y′ =
ex + C1 a dosad́ıme za proměnné x a y do funkčńıho předpisu a do předpisu pro prvńı
derivaci funkce:

1 = e0 + 0 · C1 + C2, 0 = e0 + C1.

Odtud C2 = 0 a C1 = −1 a řešeńım počátečńı úlohy je funkce y = ex − x.
b) Postupujeme obdobně jako v předchoźım př́ıpadě

y′ =

∫

cos x dx = sin x+ C1,

y =

∫

(sin x+ C1) dx = − cos x+ C1x+ C2.

Proto řešeńım rovnice bez počátečńı podmı́nky jsou všechny funkce, které dostaneme
z předpisu y = − cos x+ C1x+ C2 volbou konstant C1 a C2.
Máme-li nalézt řešeńı počátečńı úlohy, tak podobně jako v předchoźım př́ıpadě, dosad́ıme
do funkčńıho předpisu a do předpisu pro prvńı derivaci:

1 = − cos 0 + 0 · C1 + C2, 1 = sin 0 + C1.

Odtud dostáváme C1 = 1 a C2 = 2. Řešeńım počátečńı úlohy je funkce

y = − cos x+ x+ 2.

N

2.2 Homogenńı rovnice

Uvažujme rovnici (2.1), kde f(x) ≡ 0, tj. rovnici tvaru

y′′ + py′ + qy = 0, (2.2)

kde p, q jsou reálná č́ısla.
⊲Vlastnosti homogenńı rovnice.

Jsou-li dvě funkce y1, y2 řešeńım rovnice (2.2), pak je také funkce y = C1y1+C2y2 řešeńım
této rovnice. Právě pro tuto vlastnost se rovnice (2.1) nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice.

Dvě řešeńı y1, y2 rovnice (2.2) jsou lineárně nezávislá, jestliže determinant

w(x) =

∣

∣

∣

∣

y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣

∣

∣

∣
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je nenulový, tj. w(x) 6= 0. Tento determinant se nazývá wronskián. Dá se ukázat, že wronskián
dvou řešeńı je bud’ identicky nula nebo je r̊uzný od nuly pro všechna x. Je-li p = 0, pak w(x)
je konstanta.

Jsou-li funkce y1, y2 lineárně nezávislá řešeńı rovnice (2.2), pak libovolné řešeńı této rovnice
dostaneme lineárńı kombinaćı těchto řešeńı, tj.

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x), C1, C2 ∈ R.

Toto řešeńı nazýváme obecné řešeńı rovnice (2.2).

Př́ıklad 2.3. Ověřte, že následuj́ıćı funkce jsou lineárně nezávislé

a) ex a e−x, b) cos x a sin x.

Řešeńı. a) Vypočteme wronskián těchto funkćı. Dostaneme

w(x) =

∣

∣

∣

∣

ex e−x

ex −e−x

∣

∣

∣

∣

= −exe−x − exe−x = −2 6= 0.

V úvodu jsme ukázali, že funkce y1 = ex a y2 = e−x jsou řešeńımi rovnice y′′−y = 0. Protože
jejich wronskián je r̊uzný od nuly, jsou tato řešeńı dokonce lineárně nezávislá řešeńı této
rovnice a tvoř́ı tak jej́ı obecné řešeńı tvaru y = C1e

x + C2e
−x.

b) Wronskián těchto funkćı je

w(x) =

∣

∣

∣

∣

cos x sin x

− sin x cos x

∣

∣

∣

∣

= cos2 x+ sin2 x = 1 6= 0.

Jelikož je wronskián r̊uzný od nuly, jedná se o lineárně nezávislé funkce.
N

⊲Nalezeńı řešeńı homogenńı rovnice.

Řešeńı rovnice (2.2) hledáme ve tvaru y = eλx, kde λ je vhodné č́ıslo. Vypočteme

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx,

a dosad́ıme do rovnice (2.2)
λ2eλx + pλeλx + qeλx = 0.

Protože eλx 6= 0, muśı λ splňovat rovnici

λ2 + pλ+ q = 0. (2.3)

Tato kvadratická rovnice se nazývá charakteristická rovnice diferenciálńı rovnice (2.2).
Mohou nastat tyto př́ıpady:
(1) Kvadratická rovnice má dva reálné r̊uzné kořeny λ1, λ2. Pak řešeńım homogenńı rovnice

jsou funkce
y1 = eλ1x, y2 = eλ2x
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a obecné řešeńı je
y = C1e

λ1x + C2e
λ2x. (2.4)

(2) Kvadratická rovnice má jeden dvojnásobný kořen λ. Pak řešeńım homogenńı rovnice
jsou funkce

y1 = eλx, y2 = xeλx

a obecné řešeńı je
y = C1e

λx + C2xe
λx. (2.5)

(3) Kvadratická rovnice má dva komplexně sdružené kořeny λ1,2 = α ± iβ. Pak řešeńım
homogenńı rovnice je např́ıklad funkce

y = e(α+iβ)x = eαxeiβx,

která je komplexńı funkćı. Použijeme-li Euler̊uv vztah

eiβx = cos βx+ i sin βx,

dostaneme řešeńı homogenńı rovnice ve tvaru

y = eαx(cos βx+ i sin βx) = eαx cos βx+ ieαx sin βx.

Lze ukázat, že tato funkce je řešeńım homogenńı rovnice (2.2) právě tehdy, když je řešeńım
této rovnice reálná a imaginárńı část této funkce. Proto řešeńım homogenńı rovnice jsou funkce

y1 = eαx cos βx, y2 = eαx sin βx.

Obecné řešeńı pak je
y = C1e

αx cos βx+ C2e
αx sin βx. (2.6)

Všimněme si, že stejný výsledek dostaneme i pro druhý kořen λ2 = α− iβ.

Př́ıklad 2.4. Řešte následuj́ıćı homogenńı rovnice

a) y′′ + y′ − 6y = 0 b) y′′ − y′ = 0

c) y′′ + 2y′ + 1 = 0 d) y′′ − 4y′ + 85y = 0

Řešeńı. a) Naṕı̌seme charakteristickou rovnici

λ2 + λ− 6 = 0.

Jej́ı kořeny jsou

λ1,2 =
−1±

√
1 + 24

2
=

−1± 5

2
, tj. λ1 = 2, λ2 = −3.

Oba kořeny jsou reálné a jednoduché, každému proto př́ısluš́ı jedno řešeńı

y1 = e2x, y2 = e−3x

a obecné řešeńı je pak
y = C1e

2x + C2e
−3x.

Zvoĺıme-li C1 = C2 = 1, dostaneme řešeńı y = e2x + e−3x, které je znázorněno na obrázku
2.1.
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Obrázek 2.1: Řešeńı rovnice y′′ + y′ − 6 = 0 s volbou C1 = C2 = 1

b) Charakteristická rovnice je
λ2 − λ = 0

λ(λ− 1) = 0.

Jej́ı kořeny jsou λ1 = 0 a λ2 = 1. Oba jsou jednoduché a reálné, řešeńım jsou funkce

y1 = e0x = 1 y2 = ex

a obecné řešeńı rovnice je tak tvaru

y = C1 + C2e
x.

c) Charakteristická rovnice je
λ2 + 2λ+ 1 = 0

(λ+ 1)2 = 0

a má jeden dvojnásobný kořen λ1,2 = −1, kterému odpov́ıdá dvojice řešeńı

y1 = e−x y2 = xe−x.

Tyto funkce jsou pro x ≥ 0 znázorněny na obrázku 2.2. Obecné řešeńı rovnice je tvaru

y = C1e
−x + C2xe

−x.

d) Charakteristická rovnice je
λ2 − 4λ+ 85 = 0.

Jej́ı kořeny jsou

λ1,2 =
4±

√
16− 340

2
=

4± 18i

2
= 2± 9i.

K této dvojici komplexně sdružených kořen̊u (α = 2, β = 9) př́ısluš́ı řešeńı

y1 = e2x cos 9x y2 = e2x sin 9x.

Funkce y = e2x sin 9x je znázorněna na obrázku 2.3. Obecné řešeńı je

y = C1e
2x cos 9x+ C2e

2x sin 9x.

N
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(a) Řešeńı y = xe−x
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(b) Řešeńı y = e−x

Obrázek 2.2: Různá řešeńı rovnice y′′ + 2y′ + 1 = 0

Př́ıklad 2.5. Napǐste lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu, která má řešeńı

a) y1 = e2x, y2 = e−3x; b) y1 = ex sin x.

Řešeńı. a) Z podoby řešeńı plyne, že charakteristická rovnice hledané diferenciálńı rovnice
muśı mı́t za kořeny č́ısla λ1 = 2 a λ2 = −3. Charakteristická rovnice je tak např́ıklad
rovnice tvaru

(λ− 2)(λ+ 3) = 0

λ2 + λ− 6 = 0.

Tato rovnice je př́ıslušná diferenciálńı rovnici

y′′ + y′ − 6y = 0.

b) Z tvaru řešeńı plyne, že charakteristická rovnice muśı mı́t kořen λ1 = 1+ i. Jelikož se jedná
o kvadratickou rovnici s reálnými koeficienty, druhé řešeńı muśı být komplexně sdružené,
proto λ2 = 1− i. Dostáváme tak charakteristickou rovnici tvaru

(λ− 1− i)(λ− 1 + i) = 0.

Roznásobeńım, př́ıpadně úpravou podle vzorce a2 − b2, a využit́ım i2 = −1 dostaneme

λ2 − 2λ+ 2 = 0.

Tato rovnice je př́ıslušná diferenciálńı rovnici

y′′ − 2y′ + 2 = 0.

N

2.3 Nehomogenńı rovnice

Uvažujme nehomogenńı diferenciálńı rovnici

y′′ + py′ + qy = f(x). (2.7)

Podobně jako u diferenciálńı rovnice prvńıho řádu plat́ı následuj́ıćı věta:
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Obrázek 2.3: Graf funkce y = e2x sin 9x

Věta 2.6. Necht’ y0(x) je obecné řešeńı homogenńı rovnice (2.2) a yp(x) je partikulárńı řešeńı
nehomogenńı rovnice (2.7). Pak obecné řešeńı této nehomogenńı rovnice je

y(x) = y0(x) + yp(x).

Otázkou tedy je, jak najdeme partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice. Univerzálńı me-
todou je metoda variace konstanty, která je však u rovnic druhého řádu složitěǰśı (podrob-
nosti viz [7]). Ve speciálńıch př́ıpadech, kde je funkce f(x)

”
jednoduchá“, je výhodná metoda

neurčitých koeficient̊u, kdy hledáme řešeńı v předepsaném tvaru. Ukažme si dva př́ıpady:

1) Funkce f(x) je polynom stupně n.

a) Jestliže č́ıslo λ = 0 neńı kořenem charakteristické rovnice (2.3), pak má nehomogenńı
rovnice partikulárńı řešeńı tvaru y0 = Q(x), kdeQ(x) je polynom stupně n s neznámými
koeficienty. Tyto koeficienty urč́ıme dosazeńım tohoto polynomu a jeho derivaćı do
rovnice.

b) Jestliže č́ıslo λ = 0 je jednoduchým kořenem charakteristické rovnice (2.3), pak má
nehomogenńı rovnice partikulárńı řešeńı tvaru y0 = xQ(x), kde Q(x) je polynom stupně
n s neznámými koeficienty.

c) Jestliže č́ıslo λ = 0 je dvojnásobným kořenem charakteristické rovnice (2.3), pak má
nehomogenńı rovnice partikulárńı řešeńı tvaru y0 = x2Q(x), kde Q(x) je polynom
stupně n s neznámými koeficienty. Všimněme si, že tato situace nastane právě, když
p = q = 0 v (2.1) a řešeńı této rovnice vede na dvojnásobnou integraci funkce f(x).

2) Funkce f(x) = P (x)eαx, kde P (x) je polynom stupně n.
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a) Jestliže č́ıslo α neńı kořenem charakteristické rovnice (2.3), pak má nehomogenńı
rovnice partikulárńı řešeńı tvaru y0 = Q(x)eαx, kde Q(x) je polynom stupně n s nezná-
mými koeficienty. Tyto koeficienty urč́ıme dosazeńım tohoto polynomu a jeho derivaćı
do rovnice.

b) Jestliže č́ıslo α je jednoduchým kořenem charakteristické rovnice (2.3), pak má ne-
homogenńı rovnice partikulárńı řešeńı tvaru y0 = xQ(x)eαx, kde Q(x) je polynom
stupně n s neznámými koeficienty. Podobně pro dvojnásobný kořen uvažujeme řešeńı
y0 = x2Q(x)eαx

Př́ıklad 2.7. Najděte obecné řešeńı rovnice

a) y′′ − 2y′ + 2y = 2x b) y′′ − y′ = 2(1− x)

c) 2y′′ + y′ − y = 2ex d) y′′ − 3y′ + 2y = xe−x

Řešeńı. a) Homogenńı rovnice je

y′′ − 2y′ + 2y = 0.

Př́ıslušná charakteristická rovnice

λ2 − 2λ+ 2 = 0,

má dvojici komplexńıch kořen̊u λ1,2 = 1± i. Obecné řešeńı homogenńı rovnice je tak

y0 = ex (C1 cos x+ C2 sin x) .

Jelikož 0 neńı kořenem charakteristické rovnice, předpokládáme partikulárńı řešeńı yp(x)
ve tvaru yp(x) = P (x), kde P (x) je polynom stejného stupně jako polynom na pravé straně
nehomogenńı rovnice, proto plat́ı

yp(x) = Ax+ B, y′p(x) = A, y′′p(x) = 0.

Funkci yp(x) a jej́ı derivace dosad́ıme do nehomogenńı rovnice a dostáváme

0− 2A+ 2(Ax+B) = 2x

2Ax− 2A+ 2B = 2x.

Porovnáńım koeficient̊u u x1 a x0 dostaneme A = 1 a B = 1. Odtud yp(x) = x+1. Obecné
řešeńı nehomogenńı rovnice je

y = ex (C1 cosx+ C2 sin x) + x+ 1.

b) Homogenńı rovnice je

y′′ − y′ = 0

K ńı př́ıslušná charakteristická rovnice má tvar

λ2 − λ = 0.
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Tato rovnice má dva reálné jednoduché kořeny λ1 = 0 a λ2 = 1. Obecné řešeńı homogenńı
rovnice je tak

y0 = C1 + C2e
x.

Jelikož je λ = 0 je jednoduchý kořen charakteristické rovnice, předpokládáme partikulárńı
řešeńı ve tvaru yp(x) = xP (x), kde P (x) je polynom stejného stupně jako polynom na
pravé straně nehomogenńı rovnice, proto plat́ı

yp(x) = Ax2 +Bx, y′p(x) = 2Ax+ B, y′′p(x) = 2A.

Funkci yp(x) a jej́ı derivace dosad́ıme do nehomogenńı rovnice a dostáváme

2A− (2Ax+ B) = −2x+ 2

−2Ax+ 2A−B = −2x+ 2.

Porovnáńım koeficient̊u u x1 a x0 dostaneme A = 1 a B = 0. Odtud yp(x) = x2. Obecné
řešeńı nehomogenńı rovnice je

y = C1 + C2e
x + x2.

c) Př́ıslušná homogenńı rovnice je
2y′′ + y′ − y = 0.

Jej́ı charakteristická rovnice má tvar

2λ2 + λ− 1 = 0,

a kořeny jsou λ1 = −1 a λ2 =
1
2
. Obecné řešeńı homogenńı rovnice je proto

y0 = C1e
−x + C2e

1

2
x.

Protože č́ıslo λ = 1 neńı kořen charakteristické rovnice, předpokládáme partikulárńı řešeńı
ve tvaru y(x) = Aex. Plat́ı

yp(x) = Aex, y′p(x) = Aex, y′′p(x) = Aex.

Funkci yp(x) a jej́ı derivace dosad́ıme do nehomogenńı rovnice a dostáváme

2Aex + Aex − Aex = 2ex

2Aex = 2ex.

Vid́ıme, že A = 1, odtud yp(x) = ex a obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je

y = C1e
−x + C2e

1

2
x + ex.

d) Homogenńı rovnice je tvaru
y′′ − 3y′ + 2y = 0

př́ıslušná charakteristická rovnice je

λ2 − 3λ+ 2 = 0,
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a má kořeny λ1 = 1 a λ2 = 2. Obecné řešeńı homogenńı rovnice je proto

y0 = C1e
x + C2e

2x.

Vzhledem k tomu, že α = −1 neńı řešeńım charakteristické rovnice, hledáme partikulárńı
řešeńı yp(x) = (Ax+ B)e−x. Plat́ı

yp(x) = (Ax+ B)e−x,

y′p(x) = Ae−x − (Ax+ B)e−x = (−Ax+ A −B)e−x,

y′′p(x) = −Ae−x − (−Ax+ A−B)e−x = (Ax− 2A+B)e−x.

Funkci yp(x) a jej́ı derivace dosad́ıme do nehomogenńı rovnice a dostáváme

(Ax− 2A+ B)e−x − 3(−Ax+ A − B)e−x + 2(Ax+ B)e−x = xe−x

a po úpravě
6Ax− 5A+ 6B = x.

Porovnáńım koeficient̊u u x1 a x0 dostaneme A = 1
6
a B = 5

36
. Odtud

yp(x) =
1

36
(6x+ 5)e−x

a obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je

y = C1e
x + C2e

2x +
1

36
(6x+ 5)e−x.

N

Př́ıklad 2.8. Najděte řešeńı počátečńı úlohy

a) y′′ − 4y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1 b) y′′ − 3y′ + 2y = 3e2x, y(0) = 1, y′(0) = 1

Řešeńı. a) Charakteristická rovnice je tvaru

λ2 − 4 = 0

a jej́ı kořeny jsou λ1,2 = ±2. Obecné řešeńı je tak

y = C1e
2x + C2e

−2x.

Abychom mohli dosadit počátečńı podmı́nky spoč́ıtáme

y′ = 2C1e
2x − 2C2e

−2x.

Dosad́ıme počátečńı podmı́nky a dostaneme soustavu rovnic

0 = C1 + C2 1 = 2C1 − 2C2,

jej́ıž řešeńı je C1 =
1
4
a C2 = −1

4
. Řešeńım počátečńı úlohy je tak funkce

y =
1

4
e2x − 1

4
e−2x.

Graf tohoto řešeńı včetně znázorněńı počátečńı podmı́nky je na obrázku 2.4.



2.3 Nehomogenńı rovnice 35
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Obrázek 2.4: Graf funkce y = 1
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b) Nejprve určeme obecné řešeńı homogenńı rovnice

y′′ − 3y′ + 2y = 0.

Jej́ı charakteristická rovnice
λ2 − 3λ+ 2 = 0

má kořeny λ1 = 1 a λ2 = 2. Obecné řešeńı homogenńı rovnice je

y0 = C1e
x + C2e

2x.

Protože α = 2 je řešeńım charakteristické rovnice, hledáme partikulárńı řešeńı neho-
mogenńı rovnice ve tvaru yp(x) = Axe2x. Plat́ı

y′p(x) = Ae2x + 2Axe2x = (A + 2Ax)e2x, y′′p(x) = 2Ae2x + 2(A+ 2Ax)e2x.

Funkci yp(x) a jej́ı derivace dosad́ıme do nehomogenńı rovnice a dostáváme

4Ae2x + 4Axe2x − 3(A+ 2Ax)e2x + 2Axe2x = 3e2x

a po roznásobeńı a sečteńı
Ae2x = 3e2x.

Odtud vid́ıme, že A = 3, a proto yp(x) = 3xe2x. Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice pak
je

y = C1e
x + C2e

2x + 3xe2x.

Nyńı vypoč́ıtáme
y′ = C1e

x + 2C2e
2x + 3e2x + 6xe2x
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a dosad́ıme počátečńı podmı́nky

1 = C1e
0 + C2e

0 + 0, tj. C1 + C2 = 1,

1 = C1e
0 + 2C2e

0 + 3e0 + 0, tj. C1 + 2C2 = −2.

Řešeńı této soustavy rovnic je C1 = 4 a C2 = −3. Řešeńım dané počátečńı úlohy je tak
funkce

y = 4ex − 3e2x + 3xe2x

N

x

y

0 1−1

2

4

6

8

Obrázek 2.5: Graf funkce y = 4ex − 3e2x + 3xe2x

2.4 Okrajová úloha

V praxi někdy potřebujeme nalézt řešeńı tzv. okrajové úlohy , tj. chceme nalézt řešeńı dife-
renciálńı rovnice splňuj́ıćı jisté podmı́nky v krajńıch bodech intervalu. Uvažujme okrajovou
úlohu

y′′ + αy = 0, y(0) = y(π) = 0. (2.8)

Chceme určit č́ıslo α tak, aby existovalo řešeńı y 6≡ 0 a toto řešeńı určit. Postupujeme ana-
logicky jako při řešeńı počátečńı úlohy, tj. nalezneme obecné řešeńı rovnice a z okrajových
podmı́nek urč́ıme hodnotu α a řešeńı y. Na rozd́ıl od počátečńı úlohy nemáme zajǐstěno, že
bude existovat právě jedno řešeńı y 6≡ 0. Okrajová úloha může mı́t i nekonečně mnoho řešeńı,
př́ıpadně jen triviálńı řešeńı y ≡ 0.

Dá se ukázat, že v př́ıpadě, kdy má okrajová úloha nekonečně mnoho řešeńı, tvoř́ı tato
řešeńı posloupnost funkćı yn(x). Tyto funkce se nazývaj́ı vlastńı funkce a odpov́ıdaj́ıćı hodnoty
αn se nazývaj́ı vlastńı č́ısla.

Řešme nyńı úlohu (2.8). Obecné řešeńı rovnice y′′ + αy = 0 vypadá následovně

α < 0 : y = C1e
√
αx + C2e

−√
αx,

α = 0 : y = C1x+ C2,

α > 0 : y = C1 cos
√
αx+ C2 sin

√
αx.
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Pro α ≤ 0 existuje zřejmě jen triviálńı řešeńı úlohy (2.8). Uvažujme tedy α > 0 a dosad’me
do obecného řešeńı okrajové podmı́nky, dostaneme tak soustavu rovnic

0 = C1, 0 = C2 sin
√
απ.

Protože hledáme netriviálńı řešeńı, muśı být C2 6= 0. Druhá rovnice bude splněna pouze
v př́ıpadě, že

sin
√
απ = 0 ⇒

√
απ = kπ ⇒ α = k2.

Tedy č́ısla
αk = k2, k ∈ N

jsou vlastńı č́ısla okrajové úlohy a pro každé αk má úloha nekonečně mnoho řešeńı

yk = C sin kx, C ∈ R, k ∈ N.

Poznámka 2.9. Vlastńı č́ısla okrajové úlohy úzce souviśı s řešitelnost́ı nehomogenńı okrajové
úlohy

y′′ + αy = f(x), y(0) = y(a) = 0.

Dá se ukázat, že tato úloha je jednoznačně řešitelná právě tehdy, když α neńı vlastńı č́ıslo
př́ıslušného homogenńıho problému. V př́ıpadě, že α je vlastńı č́ıslo př́ıslušného homogenńıho
problému, má úloha nekonečně mnoho řešeńı právě tehdy, když pro vlastńı funkci y(x) plat́ı

∫ a

0

y(x)f(x) dx = 0.

Pokud toto neplat́ı nemá okrajová úloha žádné řešeńı.

Využit́ı můžeme ilustrovat na př́ıkladu z kvantové mechaniky.

Př́ıklad 2.10. Podle kvantové mechaniky je pohyb částice za jistých omezeńı popsán okra-
jovou úlohou

d2ψ

dx2
= −α2ψ, ψ(0) = ψ(a) = 0,

kde ψ je vlnová funkce částice, x je prostorová proměnná, a > 0 je konstanta, α2 =
(

2m
h2

)

E,
m > 0 je hmotnost, h je Planckova konstanta a E > 0 energie částice.

Najděte netriviálńı řešeńı ψ této okrajové úlohy. Pro které hodnoty E tato řešeńı existuj́ı?

Řešeńı. Charakteristická rovnice je
λ2 + α2 = 0,

odkud λ = ±αi. Obecné řešeńı je tvaru

ψ(x) = A sinαx+ B cosαx,

kde A, B jsou konstanty. Nyńı najdeme konstanty A, B tak, aby byly splněny okrajové
podmı́nky. Pro x = 0 dostaneme

A sin 0 + B cos 0 = 0 tj. B = 0.
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Pro x = a dostaneme

A sinαa+ B cosαa = 0 tj. A sinαa = 0.

Kdyby A = 0, pak také ψ(x) ≡ 0 a rovnice by měla jen triviálńı řešeńı. Proto

sinαa = 0 ⇒ αa = ±nπ, n ∈ N.

Dostáváme tak vlastńı č́ısla
αn = ±nπ

a
, n ∈ N.

Řešeńım okrajové úlohy je posloupnost funkćı

ψn(x) = An sin
nπx

a
, n ∈ N, An ∈ R.

Tato řešeńı odpov́ıdaj́ı energii

En = α2 h
2

2m
=
n2π2

a2
h2

2m
.

N

y

x

a

(a) Řešeńı pro n = 1

y

x

a

(b) Řešeńı pro n = 2

y

x

a

(c) Řešeńı pro n = 3

Obrázek 2.6: Různá řešeńı okrajové úlohy 2.10

Cvičeńı

1. Najděte obecné řešeńı rovnic:

a) y′′ − 3y′ + 2y = 0 b) y′′ + 16y = 0

c) y′′ + 8y′ + 16y = 0 d) y′′ − 6y′ + 13y = 0

e) y′′ − 16y = 0 f) y′′ − 4y′ + 5y = 0

2. Najděte obecné řešeńı rovnic:

a) y′′ + 4y′ − 5y = 1, b) y′′ + 2y′ + y = e−2x,

c) y′′ + y = x3, d) 2y′′ + 5y′ = 5x2 − 2x− 1,

e) y′′ + 3y′ + 2y = (20x+ 29)e3x, f) y′′ + 4y′ + 4 = xe2x.
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3. Najděte řešeńı počátečńı úlohy:

a) y′′ + 2y′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −1,

b) 3y′′ + 4y′ = 0, y(0) = 0, y′(0) = −1,

c) y′′ − 4y′ + 4y = 2− x, y(0) = y′(0) = 1,

d) y′′ − 2y′ + y = 1 + x, y(0) = 2, y′(0) = −3.

4. Působ́ıme-li elektrickým polem na roztok elektrolytu, začnou se ionty p̊usobeńım elektro-
statických sil pohybovat směrem k elektrodám. Zároveň je však rychlost pohybu iont̊u
brzděna př́ımo úměrně třećımi silami. Podle Druhého Newtonova zákona je pohyb kationtu
s elektrickým nábojem q > 0 a hmotnost́ı m > 0 podél osy x popsán následuj́ıćı počátečńı
úlohou

x′′(t) +
k

m
x′(t) =

q

m
E, x(0) = x0, x′(0) = v0,

kde t ≥ 0 je čas, k ≥ 0 je koeficient úměrnosti třećıch sil, E ≥ 0 je śıla homogenńıho
elektrického pole a x0, v0 jsou počátečńı pozice a rychlost iontu. (Posledńı 4 hodnoty
považujeme za konstanty.) Najděte řešeńı počátečńı úlohy pro 0 ≤ t ≤ ∞.

5. Určete řešeńı okrajové úlohy

d2ψ

dx2
= −α2ψ,

dψ

dx
(0) = 0, ψ

(π

2

)

= 0

Výsledky:

1. a) y = C1e
2x + C2e

x, b) y = C1 cos 4x+ C2 sin 4x,
c) y = C1e

−4x + C2xe
−4x, d) y = e3x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x),

e) y = C1e
4x + C2e

−4x, f) y = C1e
2x cos x+ C2e

2x sin x.

2. a) y = C1e
x + C2e

−5x − 1
5
, b) y = (C1 + C2x)e

−x + e−2x,

c) y = C1 sin x+ C2 cos x+ x3 − 6x, d) y = C1 + C2e
− 5

2
x + 1

3
x3 − 3

5
x2 + 7

25
x,

e) y = C1e
−x + C2e

−2x + (x+ 1)e3x, f) y = (C1 + C2x)e
−2x +

(

x
16

− 1
32

)

e2x.

3. a) y = 2e−x + xe−x, b) y = −3
4
+ 3

4
e−

4

3
x,

c) y = 1
4
(3e2x − xe2x − x+ 1), d) y = x+ 3− ex(1 + 3x).

4. x(t) = x0 +
qE

k
t+
(

mv0
k

− qmE

k2

)

(

1− e−
k
m
t
)

5. Řešeńım jsou funkce ψn(x) = An cos(2n+1)x pro αn = (2n+1)2, kde n = 0, 1, 2, . . . .



40

Kapitola 3

Funkce v́ıce proměnných

3.1 Definičńı obor funkce a graf funkce

Obsahem této kapitoly je zavedeńı funkce v́ıce proměnných. Základńı úlohou této kapitoly je
určeńı definičńıho oboru a nakresleńı grafu funkce. Tyto úlohy vedou na úlohy z analytické
geometrie v rovině, které využijeme v daľśıch kapitolách.

Definice 3.1. Necht’ je dána množina D ⊆ R
2. Předpis f , který každému bodu roviny

[x, y] ∈ D přǐrazuje právě jedno z ∈ R, nazýváme funkćı dvou proměnných. Tuto funkci
označujeme

z = f(x, y).

Množina D se nazývá definičńı obor funkce f .

Podobně definujeme funkci tř́ı proměnných u = f(x, y, z) a obecně funkci n-proměnných
y = f(x1, x2, . . . , xn).

Př́ıklad 3.2. Zobrazte v rovině definičńı obor těchto funkćı:

a) z = ln(y − x) + ln(x+ y), b) z =
√

9− x2 − y2,

c) z = x ln(x− y2), d) z = arcsin(x2 + y2 − 2).

Řešeńı. a) Protože logaritmická funkce je definovaná pouze pro kladná č́ısla, muśı platit y > x

a y > −x. Definičńı obor je tak pr̊unik dvou polorovin.
b) Odmocnina má smysl pouze z nezáporného č́ısla. Odtud plyne

9− x2 − y2 ≥ 0 tj. 32 ≥ x2 + y2.

Definičńım oborem je kruh s počátkem v bodě [0, 0] a poloměrem 3.
c) Daný výraz má smysl, jestliže plat́ı x > y2. Definičńım oborem je část roviny omezená

parabolou, bez této paraboly.
d) Z vlastnost́ı funkce arkussinus plyne podmı́nka

−1 ≤ x2 + y2 − 2 ≤ 1.

Odtud
1 ≤ x2 + y2 ≤ 3
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a definičńı obor tvoř́ı body lež́ıćı v mezikruž́ı tvořeným dvěma kružnicemi se středem
v počátku a poloměry r1 = 1 a r2 =

√
3.

N

−3 3−2 −1 1 2

−2

−1

−3

y

(a) Definičńı obor funkce z = ln(y−x)+
ln(x+ y)

−3 3

−3

y

x

(b) Definičńı obor funkce z =
√

9− x2 − y2

x

y

(c) Definičńı obor funkce z =
x ln(x− y2)

√
31 x

y

(d) Definičńı obor funkce z =
arcsin(x2 + y2 − 2)

Grafem funkce dvou proměnných je množina bod̊u v trojrozměrném prostoru, nejčastěji
nějaká trojrozměrná plocha, např. rovina, kuželová plocha, parabolická plocha. K źıskáńı
názorné představy, jaký je tvar této plochy, nám pomohou řezy rovinami z = 0, y = 0, x = 0
(což jsou rovnice souřadných stěn ̺xy, ̺xz, ̺yz).

Př́ıklad 3.3. Nakreslete graf funkce z = 4− 2x− y.

Řešeńı. Polož́ıme-li y = 0, dostaneme z = 4 − 2x, což je př́ımka v rovině ρxz. Podobně pro
x = 0 dostaneme př́ımku z = 4 − y a pro z = 0 př́ımku y = 4 − 2x. Proto je grafem této
funkce rovina, která vyt́ıná na souřadné osách postupně úseky o velikostech 2, 4 a 4. V prvńım
oktantu je to trojúhelńık. N

K určeńı grafu funkce z = f(x, y) se někdy použ́ıvaj́ı vrstevnice funkce, což jsou body
v rovině se stejnou funkčńı hodnotou. Chápeme-li graf funkce dvou proměnných jako reliéf
krajiny, pak vrstevnice funkce na úrovni c je množina všech bod̊u s nadmořskou výškou rovnou
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̺yz

̺xy

̺xz

z

y

x

(a) Souřadný systém pro funkce dvou
proměnných

2

4

4

z

y

x

(b) Graf funkce z = 4− 2x− y

c, tj. náš pojem vrstevnice je totožný s geografickým významem tohoto slova. Matematicky
můžeme ř́ıct, že vrstevnice jsou křivky popsané rovnicemi f(x, y) = c.

Př́ıklad 3.4. Pomoćı vrstevnic a řez̊u rovinami načrtněte v prostoru grafy funkćı:

a) z = x2 + y2, b) z =
√

4− x2 − y2.

Řešeńı. a) Provedeme-li řez rovinou x = 0, dostaneme křivku z = y2, což je parabola s vr-
cholem v počátku. Podobně i řezem rovinou y = 0 je parabola o rovnici z = x2. Vrstevnice
funkce na úrovni k > 0 jsou dány rovnicemi

k = x2 + y2,

což jsou kružnice se středem na ose z a poloměrem
√
k. Na základě źıskaných výsledk̊u

můžeme ř́ıci, že grafem funkce z = x2 + y2 je tzv. rotačńı paraboloid s vrcholem v počátku
a osou z. Jedná se o plochu, která vznikne rotaćı paraboly kolem jej́ı osy (hlavńı osa
paraboloidu).

b) V tomto př́ıpadě je řezem rovinou x = 0 funkce z =
√

4− y2, což je horńı polovina
kružnice se středem v počátku a poloměrem 2. Podobně řezem rovinou y = 0 je funkce
z =

√
4− x2, která je opět horńı polovinou kružnice se středem v počátku o poloměru 2.

Vrstevnice funkce na úrovni k > 0 jsou dány rovnicemi

k =
√

4− x2 − y2 ⇔ 4− k2 = x2 + y2,

což jsou kružnice se středem na ose z a poloměrem
√
4− k2. Proto grafem funkce z =

√

4− x2 − y2 je horńı polovina kulové plochy se středem v počátku a poloměrem 2.
N

3.2 Limita funkce

S pojmem limita jsme se setkali u funkce jedné proměnné. Připomeňme, že limita popisuje
chováńı funkce v ryźım okoĺı bodu, v němž limitu určujeme a ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = L.
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(a) Řez rovinou ̺yz (x = 0)

x

z

−1 1

1

2

3

4

(b) Řez rovinou ̺xz (y = 0)

x

y

(c) Vrstevnice

x y

z

(d) Graf funkce z = x2 + y2

Ryźım okoĺım bodu x0 rozumı́me okoĺı kromě tohoto bodu, tj. body splňuj́ıćı x ∈ (x0−a, x0)∪
(x0, x0 + a). Funkce nemůže mı́t v daném bodě dvě limity. Je-li limita zprava r̊uzná od limity
zleva, pak funkce nemá v daném bodě limitu.

U funkce dvou proměnných je situace podobná: Limita popisuje chováńı funkce v okoĺı
daného bodu kromě tohoto bodu.

Tento pojem je založen na pojmu okoĺı bodu. Zásadńı rozd́ıl je v tom, jak vypadá okoĺı
bodu na př́ımce (ose x) a okoĺı bodu v rovině. Okoĺım bodu x0, který lež́ı na ose x, je
interval. Okoĺım bodu [x0, y0], který lež́ı v rovině, je množina bod̊u, které maj́ı od tohoto
bodu vzdálenost menš́ı než nějaké č́ıslo a. Ryźım okoĺım bodu [x0, y0] rozumı́me okoĺı kromě
tohoto bodu, tj. body lež́ıćı uvnitř kruhu se středem [x0, y0] a poloměru a kromě tohoto bodu,
tj.

0 < (x− x0)
2 + (y − y0)

2 < a2.

U funkce jedné proměnné se k tomuto bodu můžeme bĺıžit jen po př́ımce, tj. ze dvou stran (což
znamená, že funkce má limitu v bodě, má-li obě jednostranné limity a tyto se sobě rovnaj́ı),
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(a) Řez rovinou ̺yz (x = 0)
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(b) Řez rovinou ̺xz (y = 0)

x

y

(c) Vrstevnice

x y

z

(d) Kulová plocha složená z funkćı z = ±
√

4− x2 − y2

zat́ımco u funkce v́ıce proměnných je těchto možnost́ı nekonečně mnoho; můžeme se bĺıžit
k danému bodu po př́ımkách, po parabolách apod. Existence limity v daném bodě znamená,
že nezálež́ı na cestě, po které se k danému bodu bĺıž́ıme. Naopak dostaneme-li r̊uzné hodnoty
limity pro r̊uzné cesty, znamená to, že limita v daném bodě nemůže existovat.

Př́ıklad 3.5. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x+y+1
x+y+3

v bodě [1, 0].

Řešeńı. Pokud můžeme souřadnice limitńıho bodu do př́ıslušného výrazu dosadit (tj. po
dosazeńı neobdrž́ıme neurčitý výraz), je hodnota limity dané funkce rovna funkčńı hodnotě
v tomto bodě. Plat́ı tedy

lim
(x,y)→(1,0)

x+ y + 1

x+ y + 3
=

1

2
.

N
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Př́ıklad 3.6. Ukažte, že neexistuje limita funkce lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2+y2
.

Řešeńı. Zvoĺıme př́ımky y = kx. Tyto př́ımky procházej́ı počátkem a jejich body maj́ı tvar
[x, kx]. Aby se tyto body bĺıžily k počátku, muśı se bĺıžit x k nule. Dostaneme

lim
x→0

xkx

x2 + (kx)2
= lim

x→0

kx2

x2(1 + k2)
= lim

x→0

k

1 + k2
=

k

1 + k2
.

Výsledek zálež́ı na k, tj. na směrnici př́ımky, po ńıž se bĺıž́ıme k počátku. Proto limita
neexistuje. N

Poč́ıtáńı limit funkćı dvou a v́ıce proměnných je obt́ıžněǰśı než v př́ıpadě funkćı jedné
proměnné, nebot’ k poč́ıtáńı tzv. neurčitých výraz̊u (limity typu 0

0
,∞∞) nemáme k dispozici

žádnou analogii l’Hospitalova pravidla.

x

y

z

(a) Graf funkce f(x, y) = xy

x2+y2

x

y

z

(b) Graf funkce f(x, y) = 1

x2+y2

3.3 Spojitost funkce

Rovněž pojem spojitosti funkce v́ıce proměnných lze podobně jako pro funkce jedné proměnné
definovat pomoćı limity funkce.

Funkce f je spojitá v bodě [x0, y0], jestliže má v tomto bodě vlastńı limitu a plat́ı

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Pomoćı spojitosti funkce v bodě je definována spojitost funkce na množině M ⊆ R
2.

Př́ıklad 3.7. Funkce f(x, y) = xn a g(x, y) = ym, kde n,m jsou přirozená č́ısla, jsou spojité
v každém bodě roviny.

Vzhledem k tomu, že spojitost funkce dvou a v́ıce proměnných se definuje pomoćı pojmu
limity funkce stejně jako pro funkci jedné proměnné, obdobně plat́ı věta, že součet, součin a
pod́ıl spojitých funkćı je spojitá funkce, a dále plat́ı věta o spojitosti složené funkce.
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Př́ıklad 3.8. Funkce f(x, y) = x3 + 3x2 − 3xy + 1 je spojitá v celé rovině.

Stejně jako pro funkci jedné proměnné plat́ı pro funkci dvou proměnných Weierstrassova
věta. Připomeňme, že Weierstrassova věta pro funkce jedné proměnné se týká funkćı spojitých
na uzavřeném a ohraničeném intervalu. Před t́ım než formulujeme analogickou větu pro funkce
v́ıce proměnných, uved’me několik pojmů.

Hraničńım bodem množiny rozumı́me bod, jehož libovolné okoĺı obsahuje jak bod, který do
dané množiny patř́ı, tak bod, který do dané množiny bod̊u nepatř́ı. Množina všech hraničńıch
bod̊u se nazývá hranice množiny. Množina se nazývá uzavřená, jestliže obsahuje svou hranici.
Množina se nazývá otevřená, jestliže s každým jej́ım bodem do ńı patř́ı i nějaké okoĺı tohoto
bodu. Podotkněmě, že pojem otevřená množina neńı opak uzavřené množiny. Množina se
nazývá ohraničená, jestliže existuje nějaká kladná konstanta K taková, že vzdálenost dvou
libovolných bod̊u této množiny je menš́ı než K. Množina se nazývá souvislá, jestliže každé dva
body této množiny lze spojit lomenou čarou, která lež́ı celá uvnitř této množiny. Množinu,
která je souvislá a otevřená, nazýváme oblast́ı.

Př́ıkladem uzavřené a ohraničené množiny je kruh x2 + y2 ≤ a2 (tj. obsahuje hraničńı
kružnici), nebo obdélńık, který obsahuje hraničńı úsečky. Kruh, který neobsahuje hraničńı
kružnici je př́ıkladem oblasti.

Věta 3.9 (Weierstrassova). Necht’ funkce f je spojitá na ohraničené a uzavřené množině
M ⊂ R

2. Pak nabývá na M své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

Př́ıklad 3.10. Rozhodněte, zda funkce

f(x, y) =

{

1
x2+y2

pro(x, y) 6= (0, 0)

0 v počátku

nabývá nejmenš́ı a největš́ı hodnotu na množině M : x2 + y2 ≤ 1.

Řešeńı. Funkce je definovaná ve všech bodech množinyM . Touto množinou je kruh se středem
v počátku. Vyšetřeme limitu této funkce v počátku:

lim
(x,y)→(0,0)

1

x2 + y2
= ∞.

Proto tato funkce neńı v počátku spojitá a nenabývá největš́ı hodnotu na množině M . Vrste-
vnicemi funkce jsou kružnice se středem v počátku. Nejmenš́ı hodnoty nabývá funkce v bodech
kružnice x2 + y2 = 1. N
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Cvičeńı

1. Zobrazte v rovině definičńı obory funkćı:

a) z = x+y+1
x−1

, b) z =
√

1− x2 − 4y2,

c) z =
√
y +

√

25− x2 − y2, d) z =
√

1−
(

x2

9
+ y2

4

)

,

e) z = ln(x+ y), f) z =

√
4x−y2

ln (1−x2−y2) ,

g) z =
√
1− x2 +

√

1− y2, h) z =
√

(x2 + y2 − 1)(4− x2 − y2).

2. Pomoćı vrstevnic a řez̊u rovinami načrtněte v prostoru grafy funkćı:

a) z = 2− x− y, b) z = x2

4
+ y2

9
,

c) z = y, d) z = 1
2x2+3y2

,

e) z =
√

1− x2 − y2, f) z = x2 + y2,

g) z = 1
2
(x2 − y2), h) z = 2−

√

x2 + y2,

i) z = y2 + 1, j) z = 3− x2 − y2.

3. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x2+y2√
x2+y2+1−1

v bodě [0, 0].

4. Dokažte, že funkce f(x, y) = 3y
x3+y

nemá v bodě [0, 0] limitu.

5. Pomoćı př́ımek y = kx a paraboly y = x2 ukažte, že neexistuje limita

lim
(x,y)→(0,0)

3x2y

x4 + y2
.
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(a) k = sin(xy)

x

y

z

(b) z = sin(xy)

(c) k = x−y

1+x2+y2

x

y

z

(d) z = x−y

1+x2+y2

(e) k = sinx− sin y

x

y

z

(f) z = sinx− sin y

Obrázek 3.1: Př́ıklady funkćı: Vrstevnice a grafy
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Kapitola 4

Parciálńı derivace

4.1 Parciálńı derivace 1.̌rádu

Připomeňme definici a geometrický význam derivace funkce jedné proměnné y = f(x) v bodě
x0. Tuto derivaci definujeme jako limitu

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
. (4.1)

Derivace funkce v bodě je č́ıslo, které udává směrnici tečny ke křivce y = f(x) v bodě
[x0, f(x0)]. Má-li funkce derivaci v bodě x0, je v tomto bodě spojitá, a tud́ıž zde existuje také
limita funkce.

Jak jsme již ukázali v předcházej́ıćı kapitole, limita funkce dvou a v́ıce proměnných je kom-
plikovaněǰśım pojmem než v př́ıpadě funkce jedné proměnné, nebot’ k bodu [x0, y0] (v př́ıpadě
dvou proměnných) se můžeme bĺıžit nekonečně mnoha zp̊usoby. Zcela přirozené je zač́ıt zkou-
mat situaci, bĺıž́ıme-li se k bodu [x0, y0] ve směru souřadných os x a y. T́ım se dostáváme
k pojmu parciálńı derivace funkce dvou proměnných. Při

”
parciálńım“1 derivováńı se vždy na

jednu z proměnných x, y d́ıváme jako na konstantu a podle druhé derivujeme.

Definice 4.1. Necht’ f(x, y) je funkce a [x0, y0] bod. Funkce g(x) = f(x, y0) je funkćı jedné
proměnné x. Má-li funkce g(x) v bodě x0 derivaci g′(x0), nazýváme tuto derivaci parciálńı
derivaćı funkce f podle proměnné x v bodě [x0, y0] a označujeme

fx(x0, y0) nebo
∂f

∂x
(x0, y0).

Podobně, má-li funkce h(y) = f(x0, y) derivaci v bodě y0, nazýváme tuto derivaci parciálńı
derivaćı funkce f podle proměnné y v bodě [x0, y0] a označujeme

fy(x0, y0) nebo
∂f

∂y
(x0, y0).

1Doslovný český překlad slova parciálńı je
”
částečný“.
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Poznámka 4.2.

i) Parciálńı derivace podle x je tedy limita

fx(x0, y0) = lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0
= lim

x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0
.

Podobně se dá definovat i parciálńı derivace podle y.
ii) Má-li funkce z = f(x, y) parciálńı derivace v libovolném bodě [x, y], jsou tyto derivace

funkcemi proměnných x, y. Označujeme je fx(x, y), fy(x, y), popř.
∂
∂x
f(x, y), ∂

∂y
f(x, y).

iii) Z definice parciálńı derivace plyne, že při jej́ım výpočtu postupujeme tak, že všechny
argumenty kromě toho, podle něhož derivujeme, považujeme za konstanty.

Protože parciálńı derivace fx(x, y) funkce je definována jako
”
obyčejná“ derivace podle

proměnné x, plat́ı pro poč́ıtáńı parciálńıch derivaćı obvyklá pravidla pro derivováńı.

Př́ıklad 4.3. Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = 1
2
(x2 + y2)3 v bodě [1, 1].

Řešeńı. Podle definice 4.1 dostáváme

g(x) = f(x, 1) =
1

2
(x2 + 1)3,

g′(x) = f ′(x, 1) = 3(x2 + 1)2x

a dosazeńım za x = 1 dostaneme fx(1, 1) = 3 · 4 = 12. Podobně

h(y) = f(1, y) =
1

2
(1 + y2)3,

h′(y) = f ′(1, y) = 3(1 + y2)2y

a po dosazeńı fy(1, 1) = 12.
Častěji postupujeme tak, nejprve urč́ıme parciálńı derivace v libovolném bodě. Parciálńı

derivace podle x znamená, že y považujeme za konstantu a derivujeme podle x

fx(x, y) =
3

2
(x2 + 1)22x = 3(x2 + y2)2x.

Dosazeńım za [x, y] = [1, 1] dostaneme fx(1, 1) = 12. Podobně urč́ıme parciálńı derivaci
podle y. N

Př́ıklad 4.4. Vypočtete parciálńı derivace funkce dvou proměnných:

a) f(x, y) = x3 + x2y3 − 2y2, b) f(x, y) = xy

x−y ,

c) f(x, y) =
√

x2 + y2, d) f(x, y) = ln(x+ y2).

Řešeńı. a) Použijeme pravidla pro derivaci součtu, př́ıpadně rozd́ılu, a pravidlo o derivace
polynomu, dostaneme tak

fx(x, y) = 3x2 + 2xy3,

fy(x, y) = 3x2y2 − 4y.
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b) Použijeme pravidla pro derivaci pod́ılu:

fx(x, y) =
y(x− y)− xy

(x− y)2
= − y2

(x− y)2
,

fy(x, y) =
x(x− y) + xy

(x− y)2
=

x2

(x− y)2
.

c) Použijeme pravidla pro derivaci složené funkce:

fx(x, y) =
1

2
√

x2 + y2
2x =

x
√

x2 + y2
,

fy(x, y) =
1

2
√

x2 + y2
2y =

y
√

x2 + y2
.

d) Postupujeme obdobně jako v předchoźım př́ıkladě:

fx(x, y) =
1

x+ y2
,

fy(x, y) =
2y

x+ y2
.

N

Geometrický význam parciálńıch derivaćı. Necht’ je dána funkce f : R2 → R a Gf je
jej́ı graf. Necht’ π je rovina daná rovnićı x = x0. Za rozumných předpoklad̊u (např. spojitost
funkce f) je pr̊useč́ıkem Gf ∩ π křivka γ v rovině π a parciálńı derivace fy(x0, y0) udává
směrnici tečny t k této křivce v bodě Q0 = [x0, y0, f(x0, y0)], viz obrázek. (Připomeňme, že
směrnice tečny t je tg α.)

π

t

γ Q0

α

[x0, y0, 0]

z

y

x

Podobně, derivace fx(x0, y0) udává směrnici tečny ke křivce v bodě Q0, která vznikne
pr̊useč́ıkem grafu funkce s rovinou y = y0.
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Zat́ımco u funkćı jedné proměnné plyne z existence derivace v daném bodě jej́ı spojitost,
u funkćı v́ıce proměnných toto tvrzeńı neplat́ı. Má-li funkce f : R2 → R parciálńı derivace
v bodě [x0, y0], nemuśı být v tomto bodě spojitá.

Př́ıklad 4.5. Funkce definovaná předpisem

f(x, y) =

{

1 pro x = 0 nebo y = 0,

0 jinak

má v bodě [0, 0] obě parciálńı derivace (rovny nule) a neńı zde spojitá, nebot’ v tomto bodě
neexistuje limita (grafem funkce je podstavná rovina, z ńıž je

”
vyzdvižen“ osový kř́ıž).

Gradient funkce Ve fyzikálńı terminologii se vektor parciálńıch derivaćı nazývá gradient
funkce a označuje se bud’ jako grad f nebo symbolem∇f (nabla). Pro funkci dvou proměnných
f(x, y) je gradientem vektor

∇f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y))

a pro funkci tř́ı proměnných f(x, y, z) je gradientem vektor

∇f(x, y, z) = (fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)) .

Podrobněji se gradientem budeme zabývat v kapitole 8.

4.2 Směrové derivace

Pomoćı gradientu můžeme definovat směrové derivace funkce, které jsou zobecněńım parciál-
ńıch derivaćı. Nejprve připomeňme, že skalárńı součin vektor̊u

~u = (u1, u2, . . . , un), ~v = (v1, v2, . . . , vn)

je č́ıslo ~u · ~v, kde
~u · ~v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Jestliže θ je úhel, který sv́ıraj́ı tyto vektory, pak plat́ı

~u · ~v = |~u||~v| cos θ,

přičemž |~u| =
√

u21 + u22 + · · ·+ u2n znač́ı velikost vektoru ~u. Z předchoźıho vztahu plyne, že
skalárńı součin dvou navzájem kolmých vektor̊u je roven nule.

Definice 4.6. Necht’ f má spojité parciálńı derivace. Směrovou derivaćı fv funkce f ve
směru vektoru ~v rozumı́me skalárńı součin

fv = grad f · ~u, (4.2)

kde ~u = ~v
|~v| , tj. ~u je jednotkový vektor ve směru vektoru ~v.
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Poznamenejme, že někdy se směrová derivace fv definuje jako fv = grad · ~v (viz [2]). Pak
tato derivace záviśı na velikosti vektoru ~v.

Parciálńı derivace jsou speciálńım př́ıpadem směrových derivaćı, fx je směrová derivace
ve směru vektoru ~u = (1, 0), podobně fy je směrová derivace ve směru vektoru ~u = (0, 1).
Směrové derivace popisuj́ı rychlost změny funkce ve směru vektoru ~v.

Př́ıklad 4.7. Je dána funkce f = x2y3 − 4y. Určete jej́ı derivaci ve směru vektoru ~v = (2, 5).

Řešeńı. Podle (4.2) je derivace funkce f(x, y) ve směru vektoru ~v = (2, 5) rovna

fv(x, y) = grad f · ~u = fxu1 + fyu2, (4.3)

kde vektor ~u = (u1, u2) je jednotkový vektor ve směru vektoru ~v. Proto nejprve urč́ıme
jednotkový vektor ~u

~u =
~v

|~v| =
(

2√
29
,

5√
29

)

.

Nyńı spoč́ıtáme parciálńı derivace fx, fy. Dostaneme

fx =
∂(x2y3 − 4y)

∂x
= 2xy3, fy =

∂(x2y3 − 4y)

∂y
= 3x2y2 − 4.

Po dosazeńı do (4.3) źıskáváme

fv(x, y) = 2xy3 · 2√
29

+ (3x2y2 − 4) · 5√
29

a po roznásobeńı

fv(x, y) =
4xy3√
29

+
15x2y2√

29
− 20√

29
.

N

4.3 Derivace vyšš́ıch řád̊u

Funkce f(x, y) má dvě parciálńı derivace 1.̌rádu: fx(x, y) a fy(x, y). Každou tuto funkci
můžeme dál parciálně derivovat (pokud tyto derivace existuj́ı), č́ımž dostaneme čtyři funkce

fxx(x, y), fxy(x, y), fyx(x, y), fyy(x, y).

Někdy je označujeme jako

∂2f

∂x2
(x, y),

∂2f

∂x∂y
(x, y),

∂2f

∂y∂x
(x, y),

∂2f

∂y2
(x, y).

Tyto parciálńı derivace nazýváme parciálńı derivace 2.řádu funkce f(x, y). Parciálńı derivace
fxy(x, y) a fyx(x, y) se nazývaj́ı smı́̌sené parciálńı derivace.

Př́ıklad 4.8. Vypočtěte všechny druhé derivace funkce f(x, y) = xy, x > 0.
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Řešeńı. Parciálńı derivaci podle x urč́ıme jako derivaci mocninné funkce a derivaci podle y
jako derivaci exponenciálńı funkce se základem x, tj.

fx = yxy−1, fy = xy ln x.

Podobně obdrž́ıme
fxx = y(y − 1)xy−2, fyy = xy ln2 x.

Při výpočtu smı́̌sených derivaćı muśıme derivovat oba výrazy podle pravidla pro výpočet
derivace součinu a dostaneme

fxy = xy−1(y ln x+ 1), fyx = xy−1(y ln x+ 1).

N

Pro funkce, s kterými se setkáme, jsou smı́̌sené parciálńı derivace stejné. Tuto skutečnost
popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 4.9 (Schwarzova). Necht’ funkce f(x, y) má v okoĺı bodu [x0, y0] spojité parciálńı derivace
fxy(x, y) a fyx(x, y). Pak plat́ı

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0). (4.4)

Parciálńı derivace n-tého řádu (n ≥ 3) definujeme jako parciálńı derivace derivaćı (n −
1)-ńıho řádu. Indukćı lze pak rozš́ı̌rit Schwarzovu větu takto: Má-li funkce f(x, y) spojité
parciálńı derivace až do řádu n, pak hodnota parciálńı derivace řádu n záviśı pouze na tom,
kolikrát se derivovalo podle proměnné x a kolikrát podle proměnné y, nikoliv na pořad́ı,
v jakém se podle těchto proměnných derivovalo.

4.4 Diferenciál funkce

Diferenciálem funkce jedné proměnné v bodě x0 rozumı́me př́ır̊ustek funkce na tečně vedené
ke grafu funkce v bodě [x0, f(x0)]. Označ́ıme-li př́ır̊ustek nezávisle proměnné dx = x − x0,
diferenciál funkce y = f(x) v bodě x0 je lineárńı funkce proměnné dx

df(x0) = f ′(x0)dx.

V tomto př́ıpadě existence diferenciálu neboli diferencovatelnost funkce je ekvivalentńı exis-
tenci derivace v bodě x0.

U funkce f(x, y) je tzv. totálńı diferenciál definován analogicky: Je to př́ır̊ustek funkce
na tečné rovině vedené ke grafu funkce bodem [x0, y0, f(x0, y0)]. Tečná rovina má s grafem
funkce lokálně (tj. v okoĺı bodu, kde ji sestrojujeme) společný právě jeden bod.

Definice 4.10. Necht’ má funkce f(x, y) v bodě [x0, y0] spojité parciálńı derivace 1. řádu a
označme př́ır̊ustky nezávisle proměnných jako

dx = x− x0, dy = y − y0.

Diferenciál funkce f(x, y) v bodě [x0, y0] je lineárńı funkce proměnných dx a dy tvaru

df(x0, y0) = fx(x0, y0) dx+ fy(x0, y0) dy. (4.5)

Má-li funkce v daném bodě diferenciál, ř́ıkáme, že je v tomto bodě diferencovatelná.
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Poznámka 4.11.

i) Z (4.5) vid́ıme, že diferenciál je skalárńı součin gradientu funkce v daném bodě a př́ır̊ust-
kového vektoru (dx, dy).

ii) V předchoźı kapitole jsme ukázali, že pro funkce dvou proměnných z existence parciálńıch
derivaćı neplyne spojitost. Diferencovatelnost funkce je tou

”
správnou“ vlastnost́ı, která

implikuje spojitost funkce. Opak neplat́ı: Je-li funkce spojitá, nemuśı být diferencovatelná,
např. f(x, y) =

√

x2 + y2 v bodě [0, 0].

Př́ıklad 4.12. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = x
x2+y2

.

Řešeńı. Urč́ıme parciálńı derivace

fx(x, y) =
x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

fy(x, y) =
−2xy

(x2 + y2)2
.

Diferenciál v libovolném bodě [x, y] 6= [0, 0] je funkce

df(x, y) =
y2 − x2

(x2 + y2)2
dx− 2xy

(x2 + y2)2
dy.

N

Věta 4.13. Má-li funkce f(x, y) v bodě [x0, y0] totálńı diferenciál, má graf funkce v tomto
bodě tečnou rovinu o rovnici

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0). (4.6)

Rovnice tečné roviny je nejlepš́ı lineárńı aproximaćı funkce f(x, y) v okoĺı bodu [x0, y0].
Přibližná hodnota funkce je

f(x, y) ≈ f(x0, y0) + df(x0, y0). (4.7)

Př́ıklad 4.14. Pomoćı totálńıho diferenciálu přibližně vypočtěte:

a) 1,042,02 b)
√

(2,98)2 + (4,05)2

Řešeńı.

a) K výpočtu použijeme diferenciál funkce f(x, y) = xy v bodě [1, 2] s diferencemi dx =
0,04, dy = 0,02. Plat́ı

df(x, y) = yxy−1dx+ xy ln xdy, tj. df(1, 2) = 2 dx+ 0dy = 2dx,

a tedy podle (4.7)

1,042,02 = f(1,04; 2,02) ≈ f(1, 2) + df(1, 2) = 1,08.
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b) K výpočtu použijeme diferenciál funkce f(x, y) =
√

x2 + y2 v bodě [3, 4] s diferencemi
dx = −0,02, dy = 0,05. Plat́ı

df(x, y) =
x dx

√

x2 + y2
+

y dy
√

x2 + y2

a dosazeńım do (4.7) dostáváme

√

(2,98)2 + (4,05)2 ≈ 5 +
1

5
(−3 · 0,02 + 4 · 0,05) = 5,028 . N

Př́ıklad 4.15. Napǐste rovnici tečné roviny grafu funkce z = x2 + y2 v bodě [1, 1, ?].

Řešeńı. Dosazeńım do funkčńıho předpisu najdeme z-ovou souřadnici dotykového bodu z =
12+12 = 2. Spočtěme parciálńı derivace fx = 2x a fy = 2y a př́ımým dosazeńım do vzorce (4.6)
pro tečnou rovinu dostáváme jej́ı rovnici z = 2+2(x−1)+2(y−1), tj. 2x+2y−z−2 = 0. N

4.5 Kmenová funkce

V tomto odstavci vyřeš́ıme následuj́ıćı úlohu: Je dán výraz

P (x, y) dx+Q(x, y) dy. (4.8)

Máme rozhodnout, zda existuje funkce H(x, y) taková, že je tento výraz jej́ım diferenciálem.
Funkce H se nazývá kmenová funkce funkćı P,Q.

Aby kmenová funkce H existovala muśı podle předchoźıho platit

Hx(x, y) = P (x, y), Hy(x, y) = Q(x, y).

Za předpokladu spojitosti parciálńıch derivaćı 2.̌rádu plyne ze Schwarzovy věty, žeHxy(x, y) =
Hyx(x, y), tj.

Py(x, y) = Qx(x, y). (4.9)

Pokud je tato podmı́nka splněna, postupnou integraćı urč́ıme kmenovou funkci.
Poznamenejme, že rovnost (4.9) muśı platit pro všechny body z dané oblasti G, která je

tzv. jednoduše souvislá. To znamená, že libovolnou uzavřenou křivku lež́ıćı v G lze spojitě de-
formovat v G do bodu (hranici množiny G tvoř́ı jediná uzavřená křivka). Př́ıkladem jednoduše
souvislé oblasti je kruh nebo obdélńık, naopak množina, která je tvořena mezikruž́ım, neńı
jednoduše souvislá.

Poznámka 4.16. S úlohou, zda je výraz (4.8) diferenciálem nějaké funkce, se setkáme
u křivkového integrálu v tomto zněńı (v́ıce viz kapitola 8):

Jestliže na hmotný bod o souřadnićıch [x, y] ∈ G p̊usob́ı śıla F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)),
pak práce A, která se vykoná, přejde-li hmotný bod po křivce C z jej́ıho prvńıho do posledńıho
bodu, se definuje jako

A =

∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

V praxi je velmi d̊uležitá otázka, zda tento křivkový integrál nezáviśı na integračńı cestě, tj.
zda hodnota tohoto integrálu je stejná integrujeme-li přes libovolnou křivku C se stejným
počátečńım a koncovým bodem. Ukážeme, že tato nezávislost na integračńı cestě úzce souviśı
s podmı́nkou (4.9).
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Př́ıklad 4.17. Rozhodněte, zda výraz (x2 − y2) dx + (5 − 2xy) dy je diferenciálem nějaké
funkce; v př́ıpadě že ano, určete tuto (kmenovou) funkci.

Řešeńı. Nejprve ověř́ıme, zda je uvedený výraz opravdu diferenciálem. V celém R
2 plat́ı

∂

∂x
(5− 2xy) = −2y,

∂

∂y
(x2 − y2) = −2y,

tj. zadaný výraz je diferenciálem jisté kmenové funkce H. Dále plat́ı

H(x, y) =

∫

(x2 − y2) dx =
x3

3
− y2x+ ϕ(y),

kde ϕ(y) hraje roli integračńı konstanty, nebot’ jej́ı derivace podle x je nulová. Derivováńım
podle y, tj. Hy = −2xy + ϕ′(y) a dosazeńım do vztahu Hy = Q dostáváme

−2xy + ϕ′(y) = 5− 2xy,

odkud ϕ′(y) = 5, tj. ϕ(y) = 5y + c. Vypoč́ıtali jsme tak, že zadaný výraz je diferenciálem
funkce

H(x, y) =
x3

3
− y2x+ 5y + c, c ∈ R.

N

Stavová funkce V termodynamice se popisuj́ı vlastnosti makroskopických systémů po-
moćı stavových funkćı. Tyto funkce závisej́ı na daném stavu systému, jsou však nezávislé
na tom, jakou cestou (zp̊usobem) byl tento stav dosažen. Tento fakt bývá hojně použ́ıván
při chemických výpočtech. Stavové funkce jsou v chemii tytéž, kterým se v matematice ř́ıká
funkce kmenové. Např́ıklad k určeńı stavu jednosložkového homogenńıho systému (čisté látky)
se použ́ıvaj́ı dvě stavové proměnné, teplota T a objem V.

Co je to stavová funkce matematicky? Funkce u proměnných T, V je stavovou funkćı
v termodynamickém smyslu, je-li výraz

du = f1(T, V ) dT + f2(T, V ) dV,

jej́ım totálńım diferenciálem du(T, V ) proměnných dT, dV. Proto muśı platit

f1 =
∂u

∂T
, a f2 =

∂u

∂V
.

Zároveň, ze Schwarzovy věty, si muśı být druhé smı́̌sené parciálńı derivace rovny, tedy

∂2u

∂T∂V
=
∂f1

∂V
=
∂f2

∂T
=

∂2u

∂V ∂T
.

Př́ıklad 4.18. Dokažte, že stavovou funkćı termodynamiky je tzv. termická stavová funkce
p proměnných V, T zvaná tlak, plat́ı-li pro ideálńı plyn Boyle̊uv–Mariott̊uv zákon p = RT

V
.



58 Parciálńı derivace

Řešeńı. Uvažujme p = RT
V

= p(T, V ). Parciálńı derivace této funkce jsou

∂p

∂T
=
R

V
,

∂p

∂V
= −RT

V 2

a zároveň
∂2p

∂T∂V
= − R

V 2
,

∂2p

∂V ∂T
= − R

V 2
,

tj. smı́̌sené parciálńı derivace jsou si rovny. Odtud plyne, že tlak p jako funkce objemu a tlaku
je stavovou funkćı a jej́ı totálńı diferenciál je

dp =
R

V
dT − RT

V 2
dV. (4.10)

Pro výpočty př́ıklad̊u, kde pracujeme s Boylovým–Mariottovým zákonem, nám tud́ıž stač́ı
znát pouze počátečńı a konečnou hodnotu tlaku ideálńıho plynu, nezálež́ı nám na

”
cestě“,

kterou se tlak z počátečńıho do konečného stavu dostal.
N

Př́ıklad 4.19. Dokažte, že vnitřńı energie U(T, V ) systému pro ideálńı plyn je stavovou
funkćı, v́ıte-li, že záviśı pouze na teplotě T, ale nikoliv na objemu V .

Řešeńı. Uvažujme U = U(T, V ) = U(T ), což vyjadřuje, že vnitřńı energie je funkćı pouze
teploty. Pak ∂U

∂V
= 0 a smı́̌sená derivace ∂2U

∂V ∂T
= 0. Označme CV = ∂U

∂T
, kde CV je molárńı

tepelná kapacita při konstantńım objemu. Vid́ıme, že CV je funkćı pouze teploty, proto ∂CV

∂V
=

0. Odtud plyne, že smı́̌sené derivace jsou záměnné. Proto je výraz

dU =
∂U

∂T
dT +

∂U

∂V
dV =

∂U

∂T
dT = CV dT (4.11)

totálńım diferenciálem. Proto vnitřńı energie systému pro ideálńı plyn je stavovou funkćı. N

Př́ıklad 4.20. Ukažte, že teplo Q neńı termodynamickou stavovou funkćı.

Řešeńı. Plat́ı prvńı věta termodynamická

dU = dQ+ dA, (4.12)

kde dQ je množstv́ı tepla, dA práce vložená do systému pro ideálńı plyn, který se při kon-
stantńım tlaku rozepne o objem dV a kterému je dáno teplo dQ. Z (4.12) plyne

dQ = dU − dA.

Podobně jako v (4.11) lze pro práci vloženou do systému odvodit vztah dA = −pdV . Dosa-
d́ıme-li zároveň za dU z výrazu (4.11), tedy dU = CV dT . Dostaneme

dQ = CV dT + p dV.

Dále dosad’me za tlak p z Boyle–Mariottova zákona p = RT
V
, vyjde

dQ = CV dT +
RT

V
dV. (4.13)
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Pro smı́̌sené parciálńı derivace plat́ı

∂

∂V
(CV ) = 0 6= ∂

∂T

RT

V
,

proto výraz (4.13) neńı totálńım diferenciálem a teplo Q neńı termodynamickou stavovou
funkćı. Přivedené množstv́ı tepla záviśı tedy na tom, přes které mezistavy se dostaneme do
konečného stavu. N

Poznámka 4.21. Ve fyzikálńı chemii se vyjadřuje jako výsledek spojeńı prvńı a druhé
věty termodynamické pro reverzibilńı děj vztah pro diferenciálńı vnitřńı energie uzavřeného
systému

dU = T dS − p dV.

Vnitřńı energie U je chápána jako funkce entropie S a objemu V , tedy

U = U(S, V ),

a má totálńı diferenciál

dU =
∂U

∂S
dS +

∂U

∂V
dV.

Porovnáńım obou vztah̊u źıskáme parciálńı derivace vnitřńı energie

∂U

∂S
= T a

∂U

∂V
= −p.

Z rovnosti druhých smı́̌sených derivaćı

∂2U

∂S ∂V
=
∂T

∂V
a

∂2U

∂V ∂S
=
∂(−p)
∂S

pak usoud́ıme na vztah
∂T

∂V
= − ∂p

∂S
.

Tento vztah bývá využ́ıván ve výpočtech ve fyzikálńı chemii.

Cvičeńı

1. Vypočtěte parciálńı derivace 1. řádu funkćı:

a) f(x, y) = x3 + 2x2y + 3xy2 + 4x− 5y, b) f(x, y) = (2x+ 3y)10,

c) f(x, y) = x−y
x+y

, d) f(x, y) = xe3y,

e) f(x, y) = sin xy, f) f(x, y) =
√
x ln y,

g) f(x, y) = xy ln(x+ y), h) f(x, y) = arctg x
y
.
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2. Vypočtěte dané parciálńı derivace 1. řádu funkćı v bodech:

a) f(x, y) = y

x+y
, fy(2, 1), b) f(x, y) = ln(x+

√

x2 + y2), fx(3, 4),

c) f(x, y) = y2 + y
√
1 + x2, fy(2, 5), d) f(x, y) = ln

(

x+ y

2x

)

, fx(1, 2).

3. Určete směrovou derivaci funkce f = 4y − x2y3 ve směru vektoru ~v = (3,−2,−
√
3).

4. Vypočtěte parciálńı derivace 2. řádu funkćı:

a) f(x, y) = x4 + y4 − 4x2y2, b) f(x, y) = 3xy4 + x3y2,

c) f(x, y) = xyey, d) f(x, y) = xy+x
y

,

e) f(x, y) = x
y2
, f) f(x, y) = x√

x2+y2
,

g) f(x, y) = x sin(x+ y), h) f(x, y) = ln
√

x2 + y2.

5. Určete diferenciál funkce v daném bodě:

a) f(x, y) = xy + x
y
, [1,1], b) f(x, y) =

√

x2 + y2, [1,1].

6. Pomoćı diferenciálu přibližně vypočtěte:

a) arctg 1,02
0,95

, b) e0,05
3−0,02.

7. Najděte rovnice tečné roviny ke grafu funkce v daném bodě:

a) f(x, y) =
√
xy, [1, 1, 1], b) f(x, y) = x2 + xy + 2y2, [1, 1, 4].

8. Zjistěte, zda dané výrazy jsou totálńımi diferenciály nějaké funkce:

a) (x+ ln y) dx+
(

x
y
+ sin y

)

dy, b) x sin 2y dx+ x2 cos 2y dy.

9. Ověřte, že dané výrazy jsou totálńımi diferenciály nějaké funkce a tuto funkci najděte:

a) x dx+y dy√
x2+y2

, b) (y2 − 1) dx+ (2xy + 3y) dy.

Výsledky:

1. a) fx = 3x2+4xy+3y2, fy = 2x2y+6xy−5, b) fx = 20(2x+3y)9, fy = 30(2x+3y)9,
c) fx = 2y

(x+y)2
, fy = − 2x

(x+y)2
, d) fx = e3y, fy = 3xe3y, e) fx = y cos xy, fy = x cos xy,

f) fx =
ln y
2
√
x
, fy =

√
x

y
, g) fx = y ln(x+ y) + xy

x+y
, fy = x ln(x+ y) + xy

x+y
,

h) fx =
y

x2+y2
, fy = − x

x2+y2
.

2. a) fy(2, 1) =
2
9
, b) fx(3, 4) =

1
5
, c) fy(2, 5) = 10 +

√
5, d) fx(1, 2) = 0.

3. fv = −3
2
xy3 − 2 + 3

2
x2y2.
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4. a) fxx = 12x2 − 8y2, fxy = −16xy, fyy = 12y2 − 8x2,
b) fxx = 6xy2, fxy = 12y3 + 6x2y, fyy = 36xy2 + 2x3,
c) fxx = 0, fxy = ey(1 + y), fyy = ey(2y + xy),
d) fxx = 0, fxy = − 1

y2
, fyy =

2x
y3
,

e) fxx = 0, fxy = − 2
x3
, fyy =

6x
y4
,

f) fxx =
−3xy2

(x2+y2)
3
2

, fxy =
2x2y−y3

(x2+y2)
5
2

, fyy =
−x3+2xy2

(x2+y2)
5
2

,

g) fxx = 2 cos(x+ y)− x sin(x+ y), fxy = −x sin(x+ y), fyy = −x sin(x+ y),

h) fxx =
y2−x2

(x2+y2)2
, fxy = − 2xy

(x2+y2)2
, fyy =

y2−x2
(x2+y2)2

.

5. a) 2 dx, b)
√
2
2
dx+

√
2
2
dy.

6. a) π
4
+ 0, 035, b) 0, 98.

7. a)x+ y − 2z = 0, b) 3x+ 5y − z − 4 = 0.

8. a) ano, b) ano.

9. a) ano, f(x, y) =
√

x2 + y2 + C, b) ano, f(x, y) = xy2 − x+ 3
2
y2 + C.
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Kapitola 5

Extrémy funkćı v́ıce proměnných

Vyšetřováńı extrémů funkćı je jednou z nejd̊uležitěǰśıch část́ı diferenciálńıho počtu funkćı
jedné i v́ıce proměnných.

Nejprve studujeme lokálńı extrémy. Zde vyšetřujeme danou funkci pouze lokálně, tj. v okoĺı
nějakého bodu. Pokud je předepsána množina a máme naj́ıt bod této množiny, v němž funkce
nabývá největš́ı, resp. nejmenš́ı hodnoty, mluv́ıme o absolutńıch extrémech.

5.1 Lokálńı extrémy

Definice 5.1. Řekneme, že funkce f(x, y) nabývá v bodě [x0, y0] lokálńıho maxima, jestliže
existuje okoĺı tohoto bodu takové, že pro všechny body z tohoto okoĺı plat́ı

f(x, y) ≤ f(x0, y0). (5.1)

Podobně definujeme lokálńı minimum. Jsou-li tyto nerovnosti ostré pro všechny body tohoto
okoĺı r̊uzné od bodu [x0, y0], mluv́ıme o ostrých lokálńıch maximech a minimech.

Lokálńı maxima a lokálńı minima souhrnně nazýváme lokálńı extrémy.

Př́ıklad 5.2.

i) Funkce f(x, y) =
√

x2 + y2 má v bodě [x, y] = [0, 0] ostré lokálńı minimum, nebot’ f(0, 0) =
0 a pro každé [x, y] 6= [0, 0] je f(x, y) > 0. Grafem funkce je část kuželové plochy.

ii) Funkce f : R2 → R definovaná předpisem

f(x, y) =

{

x2 + y2, pro [x, y] 6= [0, 0],

1, pro [x, y] = [0, 0],

má v bodě [0, 0] ostré lokálńı maximum, nebot’ pro [x, y] 6= [0, 0] dostatečně bĺızko počátku
plat́ı f(x, y) < f(0, 0) = 1.

Uvedené př́ıklady ilustruj́ı skutečnost, že pro existenci lokálńıho extrému v nějakém bodě
funkce nemuśı mı́t v tomto bodě parciálńı derivace, nemuśı zde být dokonce ani spojitá.

Nutnou podmı́nkou pro existenci lokálńıho extrému udává tato věta:
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Věta 5.3. Necht’ funkce f(x, y) má v bodě [x0, y0] lokálńı extrém a má v tomto bodě obě
parciálńı derivace 1.řádu. Pak plat́ı

fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0. (5.2)

Bod, který splňuje podmı́nku (5.2), se nazývá stacionárńı bod funkce. Zd̊urazněme, že jde
o podmı́nku pouze nutnou, tj. stacionárńı bod nemuśı být bodem lokálńıho extrému. Např.
funkce f(x, y) = x3 má stacionárńı body lež́ıćı na ose y (tj. body [0, y]), ale v žádném z těchto
bod̊u extrém nenastává.

Postačuj́ıćı podmı́nku udává následuj́ıćı věta.

Věta 5.4. Necht’ funkce f(x, y) má v bodě [x0, y0] a nějakém jeho okoĺı spojité parciálńı
derivace druhého řádu a necht’ je bod [x0, y0] jej́ım stacionárńım bodem.

Jestlǐze
D(x0, y0) = fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− [fxy(x0, y0)]

2 > 0, (5.3)

pak má funkce f v [x0, y0] ostrý lokálńı extrém. Je-li fxx(x0, y0) > 0, jde o minimum, je-li
fxx(x0, y0) < 0, jde o maximum.

Jestlǐze D(x0, y0) < 0, pak v bodě [x0, y0] lokálńı extrém nenastává.

Poznámka 5.5. V př́ıpadě, kdy D(x0, y0) = 0, nemůžeme podle této věty rozhodnout a
muśıme naj́ıt jinou cestu jak určit, zda v tomto bodě extrém je a nebo neńı.

Př́ıklad 5.6. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.

Řešeńı. Funkce, jej́ıž extrémy hledáme, je polynomem proměnných x, y, a proto jsou jej́ı
parciálńı derivace spojité v celém R

2. Lokálńı extrémy proto mohou nastat pouze ve sta-
cionárńıch bodech, které najdeme jako řešeńı soustavy rovnic

fx = 3x2 − 3y = 0, fy = 3y2 − 3x = 0.

Z prvńı rovnice plyne y = x2 a dosazeńım do druhé rovnice dostáváme

x4 − x = x(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0,

odtud x1 = 0, x2 = 1 (kvadratický trojčlen x2 + x + 1 má záporný diskriminant, a je proto
vždy kladný). Existuj́ı tedy dva stacionárńı body P1 = [0, 0], P2 = [1, 1]. Dále plat́ı fxx =
6x, fyy = 6y, fxy = −3, odtud

D(x, y) = 36xy − 9, tj. D(P1) = −9 < 0, D(P2) = 36− 9 = 27 > 0.

Podle věty 5.4 v bodě P1 extrém nenastává a v bodě P2 nastává ostré lokálńı minimum, nebot’

zxx(P2) = 6 > 0. N

Př́ıklad 5.7. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x3 − xy2 + 5x2 + y2.
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Řešeńı. Funkce f je včetně všech svých parciálńıch derivaćı spojitá v celém oboru R
2, takže

může mı́t extrémy pouze ve stacionárńıch bodech.
Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

fx : 6x
2 + 10x− y2 = 0

fy : −2xy + 2y = 2y(1− x) = 0.

Druhá rovnice je splněna pro y = 0 nebo x = 1. Dosazeńım těchto hodnot do prvńı rovnice
dostáváme: Pro x = 1 je 6 + 10 − y2 = 0, tedy y1,2 = ±4. Pro y = 0 je 6x2 + 10x = 0, tedy
x1 = −5

3
, x2 = 0.

Stacionárńı body tedy jsou S1 = [1, 4], S2 = [1,−4], S3 = [−5
3
, 0], S4 = [0, 0].

Urč́ıme druhé derivace funkce f

fxx = 12x+ 10, fyy = −2x+ 2, fxy = fyx = −2y.

V každém z těchto bod̊u S = [x0, y0] urč́ıme hodnotu výrazu

D(S) = fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− [fxy(x0, y0)]
2.

Dostáváme

D(S1) = −64 < 0, D(S2) = −64 < 0, D(S3) = −160

3
< 0, D(S4) = 20 > 0.

Lokálńı extrém tedy existuje pouze v bodě S4 = [0, 0]. Protože plat́ı fxx(S4) = 10 > 0 je
v bodě S4 lokálńı minimum a plat́ı f(0, 0) = 0. N

Př́ıklad 5.8. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = ex
2−y(5− 2x+ y).

Řešeńı. Funkce f(x, y) je včetně všech svých parciálńıch derivaćı spojitá v celém oboru R
2,

takže může mı́t extrémy pouze ve stacionárńıch bodech.
Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

fx : e
x2−y(−4x2 + 2xy + 10x− 2) = 0

fy : e
x2−y(2x− y − 4) = 0.

Protože výraz ex
2−y 6= 0, řeš́ıme soustavu

−4x2 + 2xy + 10x− 2 = 0

2x− y − 4 = 0.

Vyjádř́ıme-li ze druhé rovnice y = 2x− 4 a dosad́ıme-li do rovnice prvńı, obdrž́ıme rovnici
−2x+2 = 0. Źıskáme tak stacionárńı bod S = [1,−2]. Urč́ıme druhé derivace funkce f(x, y):

fxx = ex
2−y(−8x3 + 4x2y + 20x2 − 12x+ 2y + 10), fyy = ex

2−y(−2x+ y + 3),

fxy = fyx = ex
2−y(4x2 − 2xy − 8x+ 2).

V bodě S urč́ıme hodnotu výrazuD(S) = fxx(1,−2)fyy(1,−2)−fxy(1,−2)fyx(1,−2). Dos-
táváme D(S) = −2e3(−e3)− 4e6 = −2e6 < 0. Proto funkce f(x, y) nemá lokálńı extrém. N
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Př́ıklad 5.9. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2.

Řešeńı. Stacionárńı body urč́ıme jako řešeńı soustavy rovnic

fx = 4x3 − 2x− 2y = 0, fy = 4y3 − 2x− 2y = 0. (5.4)

Odečteńım rovnic dostáváme x3 − y3 = 0, odtud x = y a dosazeńım do jedné z rovnic v (5.4)
dostáváme tři stacionárńı body P1 = [0, 0], P2 = [1, 1], P3 = [−1,−1].

Dále

D(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y)− [fxy(x, y)]
2 = (12x2 − 2)(12y2 − 2)− 4.

Protože D(P2) = D(P3) = 96 > 0 a fxx(1, 1) = fxx(−1,−1) = 10 > 0, má funkce f

v obou těchto stacionárńıch bodech ostré lokálńı minimum. Ve stacionárńım bodě P1 je však
D(P1) = 0, proto o existenci extrému v tomto bodě nelze takto rozhodnout.

Zde postupujeme následuj́ıćım zp̊usobem: Funkci f můžeme upravit na tvar f(x, y) =
x4+ y4− (x+ y)2. Odtud f(x,−x) = 2x4 > 0 pro x 6= 0. Na druhé straně f(x, 0) = x4−x2 =
x2(1− x2) < 0 pro x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). V libovolném okoĺı bodu [0, 0] tedy funkce f nabývá
jak kladných, tak záporných hodnot, což spolu s faktem, že f(0, 0) = 0, znamená, že v tomto
bodě lokálńı extrém nenastává. N

5.2 Absolutńı extrémy

Definice 5.10. Necht’ je dána množinaM v rovině, bod [x0, y0] lež́ı v této množině a funkce
f(x, y) je definovaná na této množině. Řekneme, že funkce f(x, y) nabývá v bodě [x0, y0]
absolutńı maximum na množině M , jestliže pro všechny body této množiny plat́ı nerovnost

f(x, y) ≤ f(x0, y0).

Podobně definujeme absolutńı minimum funkce na množině. Absolutńı maxima a minima
souhrně nazýváme absolutńı extrémy.

Na otázku, kdy má funkce na množině absolutńı extrémy, dává odpověd’ Weierstrassova
věta: Je-li množina M ohraničená a uzavřená a funkce spojitá na této množině, pak existuj́ı
absolutńı extrémy na této množině. Tato podmı́nka bude ve všech našich úlohách splněna.
Nav́ıc budou tyto funkce diferencovatelné, tud́ıž budou mı́t spojité parciálńı derivace 1. řádu.

Postup, jak hledáme absolutńı extrémy:

1) Najdeme stacionárńı body a vybereme ty, které lež́ı uvnitř množiny M .

2) Vyšetř́ıme danou funkci na hranici množiny. Zpravidla tvoř́ı tuto hranici úsečka nebo
p̊ulkružnice. Rovnici této křivky, která tvoř́ı část hranice, dosad́ıme do funkce f(x, y) a vy-
šetřujeme absolutńı extrémy vzniklé funkce jedné proměnné.
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Př́ıklad 5.11. Určete největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce

f(x, y) = x2 + y2 − xy − x− y

na oblasti popsané nerovnicemi x ≥ 0, y ≥ 0 a x+ y ≤ 3.

Řešeńı. Vyšetř́ıme nejprve lokálńı extrémy funkce f(x, y). Stacionárńı body urč́ıme ze sous-
tavy

fx : 2x− y − 1 = 0

fy : 2y − x− 1 = 0.

Snadno urč́ıme, že jediným stacionárńım bodem je bod S = [1, 1], který zřejmě lež́ı uvnitř
dané oblasti. Plat́ı f(1, 1) = −1. (Neńı třeba dokazovat, že jde o lokálńı extrém. Hodnotu
v tomto bodě porovnáme s hodnotami źıskanými na hranici oblasti.)

Nyńı budeme hledat největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) na hranici trojúhelńıka,
který je tvořen úsečkami:

I. y = 0, x ∈ [0, 3] , II. y = 3− x , x ∈ [0, 3], III. x = 0, y ∈ [0, 3].

I) y = 0, x ∈ [0, 3]. Dosazeńım dostáváme

f(x, 0) = x2 − x

a hledáme absolutńı extrémy této funkce jedné proměnné pro x ∈ [0, 3]. Plat́ı f ′(x) =
2x−1, odtud x = 1

2
. Funkčńı hodnoty ve stacionárńım bodě a v krajńıch bodech intervalu

jsou f(1
2
) = −1

4
, f(0) = 0 a f(3) = 6.

II) y = 3− x, x ∈ [0, 3]. Dosazeńım dostáváme

f(x, 3− x) = 3x2 − 9x+ 6

a hledáme absolutńı extrémy této funkce jedné proměnné pro x ∈ [0, 3]. Plat́ı f ′(x) =
6x−9, odtud x = 3

2
. Funkčńı hodnoty ve stacionárńım bodě a v krajńıch bodech intervalu

jsou f(3
2
) = −3

4
, f(0) = 6 a f(3) = 6.

III) x = 0, y ∈ [0, 3]. Dosazeńım dostáváme

f(0, y) = y2 − y

a hledáme absolutńı extrémy této funkce jedné proměnné pro y ∈ [0, 3]. Plat́ı f ′(y) =
2y−1, odtud y = 1

2
. Funkčńı hodnoty ve stacionárńım bodě a v krajńıch bodech intervalu

jsou f(1
2
) = −1

4
, f(0) = 0 a f(3) = 6.

Vid́ıme, že plat́ı: f(1, 1) = −1, f(1
2
, 0) = −1

4
, f(0, 0) = 0, f(3, 0) = 6, f(3

2
, 3
2
) = −3

4
,

f(0, 3) = 6, f(0, 1
2
) = −1

4
.

Porovnáńım všech vypočtených hodnot vid́ıme, že funkce f(x, y) nabývá na oblasti své
nejmenš́ı hodnoty v bodě [1, 1] a své největš́ı hodnoty v bodech [3, 0] a [0, 3]. Dostáváme tak

fmin = −1, pro [x, y] = [1, 1],

fmax = 6, pro [x, y] = [3, 0] a [x, y] = [0, 3].

N
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Př́ıklad 5.12. Určete největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce

f(x, y) = x2 − y2

v kruhu x2 + y2 ≤ 4.

Řešeńı. Vyšetř́ıme nejprve lokálńı extrémy funkce f(x, y), která je včetně všech svých par-
ciálńıch derivaćı spojitá v celém oboru R

2.
Stacionárńı body urč́ıme ze soustavy

fx : 2x = 0

fy : −2y = 0.

Jediným stacionárńım bodem je bod S = [0, 0], který zřejmě lež́ı uvnitř daného kruhu.
Obvyklým zp̊usobem bychom nyńı mohli ukázat, že v tomto bodě funkce f(x, y) nemá lokálńı
extrém. Hledáme-li největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce na daném kruhu, stač́ı porovnat hod-
notu f(0, 0) = 0 s hodnotami, které źıskáme na hranici kruhu. Budeme tedy nyńı hledat
největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) na kružnici x2 + y2 = 4. Tu si rozděĺıme na dvě
části, horńı a dolńı p̊ulkružnici.

I) Horńı p̊ulkružnice je popsána rovnićı y =
√
4− x2, pro x ∈ [−2, 2]. Dosazeńım do předpisu

funkce f(x, y) dostáváme

f(x,
√
4− x2) = x2 − 4 + x2 = 2x2 − 4.

Obdrželi jsme funkci f(x) jediné proměnné a jej́ı absolutńı extrémy nyńı najdeme (v tomto
jednoduchém př́ıpadě bychom to mohli snadno vyšetřit graficky). Jsou bud’ ve stacionár-
ńıch bodech funkce f(x) nebo v krajńıch bodech intervalu [−2, 2], tj. krajńıch bodech
p̊ulkružnice.
Polož́ıme f ′(x) = 4x = 0, odkud źıskáváme jediný stacionárńı bod x0 = 0, pro který
plat́ı f(0) = −4. V krajńıch bodech intervalu [−2, 2] nabývá funkce f(x) hodnot f(−2) =
f(2) = 4.

II) Dolńı p̊ulkružnice je popsána rovnićı y = −
√
4− x2, pro [−2, 2]. Po dosazeńı do předpisu

funkce f(x, y) dostáváme stejnou úlohu, jako v př́ıpadě I.

Porovnáńım všech vypočtených hodnot vid́ıme, že

fmin = −4, pro [x, y] = [0,±2],

fmax = 4, pro [x, y] = [±2, 0].

N

Př́ıklad 5.13. Určete nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce

f(x, y) = xy − x2 − y2 + x+ y

v trojúhelńıku tvořeném souřadnými osami a tečnou ke grafu funkce y = 4
x
v bodě [2, 2].
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Řešeńı. Nejprve určeme rovnici tečny ke grafu funkce y = 4
x
. Plat́ı y′ = − 4

x2
, tj. rovnice tečny

v bodě [2, 2] je y = 2 − 4
4
(x − 2) = −x + 4. Tedy množinou M , na ńıž hledáme absolutńı

extrémy, je množina

M = {[x, y] ∈ R
2 : x ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ 4− x}.

Urč́ıme stacionárńı body funkce z

fx = y − 2x+ 1 = 0, fy = x− 2y + 1 = 0,

odkud dostáváme stacionárńı bod [x, y] = [1, 1] ∈M .
Nyńı vyšetřeme funkci f na hranici množiny M , která se skládá z úseček

I. y = 0, x ∈ [0, 4], II. x = 0, y ∈ [0, 4], III. y = 4− x, x ∈ [0, 4].

I) y = 0, x ∈ [0, 4]. Dosazeńım dostáváme

u = f(x, 0) = −x2 + x

a hledáme absolutńı extrémy této funkce jedné proměnné pro x ∈ [0, 4]. Polož́ıme u′(x) =
−2x + 1 = 0, odtud x = 1

2
. Funkčńı hodnoty ve stacionárńım bodě a v krajńıch bodech

intervalu jsou u(1
2
) = 1

4
, u(0) = 0, u(4) = −12.

II) x = 0, y ∈ [0, 4]. Dosazeńım dostáváme

v = f(0, y) = −y2 + y

a stejně jako v části I v(0) = 0, v(4) = −12, v(1
2
) = 1

4
.

III) y = 4− x, x ∈ [0, 4]. Dosazeńım dostáváme

w = f(x, 4− x) = x(4− x)− x2 − (4− x)2 + x+ 4− x = −3x2 + 12x− 12.

Polož́ıme w′(x) = −6x + 12 = 0, odtud x = 2, w(2) = 0. V krajńıch bodech w(0) =
−12, w(4) = −12.

Porovnáńım funkčńıch hodnot funkce f na hranici (tj. hodnot funkćı u, v, w v jejich sta-
cionárńıch bodech a v krajńıch bodech interval̊u, kde tyto funkce vyšetřujeme) s funkčńı
hodnotou funkce f v jediném stacionárńım bodě [1, 1] vid́ıme, že

fmin = −12 pro [x, y] = [0, 4] a [x, y] = [4, 0],

fmax = 1 pro [x, y] = [1, 1].

Závěrem poznamenejme, že algebraické úpravy spojené s vyjádřeńım funkce f na hranici
bývaj́ı nejčastěǰśım zdrojem numerických chyb. Máme však k dispozici poměrně dobrou pr̊u-
běžnou kontrolu. V bodě [x, y] = [4, 0] se stýkaj́ı části hranice I a III, a tedy funkce u z I muśı
pro x = 4 nabývat stejné funkčńı hodnoty jako funkce w z III v x = 4. V našem př́ıpadě je
u(4) = −12 = w(4). Podobně v bodě [0, 0] se stýkaj́ı části I a II a v bodě [0, 4] části II a III.
Také v těchto bodech pr̊uběžná kontrola vycháźı, nebot’ u(0) = 0 = v(0) a w(0) = v(4) = −12.
Doporučujeme čtenáři tuto kontrolu vždy provést, nebot’ značně minimalizuje možnost š́ı̌reńı
numerické chyby ve výpočtu. N
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Cvičeńı

1. Určete lokálńı extrémy funkćı

a) f(x, y) = x2 + 4xy + 6y2 − 2x+ 8y, b) f(x, y) = −3x4 − 5y4,

c) f(x, y) = x2 + y2 − xy − 2x+ y, d) f(x, y) = 10x2y − 5x2 − 4y2,

e) f(x, y) = x2 + y2 + x2y + 4, f) f(x, y) = xy − 2x− y,

g) f(x, y) = x4 + y4 − 4xy + 1, h) f(x, y) = xy(4− x− y).

2. Určete absolutńı extrémy funkćı na množině M

a) f(x, y) = 1 + 4x− 5y, M je trojúhelńık s vrcholy [0, 0], [2, 0], [0, 3],

b) f(x, y) = x2 + y2 + 3xy + 2, M je omezená grafy funkćı y = |x| a y = 2,

c) f(x, y) = 3xy, M je kruh x2 + y2 ≤ 2,

d) f(x, y) = 2x2 + 4y2, M je kruh x2 + y2 ≤ 9,

e) f(x, y) = x3 + y3 − 9xy + 27, M je čtverec s vrcholy [0, 0], [4, 0], [4, 4], [0, 4],

f) f(x, y) = 4x+ 6y − x2 − y2, M = {[x, y] : 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 5}.
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Výsledky:

1. a) fmin = −19 v bodě [7,−3],
b) fmax = 0 v bodě [0, 0],
c) fmin = −1 v bodě [1, 0],
d) fmin = 0 v bodě [0, 0],
e) fmin = 4 v bodě [0, 0],
f) fmin = −2 v bodě [1, 2],
g) fmin = −1 v bodech [1, 1] a [−1,−1],
h) fmin = 64

27
v bodě [4

3
, 4
3
].

2. a) fmin = −14 v bodě [0, 3], fmax = 1 v bodě [0, 0],
b) fmin = 2 v bodě [0, 0], fmax = 22 v bodě [2, 2],
c) fmin = −3 v bodech [−1, 1] a [1,−1], fmax = 3 v bodech [1, 1] a [−1,−1],
d) fmin = 0 v bodě [0, 0], fmax = 18 v bodech [0, 3] a [0,−3],
e) fmin = 0 v bodě [3, 3], fmax = 91 v bodech [0, 4] a [4, 0],
f) fmin = 0 v bodech [0, 0] a [4, 0], fmax = 13 v bodě [2, 3].
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Kapitola 6

Dvojný integrál

V této kapitole se budeme zabývat integrálem funkce dvou proměnných – tzv. dvojným in-
tegrálem. Ukážeme dva zp̊usoby, jak lze vypoč́ıtat dvojný integrál: Převedeńı dvojného in-
tegrálu na dva jednoduché integrály (tzv. Fubiniova věta) a pomoćı transformace do polárńıch
souřadnic.

6.1 Co je dvojný integrál

Připomeňme si, co je integrál funkce jedné proměnné (jednoduchý integrál). Je-li funkce f(x)
nezáporná a spojitá na intervalu [a, b], pak integrál této funkce na intervalu [a, b]

∫ b

a

f(x) dx

je č́ıslo, které vyjadřuje obsah rovinného obrazce M ohraničeného grafem této funkce, osou x
a př́ımkami x = a a x = b. Pomoćı nerovnost́ı můžeme množinu M zapsat

M = {[x, y] ∈ R
2 : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}.

Tento integrál lze spoč́ıtat pomoćı primitivńı funkce F k funkci f jako F (b)− F (a).

Dvojný integrál je integrál funkce dvou proměnných. Při zavedeńı tohoto pojmu vyjdeme
z geometrického významu dvojného integrálu:

Necht’ funkce f(x, y) je nezáporná a spojitá na množině M ⊂ R
2

M = {[x, y] ∈ R
2 : a ≤ x ≤ b, ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}, (6.1)

kde ϕ(x), ψ(x) jsou spojité funkce na intervalu [a, b] a ϕ(x) ≤ ψ(x). Pak dvojný integrál této
funkce na množině M

∫∫

M

f(x, y) dx dy

je č́ıslo, které vyjadřuje objem tělesa V ohraničeného grafem této funkce, rovinou xy a pláštěm
vedeným přes hranici množiny M . Pomoćı nerovnost́ı můžeme toto těleso zapsat

V = {[x, y, z] ∈ R
3 : 0 ≤ z ≤ f(x, y) pro [x, y] ∈M}.
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Poznamenejme, že přesné zavedeńı dvojného integrálu je poměrně technicky náročné, nebot’

je třeba zavést mı́ru v rovině a pomoćı mı́ry pak definujeme Riemann̊uv dvojný integrál.

Je-liM obdélńık o stranách a, b a f(x, y) ≡ c, pak dvojný integrál vyjadřuje objem kvádru
a plat́ı

∫∫

M

c dx dy = a · b · c.

Je-li f(x, y) ≡ 1 na množině M , pak dvojný integrál vyjadřuje obsah (mı́ru) množiny M :

∫∫

M

dx dy = m(M).

6.2 Fubiniova věta pro dvojný integrál

Základńı metodou pro výpočet dvojného integrálu je převod dvojného integrálu na dva jedno-
duché integrály. Tato metoda je popsána v následuj́ıćıch dvou větách.

Věta 6.1 (Fubini). Necht’ funkce f(x, y) je spojitá na obdélńıku M = [a, b]× [c, d]. Pak plat́ı

∫∫

M

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)

dx. (6.2)

Poznámka 6.2. a) Integrál na pravé straně výrazu (6.2) se nazývá dvojnásobný integrál.
V tomto integrálu integrujeme postupně nejprve podle y a pak podle x. Záměnou proměnných
x a y dostaneme

∫∫

M

f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)

dy.

Znamená to, že nezálež́ı na pořad́ı, v jakém na pravé straně integrujeme.

b) Důležitým předpokladem je spojitost funkce. Neńı-li funkce f(x, y) spojitá na obdélńıku
J , pak uvedené tvrzeńı neplat́ı – dvojný integrál nemuśı existovat a nelze změnit pořad́ı
integrace v dvojnásobném integrálu.

c) V př́ıpadě, že má integrovaná funkce tvar součinu f(x)g(y), kde f je spojitá funkce na
[a, b] a g je spojitá funkce na [c, d], je možné výpočet zjednodušit

∫∫

M

f(x)g(y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x)g(y) dy

)

dx =

∫ b

a

f(x) dx ·
∫ d

c

g(y) dy.

Př́ıklad 6.3. Vypočtěte
∫∫

M

x2y dx dy,

kde množina M je obdélńık s vrcholy A = [0, 1], B = [2, 1], C = [2, 2] a D = [0, 2].
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Řešeńı. Vid́ıme, že plat́ı 0 ≤ x ≤ 2 a 1 ≤ y ≤ 2. Podle Fubiniovy věty pak dostáváme

∫∫

M

x2y dx dy =

∫ 2

0

(∫ 2

1

x2y dy

)

dx =

∫ 2

0

[

x2
y2

2

]2

1

dx =

∫ 2

0

(

2x2 − 1

2
x2
)

dx =

=

∫ 2

0

3

2
x2 dx =

[

x3

2

]2

0

= 4.

Pokud zvoĺıme opačné pořad́ı integrace bude výpočet vypadat takto

∫∫

M

x2y dx dy =

∫ 2

1

(∫ 2

0

x2y dx

)

dy =

∫ 2

1

[

x3

3
y

]2

0

dy =

∫ 2

1

8

3
y dy =

=

[

4

3
y2
]2

1

=
16

3
− 4

3
= 4.

Vzhledem k tomu, že integračńı oblast je obdélńık a integrovaná funkce je tvaru f(x, y) =
g(x)h(y), můžeme využ́ıt předchoźı poznámky

∫∫

M

x2y dx dy =

∫ 2

0

x2 dx ·
∫ 2

1

y dy =

[

x3

3

]2

0

·
[

y2

2

]2

1

=
8

3
·
(

2− 1

2

)

= 4.

N

Uvedenou větu lze zobecnit pro integraci přes
”
deformovaný obdélńık“.

Věta 6.4 (Fubini). Necht’ funkce f(x, y) je spojitá na množiněM ⊂ R
2, která je dána vztahem

(6.1). Pak plat́ı
∫∫

M

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, y) dy

)

dx. (6.3)

Př́ıklad 6.5. Vypočtěte
∫∫

M

x3y dx dy,

kde množina M je čtvrtkruh o daném poloměru r ≥ 0 se středem v počátku, lež́ıćı v prvńım
kvadrantu.

Řešeńı. Množinu, přes kterou integrujeme, můžeme popsat nerovnostmi

0 ≤ x ≤ r, 0 ≤ y ≤
√
r2 − x2,

Dosazeńım do (6.3) dostaneme

∫∫

A

x3y dx dy =

∫ r

0

(

∫

√
r2−x2

0

x3y dy

)

dx.
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Pro vnitřńı integrál dostáváme

∫

√
r2−x2

0

x3y dy = x3
[

y2

2

]

√
r2−x2

0

=
1

2
x3(r2 − x2).

Proto dvojný integrál je
∫∫

M

x3y dx dy =
1

2

∫ r

0

(x3r2 − x5) dx =
1

2

[

x4r2

4
− x6

6

]r

0

=
r6

24

N

Př́ıklad 6.6. Vypočtěte
∫∫

M

(2x+ y) dx dy,

kde množina M je lichoběžńık určený př́ımkami x = 1, x = 2, y = 1 a y = 2x

Řešeńı. Z obrázku 6.1a vid́ıme, že plat́ı 1 ≤ x ≤ 2 a 1 ≤ y ≤ 2x. Dostáváme

∫∫

M

(2x+ y) dx dy =

∫ 2

1

(∫ 2x

1

(2x+ y) dy

)

dx =

∫ 2

1

[

2xy +
y2

2

]2x

1

dx =

=

∫ 2

1

(

4x2 + 2x2 − 2x− 1

2

)

dx =

[

2x3 − x2 − 1

2
x

]2

1

=
21

2
.

N

y

x

y = 2x

y = 1

1 2

(a)

y

x

y = x

y = 1

x

1 2

(b)

Obrázek 6.1: Množiny z př́ıklad̊u 6.6 a 6.7
.

Př́ıklad 6.7. Vypočtěte
∫∫

M

x2

y2
dx dy,

kde množina M je ohraničená křivkami y = x, x = 2 a xy = 1.
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Řešeńı. Z obrázku 6.1b vid́ıme, že plat́ı 1 ≤ x ≤ 2 a 1
x
≤ y ≤ x, přičemž souřadnici x = 1

jsem dostali z řešeńı rovnice 1
x
= x. Integrovaná funkce je na oblasti M spojitá. Dostáváme

∫∫

M

x2

y2
dx dy =

∫ 2

1

(

∫ x

1

x

x2

y2
dy

)

dx =

∫ 2

1

[

−x
2

y

]x

1

x

dx =

=

∫ 2

1

(

−x+ x3
)

dx =

[

−x
2

2
+
x4

4

]2

1

=
9

4
.

N

Př́ıklad 6.8. Vypočtěte
∫∫

M

xy dx dy,

kde M je množina ohraničená př́ımkou y = x− 1 a parabolou y2 = 2x+ 6.

y

x

y = x− 1

y =
√
2x+ 6

y = −
√
2x+ 6

−3 −1 5

(a)

y

x

x = y + 1

x = 1

2
y2 − 3

4

−2

(b)

Obrázek 6.2: Různé popisy množiny M z př́ıkladu 6.8

Řešeńı. Nejprve vyjádř́ıme danou množinu pomoćı nerovnost́ı. K tomu potřebujeme určit
pr̊useč́ıky př́ımky a paraboly. Vyjádř́ıme-li z obou předpis̊u proměnnou x, pak z rovnosti

y + 1 =
y2 − 6

2

dostaneme y-ové souřadnice těchto pr̊useč́ık̊u, tj. y = −2 a y = 4. Dosazeńım do rovnice
př́ımky źıskáme x-ové souřadnice x = −1 a x = 5. Máme dvě možnosti, jak vyjádřit množinu
M .
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a) Při obvyklém pořad́ı integrace dy dx vyjadřujeme množinu M pomoćı nerovnost́ı tvaru
(6.1). Tj. je ohraničená funkcemi proměnné x a dolńı hranice je složena ze dvou část́ı,
proto muśıme v tomto př́ıpadě množinu M rozdělit na dvě množiny M =M1 ∪M2, kde

M1 : − 3 ≤ x ≤ −1, −
√
2x+ 6 ≤ y ≤

√
2x+ 6,

M2 : − 1 ≤ x ≤ 5, x− 1 ≤ y ≤
√
2x+ 6.

Při integraci v pořad́ı dy dx tak muśıme daný integrál rozdělit na dva integrály

∫∫

M

xy dx dy =

∫ −1

−3

(

∫

√
2x+6

−
√
2x+6

xy dy

)

dx+

∫ 5

−1

(

∫

√
2x+6

x−1

xy dy

)

dx.

b) Výhodněǰśı proto bude integrovat v opačném pořad́ı dx dy. PakM vyjádř́ıme nerovnostmi

−2 ≤ y ≤ 4,
1

2
y2 − 3 ≤ x ≤ y + 1

a dvojný integrál je roven

∫∫

A

xy dx dy =

∫ 4

−2

(

∫ y+1

1

2
y2−3

xy dx

)

dy =

∫ 4

−2

[

x2

2
y

]y+1

1

2
y2−3

dy =

=
1

2

∫ 4

−2

y

[

(y + 1)2 − (
1

2
y2 − 3)2

]

dy =

=
1

2

∫ 4

−2

(

−y
5

4
+ 4y3 + 2y2 − 8y

)

dy =

=
1

2

[

−y
6

24
+ y4 + 2

y3

3
− 4y2

]4

−2

= 36.

N

6.3 Polárńı souřadnice

Integrujeme-li přes množinu M , která je ohraničená kružnićı (část́ı kružnice, mezikruž́ım),
pak mı́sto kartézských souřadnic x, y je výhodné použ́ıvat polárńı souřadnice ̺, ϕ.

Necht’ bod v rovině má kartézské souřadnice [x, y]. Pak polárńı souřadnice ̺ je vzdálenost
bodu od počátku a ϕ úhel, který sv́ırá pr̊uvodič (tj. úsečka spojuj́ıćı bod s počátkem) s kladným
směrem osy x. Odtud plynou rovnice transformace pro převod kartézských souřadnic do
polárńıch:

y

x

b̺

ϕ

x = ̺ cosϕ,

y = ̺ sinϕ.

Např́ıklad, kruh o poloměru r je v polárńıch souřadnićıch popsán ̺ = r, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.
Podobně polopř́ımka y = x pro x ≥ 0 je popsána ϕ = π

4
, ̺ ≥ 0.
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Př́ıklad 6.9. Popǐste množinu, která je zapsaná v polárńıch souřadnićıch:

2 ≤ ̺ ≤ 4,
π

4
≤ ϕ ≤ π

2
.

Řešeńı. Jde o mezikruž́ı ohraničené kružnicemi se středem v počátku a poloměry r = 2, r = 4
a omezené př́ımkami y = x a x = 0 (tj. osa y). N

Při transformaci integrálu do polárńıch souřadnic hraje d̊uležitou roli determinant

J (u, v) =

∣

∣

∣

∣

x̺ y̺
xϕ yϕ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

cosϕ sinϕ

−̺ sinϕ ̺ cosϕ

∣

∣

∣

∣

= ̺ cos2 ϕ+ ̺ sin2 ϕ = ̺.

Tento determinant se nazývá jakobián zobrazeńı F pro převod kartézských souřadnic do po-
lárńıch.

6.4 Transformace dvojného integrálu

Jestliže při výpočtu dvojného integrálu použijeme pro vyjádřeńı množiny M polárńı souřad-
nice ̺, ϕ, pak daný integrál transformujeme do polárńıch souřadnic, kde se objev́ı jakobián,
a po té použijeme Fubiniovu větu. Tento postup lze popsat následuj́ıćım zp̊usobem:

Věta 6.10. Necht’ funkce f(x, y) je spojitá na množině M a necht’ je tato množina určená
v polárńıch souřadnićıch nerovnostmi

ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2, ̺1(ϕ) ≤ ̺ ≤ ̺2(ϕ).

Pak plat́ı
∫∫

M

f(x, y) dx dy =

∫ ϕ2

ϕ1

(

∫ ̺2(ϕ)

̺1(ϕ)

f(̺ cosϕ, ̺ sinϕ) ̺ d̺

)

dϕ.

Př́ıklad 6.11. Vypočtěte
∫∫

M

(x− y) dx dy,

kde M je kruh x2 + y2 ≤ 9.

Řešeńı. Nejprve poṕı̌seme množinu M v polárńıch souřadnićıch. Rovnice x2 + y2 = 9 určuje
kružnici se středem v počátku a poloměrem 3. V polárńıch souřadnićıch tak dostáváme

0 ≤ ̺ ≤ 3, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Nyńı podle věty 6.10 dostaneme

∫∫

M

(x− y) dx dy =

∫ 2π

0

(∫ 3

0

̺2(cosϕ− sinϕ) d̺

)

dϕ =

∫ 2π

0

[

1

3
̺3
]3

0

(cosϕ− sinϕ) dϕ =

= 9

∫ 2π

0

(cosϕ− sinϕ) dϕ = 9 [sinϕ+ cosϕ]2π0 = 0.

N
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Př́ıklad 6.12. Vypočtěte
∫∫

M

√

1− x2 − y2 dx dy,

kde oblast M je čtvrtinou kruhu x2 + y2 ≤ 1 lež́ıćı v prvńım kvadrantu.

Řešeńı. Množinu M v polárńıch souřadnićıch můžeme popsat nerovnostmi

0 ≤ ̺ ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
.

Připomeňme, že plat́ı

sin2 x+ cos2 x = 1.

Podle věty 6.10 dostaneme

∫∫

M

√

1− x2 − y2 dx dy =

∫ π
2

0

(∫ 1

0

̺

√

1− ̺2(sin2 x+ cos2 x) d̺

)

dϕ =

=

∫ π
2

0

∫ 1

0

̺
√

1− ̺2 d̺ dϕ =

∫ π
2

0

dϕ ·
∫ 1

0

̺
√

1− ̺2 d̺ =

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− ̺2 = t

−2̺ d̺ = dt

1 0, 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
[

ϕ
]π

2

0

∫ 0

1

−1

2

√
tdt = −π

4

[

2

3

√
t3
]0

1

=
π

6
.

N

y

x

x2 + y2 = 4 x2 + y2 = 1

y = |x|
1

2

1 2

Obrázek 6.3: Množina M z př́ıkladu 6.13

Př́ıklad 6.13. Vypočtěte
∫∫

M

(

x2 + y2
)

dx dy,

kde pro oblast M plat́ı 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ |x|.
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Řešeńı. Oblast ohraničená danými křivkami je část mezikruž́ı, která je ohraničená př́ımkami
y = x a y = −x. Popsat mezikruž́ı již umı́me, jak můžeme popsat dané př́ımky? Jedna
z možnost́ı je př́ımo, z názorného významu polárńıch souřadnic, tj. y = x je ϕ = π

4
a y = −x

je ϕ = 3π
4
. Druhá možnost je pomoćı dosazeńı transformačńıch rovnic a řešeńı př́ıslušné gonio-

metrické rovnice, např́ıklad pro y = x, dostáváme cosϕ = sinϕ a odtud ϕ = π
4
. V polárńıch

souřadnićıch tak můžeme množinu M popsat nerovnostmi:

1 ≤ ̺ ≤ 2,
π

4
≤ ϕ ≤ 3π

4
.

Pro daný integrál plat́ı

∫∫

M

(

x2 + y2
)

dx dy =

∫ 3π
4

π
4

(∫ 2

1

̺3(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) d̺

)

dϕ =

=

∫ 2

1

̺3 d̺ ·
∫ 3π

4

π
4

(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) dϕ

=

[

̺4

4

]2

1

·
[

ϕ
] 3π

4
π
4

=
15

8
π.

N

Nyńı podrobněji poṕı̌seme transformaci dvojného integrálu. Tu lze provést nejen pro
polárńı souřadnice, ale pro libovolnou

”
pěknou“ transformaci. Př́ıkladem je zobrazeńı, které

transformuje rovnoběžńık na obdélńık (takové zobrazeńı je lineárńı), nebo zobrazeńı které
transformuje elipsu na obdélńık. Výběr transformace se provád́ı podle tvaru množiny, přes
kterou integrujeme.

Nejprve zaved’me následuj́ıćı pojmy.

Definice 6.14. Necht’ je dáno zobrazeńı F : R2 → R
2 určené rovnicemi

x = k(u, v), y = l(u, v), (6.4)

kde funkce k a l maj́ı spojité parciálńı derivace prvńıho řádu. Pak F se nazývá spojitě
diferencovatelné zobrazeńı a determinant

J (u, v) =

∣

∣

∣

∣

ku lu
kv lv

∣

∣

∣

∣

se nazývá jakobián zobrazeńı F . Jestliže J (u, v) 6= 0, pak se toto zobrazeńı nazývá regulárńı.

Např́ıklad, lineárńı zobrazeńı x = au + bv, y = cu + dv má jakobián J = ad − bc. Toto
zobrazeńı je regulárńı, jestliže ad 6= bc. Toto zobrazeńı při vhodné volbě konstant transformuje
rovnoběžńık v rovině xy na obdélńık v rovině uv.

Věta 6.15. Necht’ je dána spojitá funkce f proměnných x a y na množině M dané vztahem
(6.1). Necht’ F : R2 → R

2 je prosté regulárńı zobrazeńı zadané rovnicemi (6.4) a necht’ M =
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F (B). Pak plat́ı

∫∫

M

f(x, y) dx dy =

∫∫

B

f [k(u, v), l(u, v)]|J (u, v)| du dv.

Př́ıklad 6.16. Určete obsah rovnoběžńıku M :

x ≤ y ≤ x+ 1, 2x− 2 ≤ y ≤ 2x. (6.5)

Řešeńı. Označme nové proměnné

u = y − x, v = y − 2x. (6.6)

Pak z (6.5) dostaneme
0 ≤ u ≤ 1, −2 ≤ v ≤ 0,

což je obdélńık o stranách 1 a 2 a má velikost m(B) = 2.
Z (6.6) dostaneme

x = u − v, y = 2u− v.

Jakobián tohoto zobrazeńı je

J =

∣

∣

∣

∣

1 2

−1 −1

∣

∣

∣

∣

= 1.

Podle věty 6.15 plat́ı

m(M) =

∫∫

M

dx dy =

∫∫

B

dx dy = m(B) = 2.

N

6.5 Aplikace dvojného integrálu

Př́ıklad 6.17. Určete obsah kruhu o poloměru R.

Řešeńı. Pro určeńı daného obsahu muśıme spoč́ıtat
∫∫

M

dx dy, kde množina M je tvořena

daným kruhem. Kv̊uli jednoduchosti umı́st́ıme kruh do počátku a množinu M poṕı̌seme
v polárńıch souřadnićıch, dostaneme tak 0 ≤ ̺ ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Pro daný integrál tedy
máme

m(M) =

∫∫

M

dx dy =

∫ 2π

0

(∫ R

0

̺ d̺

)

dϕ =

∫ 2π

0

dϕ ·
∫ R

0

̺ d̺ = [ϕ]2π0 ·
[

̺2

2

]R

0

= πR2

N

Př́ıklad 6.18. Vypočtěte obsah obrazce ohraničeného kružnićı x2 + y2 = 2x a př́ımkami
y = x, y = 0.
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Řešeńı. Hledaný obsah bude určen integrálem
∫∫

M

dx dy, kde M je množina určená daným

obrazcem. Uprav́ıme-li doplněńım na úplný čtverec rovnici x2 + y2 = 2x, dostaneme

(x− 1)2 + y2 = 1,

což je rovnice kružnice se středem v bodě [1, 0] a poloměrem 1. Dosad́ıme-li za x = ̺ cosϕ
a za y = ̺ sinϕ z transformačńıch rovnic, dostaneme pro danou kružnici rovnici ̺2 cos2 ϕ +
̺2 sinϕ = 2̺ cosϕ a po úpravě ̺ = 2 cosϕ. Dané př́ımky maj́ı rovnice ϕ = 0 a ϕ = π

4
, máme

tak popis množiny M

0 ≤ ̺ ≤ 2 cosϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

4
.

Připomeňme, že plat́ı

cos2 x =
1 + cos 2x

2
.

Podle věty 6.10 dostáváme

∫∫

M

dx dy =

∫ π
4

0

(∫ 2 cosϕ

0

̺ d̺

)

dϕ =
1

2

∫ π
4

0

[

̺2
]2 cosϕ

0
dϕ = 2

∫ π
4

0

cos2 ϕ dϕ =

=

∫ π
4

0

(1 + cos 2ϕ) dϕ =

[

ϕ+
1

2
sin 2ϕ

]π
4

0

=
π

4
+

1

2
.

N

y

x

y = x

x2 + y2 = 2x

1

−1

1 2

Obrázek 6.4: Množina M z př́ıkladu 6.18

Př́ıklad 6.19. Určete objem V tělesa, které je ohraničené plochou rotačńıho paraboloidu
z = x2 + y2 nad čtvercem určeným body [0, 0], [1, 0], [0, 1] a [1, 1].

Řešeńı. Objem daného tělesa je dán integrálem
∫∫

M

(x2+y2) dx dy, kdeM je množina tvořená

daným čtvercem. Pro hledaný objem tak dostáváme

V =

∫∫

M

(x2 + y2) dx dy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

(x2 + y2) dy

)

dx =

∫ 1

0

[

x2y +
y3

3

]1

0

dx =

=

∫ 1

0

(

x2 +
1

3

)

dx =

[

x3

3
+
x

3

]1

0

=
2

3

N
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Př́ıklad 6.20. Určete hmotnost H obdélńıkové desky M : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 3
2
, která má

v každém bodě [x, y] plošnou hustotu ρ(x, y) = xy.

Řešeńı. Pro hmotnost H tenké desky M plat́ı

H =

∫∫

M

ρ(x, y) dx dy.

Dostáváme tak

H =

∫∫

M

xy dx dy =

∫ 2

0

(

∫ 3

2

0

xy dy

)

dx =

∫ 2

0

x dx ·
∫ 3

2

0

y dy =

=

[

x2

2

]2

0

·
[

y2

2

]
3

2

0

= 2 · 9
8
=

9

4
.

N

Poznámka 6.21. Mezi daľśı fyzikálńı aplikace patř́ı např́ıklad určeńı moment̊u setrvačnosti
či těžǐstě daného rovinného útvaru, př́ıpadně určeńı celkového elektrické náboje na rovinné
desce.

Závěrem ukažme, jak lze dvojný integrál použ́ıt pro výpočet integrálu funkce jedné pro-
měnné v př́ıpadě, že neznáme primitivńı funkci.

Př́ıklad 6.22. Vypočtěte nevlastńı integrál
∫ ∞

0

e−x
2

dx.

Řešeńı. Podle poznámky 6.2 c) plat́ı
∫ a

0

e−x
2

dx ·
∫ a

0

e−y
2

dy =

∫∫

M

e−x
2

e−y
2

dx dy =

∫∫

M

e−(x2+y2) dx dy,

kde M je čtverec [0, a]× [0, a]. Pro a→ ∞ dostaneme
∫ ∞

0

e−x
2

dx ·
∫ ∞

0

e−y
2

dy =

∫∫

I

e−(x2+y2) dx dy, (6.7)

kde I je prvńı kvadrant. Pro výpočet dvojného integrálu použijeme transformaci do polárńıch
souřadnic a dostaneme

∫∫

I

e−(x2+y2) dx dy =

∫ π
2

0

(∫ ∞

0

e−̺
2

̺d̺

)

dϕ.

Použijeme substituci t = ̺2. Pak dt = 2̺ d̺ a dostaneme
∫∫

I

e−(x2+y2) dx dy =

∫ π
2

0

dϕ · 1
2

∫ ∞

0

e−t dt =
π

4

[

−e−t
]∞
0

=
π

4
.

Odtud a z (6.7) plyne
∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
.

N
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Cvičeńı

1. Vypočtěte následuj́ıćı integrály

a)
∫∫

M

(x2 + y2) dx dy, kde M je čtverec určený body [0, 0],[2, 0],[0, 2] a [2, 2].

b)
∫∫

M

xy2 dx dy, kde M je lichoběžńık omezený př́ımkami y = −1, y = x, x = 0 a x = 2.

c)
∫∫

M

xy dx dy, kde M je množina ohraničena nerovnostmi 1 ≤ x ≤ 4, 1
x
≤ y ≤ √

x.

d)
∫∫

M

xy dx dy, kde M je trojúhelńık určený body [0, 0], [1, 1] a [2, 0].

e)
∫∫

M

(x+ y) dx dy, kde M je ohraničena křivkami y = x2, y = x.

f)
∫∫

M

(12 + y − x2) dx dy, kde M je ohraničena parabolami y = x2, y2 = x.

g)
∫∫

M

y

3
dx dy, kde M je ohraničena př́ımkami x = 0, x = 2π, y = 0 a grafem funkce

y = 2 + sin x.

2. Pomoćı transformace do polárńıch souřadnic vypočtěte následuj́ıćı integrály

a)
∫∫

M

(x+ y) dx dy, kde pro množinu M plat́ı x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0.

b)
∫∫

M

xy2 dx dy, kde množina M je menš́ı kruhová úseč vyt’atá př́ımkou x+ y = 1 v kruhu

x2 + y2 ≤ 1.
c)
∫∫

M

e−x
2−y2 dx dy, kde pro množinu M plat́ı x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0.

d)
∫∫

M

√

x2 + y2 dx dy, kde pro množinu M plat́ı x2 + y2 − 2y ≤ 0.

e)
∫∫

M

arctg y

x
dx dy, kde pro množinu M plat́ı x2 + y2 ≥ 1, x2 + y2 ≤ 3, y ≥ x√

3
, y ≤

√
3x

f)
∫∫

M

(x2 + y2) dx dy, kde pro množinu M plat́ı 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0, y ≤ x.

g)
∫∫

M

y dx dy, kde pro množinu M plat́ı x2 + y2 ≤ 4, y ≤ x, y ≥ −x.

3. Určete obsah množiny M

a) Množina M je ohraničena hyperbolou xy = 1 a př́ımkou 2x+ 2y = 5.
b) Množina M je omezená kružnicemi x2+y2 = 2x, x2+y2 = 4x a př́ımkami y = x, y = 0.

4. Pomoćı nových proměnných u = y

x
a v = yx vypoč́ıtejte obsah množiny M , která je

ohraničená funkcemi y = x, y = 2x, y = 1
x
a y = 4

x
.

Výsledky:

1. a) 32
3
, b) 14

5
, c) 21

2
− ln 2, d) 1

3
, e) 3

20
, f) 4 + 9

140
, g) 3π

2
.

2. a) 2
3
, b) 1

20
, c) π(e−1)

2e
, d) 32

9
, e) π

6
, f) 15

16
π, g) 0.

3. a) 15
8
− 2 ln 2, b) 3

4
π − 3

2

4. m(M) = ln 2
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Kapitola 7

Trojný integrál

Podobně jako jsme v předcházej́ıćı kapitole integrovali funkci dvou proměnných, budeme se
nyńı zabývat integrálem funkce tř́ı proměnných – trojným integrálem.

Fyzikálně můžeme definovat trojný integrál takto: Hmotnost tělesa je rovna součinu jeho
hustoty a objemu. Máme-li těleso V ⊂ R

3 a jeho hustota je v bodě (x, y, z) rovna f(x, y, z),
pak hmotnost tohoto tělesa je dána trojným integrálem

∫∫∫

V

f(x, y, z) dx dy dz.

Geometricky můžeme definovat trojný integrál funkce f(x, y, z) ≡ 1 na množině (tělese) V
jako mı́ru této množiny (tj. objem tělesa)

∫∫∫

V

dx dy dz = m(V ).

K výpočtu slouž́ı opět Fubiniova věta, která převád́ı trojný integrál na trojnásobný, a trans-
formace integrálu, nejčastěji do válcových nebo sférických souřadnic.

7.1 Fubiniova věta pro trojný integrál

Základńı metodou pro výpočet trojného integrálu je Fubiniova věta, která je podobná jako
pro dvojný integrál.

Věta 7.1 (Fubini). Necht’ funkce f(x, y, z) je spojitá na kvádru (trojrozměrném intervalu)
J = [a, b]× [c, d]× [e, g]. Pak trojný integrál je

∫∫∫

J

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

{∫ d

c

(∫ g

e

f(x, y, z) dz

)

dy

}

dx.

Poznámka 7.2. a) Jednoduché integrály na pravé straně jsou dobře definované (tj. funkce
jsou integrovatelné). Podrobněji, označ́ıme-li J1 = [c, d]× [e, g], pak plat́ı:
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1) Funkce h(x) =
∫∫

J1

g(x, y, z) dy dz je integrovatelná na intervalu [a, b] a

∫∫∫

J

g(x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

h(x) dx =

∫ b

a





∫∫

J1

g(x, y, z) dydz



 dx.

2) Podobně, funkce k(y, z) =
∫ b

a
g(x, y, z) dx je integrovatelná na dvojrozměrném intervalu

J1 a
∫∫∫

J

g(x, y, z) dx dy dz =

∫∫

J1

k(y, z) dy dz =

∫∫

J1

(∫ b

a

g(x, y, z) dx

)

dy dz.

b) Když jsme poč́ıtali dvojný integrál přes obdélńık, nezáleželo na pořad́ı v jakém integrujeme,
podobně ani u trojného integrálu nezálež́ı při integraci na pořad́ı, pokud integrujeme přes
kvádr.

Př́ıklad 7.3. Vypočtěte trojný integrál
∫∫∫

V

(x+ y) dx dy dz,

kde množina V je krychle, pro kterou plat́ı 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2 a 0 ≤ z ≤ 1.

Řešeńı. Použijeme větu 7.1, přičemž meze trojnásobného integrálu jsou zřejmé ze zadáńı.
∫∫∫

V

(x+ y) dx dy dz =

∫ 1

0

{∫ 2

1

(∫ 1

0

(x+ y) dz

)

dy

}

dx =

∫ 1

0

(∫ 2

1

(x+ y) [z]10 dy

)

dx =

=

∫ 1

0

(∫ 2

1

(x+ y) dy

)

dx =

∫ 1

0

[

xy +
y2

2

]2

1

dx =

=

∫ 1

0

(

2x+ 2− x− 1

2

)

dx =

∫ 1

0

(

x+
3

2

)

dx =

[

x2

2
+

3

2
x

]1

0

= 2.

N

Věta 7.4 (Fubini). Necht’ je dána množina v rovině

M = {[x, y] ∈ R
2 : a ≤ x ≤ b, ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)},

kde ϕ(x), ψ(x) jsou spojité funkce na intervalu [a, b] a ϕ(x) ≤ ψ(x), a množina v prostoru

V = {[x, y, z] ∈ R
3 : [x, y] ∈M, Φ(x, y) ≤ z ≤ Ψ(x, y)},

kde Φ(x, y), Ψ(x, y) jsou spojité funkce na množině M a Φ(x, y) ≤ Ψ(x, y).
Je-li funkce f(x, y, z) spojitá na množině V v prostoru, pak plat́ı

∫∫∫

V

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

{

∫ ψ(x)

ϕ(x)

(

∫ Ψ(x,y)

Φ(x,y)

f(x, y, z) dz

)

dy

}

dx.
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Jinými slovy, trojný integrál převedeme na trojnásobný integrál
”
od bodu k bodu“,

”
od

funkce k funkci“ a
”
od plochy k ploše“. Postupně integrujeme podle z, pak podle y a nakonec

podle x.

Př́ıklad 7.5. Vypočtěte trojný integrál
∫∫∫

V

xz dx dy dz,

kde pro množinu V plat́ı 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ x a 0 ≤ z ≤ √
x+ y.

Řešeńı. Můžeme rovnou použ́ıt Fubiniovu větu 7.4 a daný integrál přepsat jako trojnásobný

∫∫∫

V

xz dx dy dz =

∫ 2

0

{

∫ x

0

(

∫

√
x+y

0

xz dz

)

dy

}

dx =
1

2

∫ 2

0

(∫ x

0

[

xz2
]

√
x+y

0
dy

)

dx =

=
1

2

∫ 2

0

(∫ x

0

(x2 + xy) dy

)

dx =
1

2

∫ 2

0

[

x2y +
xy2

2

]x

0

dx =

=
1

2

∫ 2

0

(

x3 +
x3

2

)

dx =
3

4

∫ 2

0

x3 dx =
3

4

[

x4

4

]2

0

= 3.

N

Př́ıklad 7.6. Vypočtěte
∫∫∫

V

z dx dy dz,

kde množina V je ohraničena rovinami x+ y + z = 1, z = 0, y = 0 a x = 0.

x

z

1

1

(a)

x

y

1

1

(b)

1

1

1

z

y

x

(c)

Obrázek 7.1: Zobrazeńı množiny V z př́ıkladu 7.6

Řešeńı. Při výpočtu trojného integrálu, kdy daná množina neńı dána nerovnostmi, je výhodné
si nakreslit dva obrázky, jeden pro danou množinu V a jeden pro jej́ı projekci na některou ze
souřadných rovin (např. rovinu xy). V tomto př́ıpadě můžeme vidět, že spodńı hranićı našeho
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tělesa je rovina z = 0 a horńı hranićı je rovina x + y + z = 1, resp. z = 1 − x − y. Obě tyto
roviny se prot́ınaj́ı v př́ımce x+ y = 1 (y = 1− x), které lež́ı v rovině xy. Projekce do roviny
xy je proto trojúhelńık a máme tak popis dané množiny

V = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x, 0 ≤ z ≤ 1− x− y} ,
což nám umožńı vypoč́ıtat daný integrál pomoćı Fubiniovy věty

∫∫∫

V

z dx dy dz =

∫ 1

0

{∫ 1−x

0

(∫ 1−x−y

0

z dz

)

dy

}

dx =

∫ 1

0

(

∫ 1−x

0

[

z2

2

]1−x−y

0

dy

)

dx

=
1

2

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(1− x− y)2 dy

)

dx =
1

2

∫ 1

0

[

−(1− x− y)3

3

]1−x

0

dx

=
1

6

∫ 1

0

(1− x)3 dx =
1

6

[

−(1− x)4

4

]1

0

=
1

24
.

N

7.2 Válcové souřadnice

Integrujeme-li přes válec V nebo jeho část, pak mı́sto kartézských souřadnic x, y, z je výhodné
použ́ıvat válcové souřadnice ̺, ϕ a z.

Necht’ bod v prostoru má kartézské souřadnice [x, y, z]. Pak válcové souřadnice jsou z

(beze změny) a mı́sto kartézských souřadnic x, y jsou polárńı souřadnice pr̊umětu tohoto
bodu do roviny xy. Odtud plynou rovnice transformace pro převod kartézských souřadnic do
válcových:

z

y

x

b

b

̺ϕ

z

x = ̺ cosϕ,

y = ̺ sinϕ,

z = z.

Př́ıklad 7.7. Zapǐste ve válcových souřadnićıch následuj́ıćı množiny:

a) válec s osou v ose z, poloměrem r = 10 a výškou v = 100;
b) část koule se středem v počátku, poloměrem r = 2 lež́ıćı v prvńım oktantu (tj. x ≥ 0,
y ≥ 0, z ≥ 0).

Řešeńı. a) Pr̊umětem válce do roviny xy je kruh o poloměru 10. Vzhledem k tomu, že popis
v této rovině provád́ıme pomoćı polárńıch souřadnic a výška válce je 100, muśı všechny
body válce splňovat nerovnosti

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ̺ ≤ 10, 0 ≤ z ≤ 100.
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b) Pr̊umětem části koule do roviny xy je čtvrtkruh, který můžeme v polárńıch souřadnićıch
popsat nerovnostmi

0 ≤ ϕ ≤ π

2
, 0 ≤ ̺ ≤ 2.

Rovnice koule o poloměru 2 a středu v počátku je v kartézských souřadnićıch x2+y2+z2 =
4. Rovnici ve válcových souřadnićıch dostaneme tak, že za x a y dosad́ıme transformačńı
rovnice, tj.

x = ̺ cosϕ, y = ̺ sinϕ,

máme tak
z =

√

4− ̺2.

Celkem tak dostáváme popis naš́ı množiny ve tvaru

0 ≤ ϕ ≤ π

2
, 0 ≤ ̺ ≤ 2, 0 ≤ z ≤

√

4− ̺2.

N

Jakobián zobrazeńı F pro převod kartézských souřadnic do válcových je determinant

J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̺ y̺ z̺
xϕ yϕ zϕ
xz yz zz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cosϕ sinϕ 0

−̺ sinϕ ̺ cosϕ 0

0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ̺.

Vid́ıme, že tento jakobián je stejný jako pro polárńı souřadnice.

7.3 Transformace trojného integrálu

Protože válcové souřadnice jsou analogíı polárńıch souřadnic v rovině, postupujeme při trans-
formaci trojného integrálu do válcových souřadnic podobně jako při transformaci dvojného
integrálu.

Věta 7.8. Necht’ funkce f(x, y, z) je spojitá na množině V ⊂ R
3 a necht’ je tato množina

určená ve válcových souřadnićıch nerovnostmi

ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2, ̺1(ϕ) ≤ ̺ ≤ ̺2(ϕ), Φ(̺, ϕ) ≤ z ≤ Ψ(̺, ϕ),

kde funkce ̺1, ̺2, Φ(̺, ϕ), Ψ(̺, ϕ) jsou spojité. Pak plat́ı

∫∫∫

V

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ϕ2

ϕ1

{

∫ ̺2(ϕ)

̺1(ϕ)

(

∫ Ψ(̺,ϕ)

Φ(̺,ϕ)

f(̺ cosϕ, ̺ sinϕ, z) ̺ dz

)

d̺

}

dϕ.

Př́ıklad 7.9. Vypočtěte trojný integrál
∫∫∫

V

(

x2 + y2
)

dx dy dz,

kde pro množinu V plat́ı x2 + y2 ≤ 2z a z ≤ 2.
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x

z

2

2

(a) Pr̊umět do roviny xz

x

y

2

2

(b) Pr̊umět do roviny xy

x y

z

(c) Graf funkce z = x2 + y2

Obrázek 7.2: Množina V z př́ıkladu 7.9

Řešeńı. Množina V představuje část rotačńıho paraboloidu z = x2+y2

2
, který je shora seř́ıznut

rovinou z = 2, která je rovnoběžná s rovinou Oxy. Integrál transformujeme do válcových sou-
řadnic. Řez rovinou z = 2 źıskáme dosazeńım do rovnice paraboloidu, máme tak 4 = x2 + y2.
Vid́ıme, že řezem je kružnice se středem v počátku a poloměrem 2, do stejné kružnice v rovině
xy se promı́tá i dané těleso. Pro množinu V tak dostáváme ve válcových souřadnićıch popis

0 ≤ ̺ ≤ 2, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,
̺2

2
≤ z ≤ 2.

Pro daný integrál tak dostáváme

∫∫∫

V

(

x2 + y2
)

dxdydz =

∫ 2

0

{

∫ 2π

0

(

∫ 2

̺2

2

̺3 dz

)

dϕ

}

d̺ =

∫ 2

0

(∫ 2π

0

̺3 [z ]2̺2
2

dϕ

)

d̺ =

=

∫ 2

0

(∫ 2π

0

(

2̺3 − ̺5

2

)

dϕ

)

d̺ =

∫ 2

0

(

2̺3 − ̺5

2

)

[

ϕ
]2π

0
d̺ =

= 2π

∫ 2

0

(

2̺3 − ̺5

2

)

d̺ = 2π

[

̺4

2
− ̺6

12

]2

0

=
16π

3
.

N

Př́ıklad 7.10. Vypočtěte
∫∫∫

V

√

x2 + y2 dx dy dz,

kde V je množina omezená nerovnostmi x2 + y2 ≤ 1, z ≤ 1− y a z ≥ 0.

Řešeńı. Množina V je válec, který je seř́ıznut rovinami z = 0 a z = 1 − y. Převodem do
válcových souřadnic dostaneme 0 ≤ ̺ ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π a dosazeńım transformačńıch rovnic
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y

z

1−1

2

(a) Pr̊umět do roviny yz

x

y

1

1

(b) Pr̊umět do roviny xy

Obrázek 7.3: Popis množiny V z př́ıkladu 7.10

do rovnice roviny 0 ≤ z ≤ 1− ̺ sinϕ. Máme tak

∫∫∫

V

√

x2 + y2 dx dy dz =

∫ 2π

0

{∫ 1

0

(∫ 1−̺ sinϕ

0

̺2 dz

)

d̺

}

dϕ =

=

∫ 2π

0

(∫ 1

0

̺2 [z]1−̺ sinϕ0 d̺

)

dϕ =

=

∫ 2π

0

(∫ 1

0

̺2(1− ̺ sinϕ) d̺

)

dϕ =

=

∫ 2π

0

[

̺3

3
− ̺4

4
sinϕ

]1

0

dϕ =

∫ 2π

0

(

1

3
− 1

4
sinϕ

)

dϕ =

=

[

1

3
ϕ+

1

4
cosϕ

]2π

0

=
2π

3
.

N

Př́ıklad 7.11. Vypočtěte
∫∫∫

V

z dx dy dz,

kde pro množinu V plat́ı x2 + y2 ≥ z, x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0.

Řešeńı. Množina V je válec, ze kterého je
”
vyř́ıznut“ kousek rotačńıho paraboloidu. Opět

pomoćı transformace do válcových souřadnic dostaneme ϕ ∈ [0, 2π], ̺ ∈ [0, 1] (celé těleso je
uvnitř daného válce), ve směru osy z je těleso omezené rovinou xy a daným paraboloidem,
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x

z

1−1

1

(a) Pr̊umět do roviny xz

x

y

1

1

(b) Pr̊umět do roviny xy

x

y

z

(c) Obraz množiny V

Obrázek 7.4: Ilustrace množiny V z př́ıkladu 7.11

tedy z ∈ [0, x2 + y2] neboli z ∈ [0, ̺2] po dosazeńı válcových souřadnic. Dostáváme tak

∫∫∫

V

z dx dy dz =

∫ 2π

0

{

∫ 1

0

(

∫ ̺2

0

̺z dz

)

d̺

}

dϕ =
1

2

∫ 2π

0

(∫ 1

0

̺
[

z2
]̺2

0
d̺

)

dϕ =

=
1

2

∫ 2π

0

(∫ 1

0

̺5 d̺

)

dϕ =
1

12

∫ 2π

0

[

̺6
]1

0
dϕ =

1

12

∫ 2π

0

dϕ =

=
1

12
[ϕ]2π0 =

π

6
.

N

Trojný integrál lze transformovat také do jiných souřadnic. Daľśım typickým př́ıkladem
transformace jsou sférické souřadnice ̺, ϕ a θ, které jsou definovány takto: Necht’ bod v pros-
toru má kartézské souřadnice [x, y, z]. Pak souřadnice ̺ je vzdálenost bodu od počátku
(pr̊uvodič), θ je úhel, který sv́ırá pr̊uvodič s kladným směrem osy z, a ϕ úhel, který sv́ırá
pr̊umět pr̊uvodiče do roviny xy, tj. hodnota ̺ sin θ, s kladným směrem osy x.

Znamená to, že v rovině xy máme mı́sto kartézských souřadnic x, y polárńı souřadnice
s pr̊uvodičem ̺ sin θ a úhlem ϕ. Odtud plynou rovnice transformace pro převod kartézských
souřadnic do sférických:

z

y

x

b

b P

̺

ϕ

θ

x = ̺ sin θ cosϕ,

y = ̺ sin θ sinϕ,

z = ̺ cos θ.

Jakobián tohoto zobrazeńı je J = −̺2 sin θ.
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Př́ıklad 7.12. Zapǐste ve sférických souřadnićıch kouli se středem v počátku a poloměrem
r = 4.

Řešeńı. Výhodou sférických souřadnice je fakt, že koule se v nich dá popsat, podobně jako
kvádr v kartézských souřadnićıch, pomoćı nerovnost́ı s konstantńımi mezemi. V tomto př́ıpadě
budou tyto nerovnosti tvaru

0 ≤ ̺ ≤ 4, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π.

N

Poznámka 7.13. Podobně jako u dvojného integrálu bychom mohli formulovat větu o obecné
transformaci trojného integrálu, opět je nutné integrovanou funkci při přechodu k novým
souřadnićım násobit absolutńı hodnotou jakobiánu této transformace.

7.4 Aplikace trojného integrálu

Př́ıklad 7.14. Vypoč́ıtejte mı́ru množiny V , která je určená nerovnostmi

x2 + y2 + z2 − 2z ≤ 0, x2 + y2 − z2 ≤ 0.

Řešeńı. Pro určeńı mı́ry množiny V, potřebujeme spoč́ıtat
∫∫∫

V

dx dy dz. Prvńı nerovnost

můžeme upravit do tvaru
x2 + y2 + (z − 1)2 ≤ 1,

jedná se proto o kouli se středem v bodě [0, 0, 1] a poloměrem 1. Druhá nerovnost představuje
část kužele s vrcholem v počátku. Dosad́ıme-li do obou rovnic sférické souřadnice dostaneme

̺2 sin2 θ + ̺2 cos2 θ − 2̺ cos θ = 0 tj. ̺ = 2̺ cos θ

̺2 sin2 θ − ̺2 cos2 θ = 0 =⇒ cos 2θ = 0 tj. θ =
π

4
.

Dostáváme tak integračńı meze

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π

4
, 0 ≤ ̺ ≤ 2̺ cos θ

a výpočet daného integrálu je podle předchoźı poznámky
∫∫∫

V

dx dy dz =

∫ π
4

0

{∫ 2π

0

(∫ 2 cos θ

0

̺2 sin θ d̺

)

dϕ

}

dθ =

=

∫ π
4

0

(

∫ 2π

0

[

1

3
̺3
]2 cos θ

0

sin θ dϕ

)

dθ =
8

3

∫ π
4

0

(∫ 2π

0

cos3 θ sin θ dϕ

)

dθ =

=
16

3
π

∫ π
4

0

cos3 θ sin θ dθ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos θ = t

sin θ dθ = −dt

0 1, π
4
 

√
2
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
16

3
π

∫ 1

√
2

2

t3 dt = π.

N
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Cvičeńı

1. Vypočtěte následuj́ıćı integrály

a)
∫∫∫

V

xy2z dx dy dz, kde V je omezena nerovnostmi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1.

b)
∫∫∫

V

(7x + 2z) dx dy dz, kde V je omezena nerovnostmi 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x, 0 ≤ z ≤
xy.

c)
∫∫∫

V

x2 dx dy dz, kde V je omezena rovinami x = 0, y = 0, z = 0 a x+ y + z = 1.

d)
∫∫∫

V

xy2z dx dy dz, kde V je omezena nerovnostmi 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ z ≤ xy.

e)
∫∫∫

V

(x − y + 2z) dx dy dz, kde V je omezena nerovnostmi 1 ≤ x ≤ 2, x ≤ y ≤ 2x,

x+ y ≤ z ≤ 2x+ 3y.
f)
∫∫∫

V

2z dx dy dz, kde V je množina v prvńım oktantu (x, y, z ≥ 0) omezena plochami

x2 + y2 − z2 + 1 = 0 a x+ y = 1.

2. Vypočtěte objem kužele pomoćı dvojného a trojného integrálu.

3. Vypočtěte objem množiny V určené nerovnostmi

a) x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 3− x2 − y2.
b) x2 + y2 + z2 ≤ 9, x2 + y2 ≤ 4.

4. Pomoćı transformace do válcových souřadnic vypočtěte následuj́ıćı integrály

a)
∫∫∫

V

dx dy dz, kde pro množinu V plat́ı x2 + y2 ≤ 4, z ≥ 0, z + y ≤ 2.

b)
∫∫∫

V

x2y dx dy dz, kde pro množinu V plat́ı 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0, |z| ≤ 2.

c)
∫∫∫

V

yz dx dy dz, kde pro množinu V plat́ı x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ y.

d)
∫∫∫

V

xz
√

x2 + y2 dx dy dz, kde pro množinu V plat́ı 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 3, x ≤ 0,

y ≥ 0.



94 Trojný integrál

Výsledky:

1. a) 1
12
, b) 59

270
, c) 1

60
, d) 1

90
, e) 1035

8
, f) 5

6
.

2. 1
3
πr2v

3. a) 5
12
π, b) 4

3
π(27− 5

√
5).

4. a) 8π, b) 248
15
, c) 64

15
, d)−135

8
.
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Kapitola 8

Diferenciálńı operátory matematické

fyziky

Různé fyzikálńı problémy vedou k pojmům skalárńıho a vektorového pole. K jejich popisu
často využ́ıváme diferenciálńı operátory, kterými jsou gradient, rotace a divergence. Užit́ı
zmı́něných operátor̊u umožňuje popsat a vysvětlit některé vlastnosti fyzikálńıch poĺı.

8.1 Vektorové funkce

Dosud jsme se setkávali se skalárńımi funkcemi. Připomeňmě, že funkce f (neboli skalárńı
funkce) je zobrazeńı f : Rn → R a určuje velikost nějaké fyzikálńı veličiny (např. teplota,
tlak).

Vektorová funkce je zobrazeńı ~F : Rn → R
n, které bodu přǐrad́ı vektor. To znamená, že

vektorová funkce popisuje nejen velikost (danou velikost́ı daného vektoru), ale také směr
nějaké fyzikálńı veličiny (např. gravitačńı śıla, rychlost). Konkrétně v rovině je vektorová

funkce zobrazeńı ~F : R2 → R
2, které bodu v rovině přǐrad́ı vektor v rovině

~F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)), (8.1)

kde P (x, y), Q(x, y) jsou funkce. Podobně vektorová funkce v prostoru je zobrazeńı ~F : R3 →
R

3, které bodu v prostoru přǐrad́ı vektor v prostoru

~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)), (8.2)

kde P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) jsou funkce.
Ve fyzikálńı terminologii se mı́sto skalárńı a vektorová funkce použ́ıvá označeńı skálárńı a

vektorové pole. . Vektorové pole v rovině a v prostoru často zapisujeme pomoćı jednotkových
vektor̊u ve směru souřadných os.

Uvažujme vektorové pole v rovině a označme jednotkové vektory ve směru os x a y

~ı = (1, 0), ~ = (0, 1).

Pak vektorové pole (8.1) lze zapsat

~F (x, y) = P (x, y)~ı+Q(x, y)~
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nebo stučně ~F = P~ı+Q~.

Nejjednodušš́ı zp̊usob jak si dané pole představit, je v několika bodech nakreslit šipky
reprezentuj́ıćı vektor ~F (x, y), který zač́ıná v bodě [x, y].

–4

–2

0

2

4

y

–4 –2 2 4

x

(a) ~F = (−y, x)

–4

–2

0

2

4

y

–4 –2 2 4

x

(b) ~F = (y, 2)

–4

–2

0

2

4

y

–4 –2 2 4

x

(c) ~F = (sinx, sin y)

Obrázek 8.1: Př́ıklady vektorových poĺı v rovině

Př́ıklad 8.1. Znázorněte vektorové pole ~F (x, y) = (−y, x).

Řešeńı. Pomoćı šipek znázorńıme v rovině vektory v konkrétńıch bodech. Např́ıklad v bodě
[1, 0] je vektor ~F (1, 0) = (0, 1) = ~, tj. jednotkový vektor ve směru osy y. Podobně v bodě [2, 2]

je vektor ~F (2, 2) = (−2, 2). Stejným zp̊usobem vybereme i daľśı reprezentanty a nakresĺıme
př́ıslušné vektory. N

Ve fyzice nejčastěji použ́ıváme vektorové pole v prostoru. Označ́ıme-li jednotkové vektory
ve směru os x, y, a z

~ı = (1, 0, 0), ~ = (0, 1, 0), ~k = (0, 0, 1),

pak vektorové pole (8.2) lze zapsat

~F (x, y, z) = P (x, y, z)~ı+Q(x, y, z)~+R(x, y, z)~k.

Vektorová pole v prostoru můžeme znázornit analogicky jako vektorová pole v rovině.

Př́ıklad 8.2. Newton̊uv gravitačńı zákon ř́ıká, že velikost gravitačńı śıly ~F mezi dvěma tělesy
s hmotnostmi m1 a m2 je dána vztahem

|~F | = κ
m1m2

r2
,

kde r je vzdálenost mezi tělesy a κ je gravitačńı konstanta. Popǐste př́ıslušné vektorové pole
– tzv. gravitačńı pole.
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(c) ~F = (x, y, z)

Obrázek 8.2: Př́ıklady vektorových poĺı v prostoru

Řešeńı. Umı́stěme jedno z těles do počátku soustavy souřadnic a označme polohový vektor
druhého tělesa ~x = (x, y, z). Potom vzdálenost r je rovna velikosti tohoto vektoru, tj.

r = |~x| =
√

x2 + y2 + z2.

Gravitačńı śıla vztažená k druhému tělesu směřuje do počátku a jednotkový vektor v tomto
směru je

− ~x

|~x| .

Dostaneme tak gravitačńı śılu, která p̊usob́ı na těleso v bodě [x, y, z], a je dána vztahem

~F (x, y, z) = −κm1m2

r3
(x, y, z).

N

8.2 Gradient funkce

V kapitole o diferenciálńım počtu jsme se setkali s pojmem gradient funkce f , který byl
definován pro funkci dvou proměnných

grad f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)),

př́ıpadně pro funkci tř́ı proměnných

grad f(x, y, z) = (fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)).

Často stučně ṕı̌seme jen grad f . Gradient funkce je tak př́ıkladem vektorového pole. Toto pole
v každém bodě ukazuje směr největš́ıho r̊ustu funkce. Ve fyzice se vektorové pole ~F , které je
gradientem nějaké skalárńı funkce f , tj.

~F = grad f,

nazývá konzervativńı vektorové pole a danou funkci f nazýváme potenciálovou funkćı (po-

tenciálem) pole ~F .
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Obrázek 8.3: Gradient a vrstevnice

Př́ıklad 8.3. Najděte gradientové vektorové pole funkce f(x, y) = x2y − y3.

Řešeńı. Vzhledem k tomu, že grad f je dán vztahem

grad f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y))

dostáváme
grad f(x, y) = (2xy, x2 − 3y2).

Na obrázku 8.3 je př́ıslušné pole společně s vrstevnicemi. Můžeme si povšimnout, že vektory
gradientu jsou kolmé na vrstevnice a jsou větš́ı č́ım jsou vrstevnice bĺıže u sebe. Proč je tomu
tak? N

Vektor parciálńıch derivaćı

∇ =

(

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

se nazývá Hamilton̊uv operátor . Pomoćı tohoto operátoru můžeme zapsat gradient funkce

grad f = ∇f =

(

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)

. (8.3)

Na vektorových poĺıch v prostoru můžeme definovat dvě operace, které nám umožńı popis
jejich chováńı. Jde o divergenci a rotaci vektorového pole.

8.3 Divergence vektorového pole

Necht’ ~F = P~ı+Q~+R~k je vektorové pole v prostoru. Jestliže existuj́ı parciálńı derivace Px,
Qy, Rz, pak divergence vektorového pole ~F je skalárńı funkce

div ~F (x, y, z) = Px(x, y, z) +Qy(x, y, z) +Rz(x, y, z).

Pomoćı Hamiltonova operátoru můžeme divergenci vektorového pole zapsat jako skalárńı
součin

∇ · ~F =

(

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

· (P,Q,R)
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Význam této funkce můžeme vysvětlit např́ıklad takto: Popisuje-li ~F rychlost prouděńı
kapaliny nebo plynu, pak div ~F popisuje mı́ru změny množstv́ı této kapaliny (plynu), která
proud́ı z bodu [x, y, z]. Jinými slovy, divergence měř́ı schopnost kapaliny divergovat (

”
rozb́ıhat

se“) z bodu [x, y, z]. Je-li v nějakém bodě P divergence divF (P ) > 0, ř́ıkáme bodu P zdroj
nebo zř́ıdlo, je-li divF (P ) < 0, ř́ıkáme, že bod je propad nebo výpust’. V př́ıpadě, že v každém

bodě je divF = 0, nazýváme vektorové pole ~F bezzdrojové.

Př́ıklad 8.4. Vypočtěte divergenci vektorového pole

a) ~F = (x, y, z),

b) ~F = (x2yz, xy2z, xyz2).

Řešeńı. a) Plat́ı

Px = 1, Qy = 1, Rz = 1.

Proto

div ~F (x, y, z) = 3,

tj. každý bod tohoto vektorového pole je zdroj, viz obrázek 8.2c.
b) Plat́ı

Px = 2xyz, Qy = 2xyz, Rz = 2xyz.

Proto je divergence

div ~F (x, y, z) = 2xyz + 2xyz + 2xyz = 6xyz.

N

8.4 Rotace vektorového pole

Předt́ım než přistouṕıme k definici rotace vektorového pole, připoměňme pojem vektorového
součinu.

Označme ~ı, ~, ~k jednotkové vektory ve směru souřadných os. Necht’ jsou dány vektory
~u = (u1, u2, u3) a ~v = (v1, v2, v3). Vektorovým součinem vektor̊u ~u a ~v rozumı́me vektor ~u×~v,

~u× ~v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k

u1 u2 u3
v1 v2 v3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (8.4)

Vektorový součin (8.4) lze vyjádřit

~u× ~v =

∣

∣

∣

∣

u2 u3
v2 v3

∣

∣

∣

∣

·~ı−
∣

∣

∣

∣

u1 u3
v1 v3

∣

∣

∣

∣

· ~+
∣

∣

∣

∣

u1 u2
v1 v2

∣

∣

∣

∣

· ~k,

pak tedy

~u× ~v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1).
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Necht’ ~F = P~ı+Q~+ R~k je vektorové pole v prostoru. Jestliže existuj́ı všechny parciálńı
derivace 1. řádu, pak rotace vektorového pole ~F je vektorové pole definované

rot ~F (x, y, z) = (Ry(x, y, z)−Qz(x, y, z), Pz(x, y, z)−Rx(x, y, z), Qx(x, y, z)− Py(x, y, z)).
(8.5)

Pomoćı Hamiltonova operátoru můžeme rotaci zapsat jako vektorový součin

∇× ~F .

Význam rotace je např́ıklad následuj́ıćı. Uvažujme částici bĺızko bodu [x, y, z], ta má v ka-

palině tendenci rotovat kolem osy procházej́ıćı bodem [x, y, z] ve směru rot ~F (x, y, z). Rychlost

této rotace záviśı na velikosti vektoru rot ~F (x, y, z). Jestliže v každém bodě plat́ı rot ~F = 0,
pak toto pole nazýváme nev́ırové.

Př́ıklad 8.5. Najděte rotaci vektorového pole

~F (x, y, z) = (xyz, 0,−x2).

Řešeńı. Podle (8.5) je rotace vektorového pole ~F rovna

rot ~F =

(

∂(−x2)
∂y

− ∂0

∂z

)

~ı+

(

∂xyz

∂z
− ∂(−x2)

∂x

)

~+

(

∂0

∂x
− ∂xyz

∂y

)

~k.

Vypočteńım př́ıslušných derivaćı źıskáme

rot ~F = (0, xy + 2x,−xz).

N

Následuj́ıćı dvě věty popisuj́ı některé základńı vlastnosti rotace.

Věta 8.6. Necht’ f je funkce tř́ı proměnných, která má spojité parciálńı derivace druhého
řádu. Pak

rot grad f = ~o = (0, 0, 0). (8.6)

Z této věty plyne, že je-li ~F konzervativńı pole, pak rot ~F = ~o. Plat́ı také opačné tvrzeńı
a tedy plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 8.7. Necht’ ~F je vektorové pole definované na jednoduše souvislé množině v prostoru,
jehož složky jsou spojitě diferencovatelné funkce. Pak

rot ~F = 0 ⇔ ~F je konzervativńı.

Př́ıklad 8.8. Ukažte, že vektorové pole intenzity elektrostatického pole bodového náboje

~E =
1

4πε0

Q

|~r |3~r, kde ~r = (x, y, z)

je a) konzervativńı, b) nev́ırové.
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Řešeńı. a) Konzervativńı vektorové pole je definováno tak, že pro něj existuje skalárńı pole,

jehož gradient je roven danému vektorovému poli. Nyńı ukážeme, že pro vektorové pole ~E
je toto skalárńı pole zadané skalárńı funkćı záporně vzatého elektrostatického potenciálu
ϕ, kde

ϕ =
1

4πε0

Q

|~r | .

Ukážeme tedy, že plat́ı
~E = grad (−ϕ) = −gradϕ. (8.7)

Podle (8.3) je

gradϕ =





∂ 1
4πε0

Q√
x2+y2+z2

∂x
,

∂ 1
4πε0

Q√
x2+y2+z2

∂y
,

∂ 1
4πε0

Q√
x2+y2+z2

∂z



 =

= − Q

4πε0

(

x

(
√

x2 + y2 + z2)3
,

y

(
√

x2 + y2 + z2)3
,

z

(
√

x2 + y2 + z2)3

)

.

Zaṕı̌seme-li tento vektor pomoćı polohového vektoru ~r = (x, y, z), dostaneme

gradϕ = − Q

4πε0

~r

|~r |3 = − ~E.

T́ım jsme dokázali platnost vztahu (8.7) a vektorové pole ~E je tedy konzervativńı.

b) Ověřit, že vektorové pole ~E je nev́ırové, můžeme př́ımo, tj. výpočtem rotace ~E. Vhodněǰśım
zp̊usobem je však použ́ıt vektorovou identitu (8.6) s uvážeńım, že v předchoźım bodě jsme

ukázali, že pole ~E je konzervativńı. Plat́ı tedy

rot ~E = rot grad (−ϕ) = ~o.

Vektorové pole ~E je proto nev́ırové.
N

Cvičeńı

1. Načrtněte vektorové pole:

a) ~F =
(

1
2
, 1
2

)

, b) ~F =
(

y, 1
2

)

,

c) ~F = (0, 0, 1), d) ~F = (0, 0, x).

2. Vypočtěte gradient funkce:

a) f(x, y) = ln(x+ 2y), b) f(x, y) =
√

x2 + y2 + z2.

3. Vypočtěte divergenci vektorového pole:

a) ~F = (xz, xyz,−y2), b) ~F = (ex sin y, ex cos y, z),

c) ~F = 1√
x2+y2+z2

(

x~ı+ y~+ z~k
)

, d) ~F = (ln x ln xy, ln xyz).
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4. Vypočtěte rotaci vektorového pole:

a) ~F = (xz, xyz,−y2), b) ~F = (y2z3, 2xyz3, 3xy2z2),

c) ~F = (xyz, 0,−x2y), d) ~F = (2xy, x2 + 2yz, y2).

5. Existuje vektorové pole ~F takové, že rot ~F = (x sin y, cos y, z − xy) ?

6. Dokažte platnost následuj́ıćıch identit za předpokladu, že existuj́ı všechny potřebné derivace
a jsou spojité:

a) div (~F + ~G) = div ~F + div ~G, b) rot (~F + ~G) = rot ~F + rot ~G.

7. Za předpoklad̊u existence a spojitosti všech potřebných derivaćı dokažte, že plat́ı

div rot ~F = 0.

Výsledky:

2. a) grad f =
(

1
x+2y

, 2
x+2y

)

, b) grad f = ().

3. a) div ~F = z + xz, b) div ~F = 1,

c) div ~F = 2√
x2+y2+z2

, d) div ~F = 1
x
+ 1

y
+ 1

z
.

4. a) rot ~F = (−y(2 + x), x, yz) , b) rot ~F = ~0,

c) rot ~F = (−x2, 3xy,−xz) , d) rot ~F = ~0.

5. Neexistuje. Použijte větu 8.6.



103

Kapitola 9

Křivkový integrál

V této kapitole budeme definovat integrál, který je podobný jednoduchému integrálu, který
již známe. Na rozd́ıl od něj však nebudeme integrovat pouze přes interval [a, b], ale přes křivku
C. Tyto integrály, tzv. křivkové se objevuj́ı v mnoha fyzikálńıch aplikaćıch v oblastech jako
jsou silová pole, prouděńı kapalin, elektřina, magnetismus apod.

9.1 Parametrické rovnice křivek

Dosud jsme popisovali rovinné křivky jako grafy funkćı proměnné x, tj. y = f(x), př́ıpadně
jako grafy funkćı proměnné y, tj. x = g(y). Některé křivky nelze t́ımto zp̊usobem popsat
(např. kružnici muśıme popisovat jako dvě funkce).

y

x

x = 3at

t3+1

y = 3at2

t3+1

(a) Descart̊uv list

y

x

x = aebt cos t

y = aebt sin t

(b) Logaritmická spirála

y

x

x = a(2 cos t− cos 2t)

y = a(2 sin t− sin 2t)

(c) Kardioida

Obrázek 9.1: Př́ıklady křivek daných parametricky

Proto se často křivky popisuj́ı tak, že obě souřadnice x, y jednotlivých bod̊u v rovině
vyjádř́ıme jako funkce třet́ı proměnné t

x = x(t), y = y(t).

Tyto rovnice nazýváme parametrické rovnice křivky a proměnnou t nazýváme parametr.
Každá hodnota t určuje bod [x, y] dané křivky, přičemž se změnou parametru t se měńı
také souřadnice bodu [x, y] = [x(t), y(t)] a t́ım vykresĺıme křivku C. Ř́ıkáme, že je křivka
daná parametricky.
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V praxi často proměnná t představuje čas a můžeme tak [x, y] = [x(t), y(t)] interpretovat
jako polohu částice v čase t.

Libovolnou křivku, která je grafem funkce y = f(x), můžeme vždy lehce parametrizovat
následuj́ıćım zp̊usobem

x = t, y = f(t).

Př́ıklad 9.1. Napǐste parametrické rovnice paraboly y = x2 − 4x+ 3.

Řešeńı. Podle předchoźıho je tuto křivku možno parametrizovat pomoćı rovnic

x = t, y = t2 − 4t+ 3.

Toto neńı jediná možná parametrizace, jiná parametrizace stejné křivky je např́ıklad

x = t+ 1, y = t2 − 2t.

Jak se přesvědč́ıme, že i tato druhá parametrizace popisuje stejnou křivku? Vyjádř́ıme-li
z prvńı rovnice t = x−1 a dosad́ıme do druhé dostaneme y = (x−1)2−2(x−1) = x2−4x+3.
Obě parametrizace popisuj́ı stejnou parabolu. N

Až doposud jsme na parametr t nekladli žádné omezeńı a mohli jsme předpokládat, že j́ım
může být libovolné reálné č́ıslo. Obvykle je ovšem č́ıslo t z nějakého uzavřeného intervalu a
parametrické rovnice

x = f(t), y = g(t), t ∈ [a, b]

popisuj́ı křivku C s počátečńım bodem [f(a), g(a)] a koncovým bodem [f(b), g(b)]. Plat́ı-li, že
[f(a), g(a)] = [f(b), g(b)], ř́ıkáme, že je daná křivka uzavřená.

Poznámka 9.2. Při r̊uzných výpočtech se často parametrizuje úsečka určená body A[a1, a2]
a B[b1, b2]. Jej́ı parametrické rovnice jsou

x = a1 + (b1 − a1)t,

y = a2 + (b2 − a2)t, t ∈ [0, 1].

Užitečnou parametrizaćı je i parametrizace kružnice se středem [a, b] a poloměrem r

x = a+ r cos t, y = b+ r sin t, 0 ≤ t ≤ 2π.

Orientace křivky Výhodou parametrického popisu křivek je, že neř́ıká pouze kde daný
bod je, ale také kdy tam je (nahĺıž́ıme-li na proměnnou t jako na hodnotu času), naznačuje
tak orientaci dané křivky.

Necht’ má křivka parametrické rovnice x = f(t), y = g(t), t ∈ [a, b] a uspořádejme interval
[a, b] podle velikosti jeho č́ısel (ř́ıkáme, že jsme jej orientovali). Přeneseme-li tuto orientaci
na křivku, ř́ıkáme, že křivka je orientována souhlasně s daným parametrickým vyjádřeńım.
Přeneseme-li na křivku opačnou orientaci intervalu [a, b], ř́ıkáme, že křivka je orientována
nesouhlasně s daným parametrickým vyjádřeńım.

Je-li uzavřená křivka orientovaná proti směru hodinových ručiček, nazýváme tuto orientaci
kladnou, orientace uzavřené křivky ve směru hodinových ručiček se nazývá orientaćı zápornou.
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x

y

2

1

1 2

(a) orientovaná souhlasně

x

y

2

1

1 2

(b) orientovaná nesouhlasně

Obrázek 9.2: Parabola x = t, y = t2

2
, t ∈ [0, 2]

Délka křivky Pro křivky dané parametricky je možné řešit známé problémy, známé z di-
ferenciálńıho počtu – hledáńı tečny v daném bodě, délku křivky, obsah pod křivkou atd. Pro
zavedeńı křivkového integrálu je d̊uležitá délka křivky. Je-li křivka C popsána parametrickými
rovnicemi x = x(t), y = y(t), a ≤ t ≤ b, pak jej́ı délka s je

s =

∫ b

a

√

x′2(t) + y′2(t) dt.

Pokud nebude řečeno jinak, budeme předpokládat, že jsou křivky orientovány souhlasně.

9.2 Křivkový integrál prvńıho druhu

Integrál funkce jedné proměnné přes interval je č́ıslo, které vyjadřuje obsah plochy v rovině,
která je ohraničená grafem této funkce. Zdeformujeme-li interval [a, b] na křivku v rovině a
uvedenou plochu na plochu v prostoru, dostaneme křivkový integrál prvńıho druhu.

Definice 9.3. Necht’ C je rovinná křivka délky s určená parametrickými rovnicemi

x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b],

taková, že x′(t) a y′(t) jsou spojité funkce takové, že v každém bodě je alespoň jedna z nich
r̊uzná od nuly. Necht’ f(x, y) je spojitá funkce, která je definovaná ve všech bodech křivky
C. Potom křivkovým integrálem prvńıho druhu funkce f podél křivky C rozumı́me

∫

C

f(x, y) ds =

∫ b

a

f(x(t), y(t))
√

x′2(t) + y′2(t) dt.

Poznámka 9.4. i) Křivka C s vlastnostmi z předcházej́ıćı definice se nazývá hladká. Křivka
skládaj́ıćı se z konečného počtu hladkých část́ı se nazývá po částech hladká.

ii) Hodnota křivkového integrálu nezáviśı na volbě parametrizace dané křivky.

Geometrický a fyzikálńı význam. V př́ıpadě, že f(x, y) je spojitá nezáporná funkce,
vyjadřuje

∫

C
f(x, y) ds obsah plochy ohraničené křivkou C a grafem funkce f(x, y) na křivce C.
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Fyzikálńı význam křivkového integrálu záviśı na fyzikálńım významu funkce f(x, y). Na-
př́ıklad v př́ıpadě, že ̺(x, y) vyjadřuje hustotu látky, z které je vyroben tenký drát ve tvaru
křivky C, pak křivkový integrál

∫

C
̺(x, y) ds vyjadřuje hmotnost daného drátu.

Př́ıklad 9.5. Vypočtěte
∫

C

(x+ y) ds,

kde C je úsečka x+ y − 1 = 0, kde x ∈ [0, 1].

Řešeńı. Křivku C parametrizujeme:

C : x = t, y = −t+ 1, t ∈ [0, 1].

Pak x′(t) = 1, y′(t) = −1 a křivkový integrál je
∫

C

(x+ y) ds =

∫ 1

0

[t+ (−t+ 1)]
√
2 dt =

√
2

∫ 1

0

dt =
√
2.

N

Př́ıklad 9.6. Vypočtěte
∫

C

(x+ y) ds,

kde C je tvořena stranami trojúhelńıka s vrcholy A = [0, 0], B = [1, 0] a C = [0, 1].

Řešeńı. Křivka C se skládá ze tř́ı úseček, které parametrizujeme:

AB : x = t, y = 0, t ∈ [0, 1],

BC : x = 1− t, y = t, t ∈ [0, 1],

CA : x = 0, y = 1− t, t ∈ [0, 1].

Křivkový integrál přes trojúhelńık je součet tř́ı křivkových integrál̊u přes tyto úsečky:
∫

C

(x+ y) ds =

∫ 1

0

t dt+

∫ 1

0

√
2 dt+

∫ 1

0

(1− t) dt =

[

t2

2

]1

0

+
√
2 [t]10 +

[

t− t2

2

]1

0

= 1 +
√
2.

N

Př́ıklad 9.7. Vypočtěte
∫

C

(4x+ 3y − 3) ds,

kde C je kružnice x2 + y2 = 9.

Řešeńı. Parametrické rovnice kružnice jsou

x = 3 cos t, y = 3 sin t, t ∈ [0, 2π].

Plat́ı x′(t) = −3 sin t, y′(t) = 3 cos t. Dostáváme tak
∫

C

(4x+ 3y − 3) ds =

∫ 1

0

(12 cos t+ 9 sin t− 3)
√

(3 cos t)2 + (3 sin t)2 dt

=

∫ 1

0

3 (12 cos t+ 9 sin t− 3) dt = 3 [12 sin t− 9 cos t− 3t]2π0 = −18π.

N
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Podobně jako křivkový integrál podél křivky v rovině definujeme i křivkový integrál podél
křivky v prostoru: Necht’ C je prostorová křivka délky s určená parametrickými rovnicemi

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [a, b],

taková, že x′(t), y′(t) a z′(t) jsou spojité funkce a v každém bodě je alespoň jedna z nich
r̊uzná od nuly. Necht’ f(x, y, z) je spojitá funkce, která je definovaná ve všech bodech křivky
C. Potom křivkovým integrálem prvńıho druhu funkce f podél křivky C rozumı́me

∫

C

f(x, y, z) ds =

∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t))
√

x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt.

Př́ıklad 9.8. Vypočtěte
∫

C

(x+ 2y − z − 1) ds,

kde C je úsečka určená body A = [1, 1, 2], B = [2, 1, 0].

Řešeńı. Parametrické rovnice úsečky v prostoru jsou

C : x = 1 + t, y = 1, z = 2− 2t, t ∈ [0, 1].

Odtud x′(t) = 1, y′(t) = 0 a z′(t) = −2. Křivkový integrál podél úsečky je

∫

C

(x+ 2y − z − 1) ds =

∫ 1

0

(1 + t+ 2− 2 + 2t− 1)
√

12 + (−2)2 dt =

=
√
5

∫ 1

0

3t dt =
√
5

[

3
t2

2

]1

0

=
3

2

√
5.

N

9.3 Křivkový integrál druhého druhu

Zavedeńı tohoto integrálu je motivováno fyzikálně – jako práce ve vektorovém poli ~F podél
křivky C. Nejprve zaved’me jeho definici v rovině.
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Definice 9.9. Necht’ C je rovinná křivka délky s určená parametrickými rovnicemi

x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b],

taková, že x′(t) a y′(t) jsou spojité funkce a alespoň jedna z nich je v každém bodě r̊uzná
od nuly, a která je souhlasně orientovaná se svým parametrickým vyjádřeńım. Necht’ je
vektorová funkce ~F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) spojitá ve všech bodech křivky C. Potom

křivkovým integrálem druhého druhu funkce ~F podél křivky C rozumı́me

∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫

C

P (x, y) dx+

∫

C

Q(x, y) dy,

kde
∫

C

P (x, y) dx =

∫ b

a

P (x(t), y(t))x′(t) dt,

∫

C

Q(x, y) dy =

∫ b

a

Q(x(t), y(t))y′(t) dt.

V př́ıpadě, že křivka je nesouhlasně orientovaná se svým parametrickým vyjádřeńım, defin-
ujeme
∫

C

P (x, y) dx = −
∫ b

a

P (x(t), y(t))x′(t) dt,

∫

C

Q(x, y) dy = −
∫ b

a

Q(x(t), y(t))y′(t) dt.

Poznámka 9.10. Podobně definujeme i křivkový integrál druhého druhu vektorové funkce
~F (x, y, z) pro křivku v prostoru.

Fyzikálńı význam Křivkový integrál slouž́ı např́ıklad k výpočtu práce W . Uvažme tři
situace:

a) Je-li ~F konstantńı śıla, která p̊usob́ı na hmotný bod pohybuj́ıćı se po úsečce s ve směru
tohoto pohybu, pak pro práci vykonanou touto silou plat́ı známý vztah

W = ~F~s.

b) V př́ıpadě, že śıla ~F = (P,Q) je rovna konstantńımu vektoru a p̊usob́ı na hmotný bod
pohybuj́ıćı se po elementu úsečky ds = 〈dx, dy〉 v jiném směru než v předchoźım př́ıpadě,
dostáváme vztah

W = ~F · ~s = (P,Q) · (dx, dy) = P dx+Q dy.

c) Ještě obecněǰśı situace nastane, je-li ~F = (P (x, y), Q(x, y)) proměnlivá a p̊usob́ı na hmotný
bod pohybuj́ıćı se po křivce C. Pak pro práci dostáváme vztah

W =

∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Křivkový integrál druhého druhu proto vyjadřuje práci W , kterou vykoná silové pole

~F = (P (x, y), Q(x, y))

při přemı́stěńı hmotného bodu podél křivky C z jej́ıho počátečńıho do koncového bodu.
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Př́ıklad 9.11. Vypočtěte
∫

C

(x+ y) dx− (x− y) dy,

kde C je kladně orientovaná kružnice x2 + y2 = 4.

Řešeńı. Parametrické rovnice kružnice jsou

x = 2 cos t, y = 2 sin t, t ∈ [0, 2π].

Dostáváme křivkový integrál
∫

C

(x+ y) dx− (x− y) dy =

∫ 2π

0

2(cos t+ sin t)(−2 sin t) dt−
∫ 2π

0

2(cos t− sin t)(2 cos t) dt =

=

∫ 2π

0

−4 sin2 t− 4 cos2 t dt = −4

∫ 2π

0

dt = −8π.

N

Př́ıklad 9.12. Vypočtěte práci silového pole ~R = (y,−x) při přemist’ováńı hmotného bodu

po horńı části elipsy x2

9
+ y2

4
= 1 od bodu A = [3, 0] do bodu B = [−3, 0].

Řešeńı. Danou část elipsy můžeme parametrizovat např́ıklad následuj́ıćım zp̊usobem (analo-
gie s parametrizaćı kružnice)

x = 3 cos t, y = 2 sin t, t ∈ [0, π].

Práce silového pole ~F = (P (x, y), Q(x, y)) po křivce C je dána křivkovým integrálem 2. druhu

W =

∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Dosad́ıme-li, dostaneme

W =

∫

C

y dx− x dy =

∫ π

0

2 sin t(−3 sin t) dt−
∫ π

0

3 cos t(2 cos t) dt =

=

∫ π

0

(−6 sin2 t− 6 cos2 t) dt = −6

∫ π

0

dt = −6π.

Záporná hodnota práce signalizuje, že částice se pohybuje proti p̊usobeńı silového pole. N

9.4 Nezávislost integrálu na integračńı cestě

Uvažujme vektorové pole ~F = (P (x, y), Q(x, y)) v rovině a křivkový integrál
∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy

podél křivky C spojuj́ıćı body A, B. Nab́ıźı se otázka, zda-li hodnota tohoto integrálu (tj.
vykonaná práce) záviśı na tvaru křivky C. V př́ıpadě, že jeho hodnota nezáviśı na křivce C,
ř́ıkáme, že křivkový integrál nezáviśı na integračńı cestě. Následuj́ıćı věta udává d̊uležitou
podmı́nku nezávislosti křivkového integrálu na integračńı cestě.
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Věta 9.13. Necht’ funkce P (x, y), Q(x, y) a jejich parciálńı derivace Py(x, y), Qx(x, y) jsou
spojité funkce na jednoduše souvislé oblasti G a necht’ plat́ı

Py(x, y) = Qx(x, y) pro každé [x, y] ∈ G.

Mějme v G hladkou křivku C s počátečńım bodem A a koncovým bodem B.
Pak křivkový integrál

∫

C
P (x, y) dx+Q(x, y) dy nezáviśı na integračńı cestě a plat́ı

∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = H(B)−H(A),

kde H je kmenová funkce př́ıslušná výrazu P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Poznámka 9.14. Je-li vektorové pole ~F = (P (x, y), Q(x, y)) konzervativńı na R
2, pak plat́ı

~F = gradH,

kde H je kmenová funkce, tj. Hx = P (x, y) a Hy = Q(x, y).

V př́ıpadě, že poč́ıtáme křivkový integrál přes uzavřenou kladně orientovanou křivku C,
bývá někdy ve fyzice použ́ıváno následuj́ıćı označeńı

∮

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Integrujeme-li podél uzavřené křivky, je počátečńı a koncový bod stejný, a proto H(A) =
H(B) a z věty 9.13 plyne následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 9.15. Je-li vektorové pole ~F = (P (x, y), Q(x, y)) konzervativńı na R
2, pak integrál přes

uzavřenou křivku je
∮

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0.

Př́ıklad 9.16. Vypočtěte
∫

C

2xy dx+ x2 dy

z bodu A = [1, 1] do bodu B = [2, 4] po následuj́ıćıch křivkách:

a) úsečka AB;
b) část paraboly y = x2;
c) lomená čára ACB, kde C = [2, 1].

Řešeńı. Funkce P (x, y) = 2xy a Q(x, y) = x2 i jejich parciálńı derivace

Py(x, y) = 2x Qx(x, y) = 2x

jsou funkce spojité na R
2. Nav́ıc, jelikož plat́ı

Py(x, y) = Qx(x, y)
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pro všechny body [x, y] ∈ R
2, jsou splněny všechny podmı́nky věty 9.13 a hodnota integrálu

tedy nezáviśı na integračńı cestě. Stač́ı proto vypoč́ıtat daný integrál např. po úsečce AB,
v ostatńıch př́ıpadech budou výsledky stejné. Parametrické rovnice úsečky AB jsou např́ıklad
x = 1 + t, y = 1 + 3t, kde t ∈ [0, 1]. Plat́ı dx = dt a dy = 3dt, dostáváme tak

∫

C

2xy dx+ x2 dy =

∫ 1

0

2(t+ 1)(3t+ 1) dt+

∫ 1

0

3(t+ 1)2 dt =

=

∫ 1

0

(9t2 + 14t+ 5) dt =
[

3t3 + 7t2 + 5t
]1

0
= 15.

N

Př́ıklad 9.17. Vypočtěte
∫

C

2xy dx+ (x2 + 1) dy,

kde C je kladně orientovaná kružnice x2 + y2 = 1.

Řešeńı. Funkce P (x, y) = 2xy a Q(x, y) = x2 + 1 i jejich parciálńı derivace

Py(x, y) = 2x Qx(x, y) = 2x

jsou funkce spojité na R
2 a plat́ı Py(x, y) = Qx(x, y). Kružnice je hladká a uzavřená křivka.

Jsou tak splněny všechny předpoklady 9.15, a proto
∫

C

2xy dx+ (x2 + 1) dy = 0.

N

Př́ıklad 9.18. Vypočtěte
∫

C

(x2 − y2) dx+ (5− 2xy) dy,

kde C je křivka daná parametrizaćı x = et sin t, y = et cos t, t ∈ [0, π].

Řešeńı. Výpočet tohoto křivkového integrálu je extrémně náročný, můžeme tedy s výhodou
využ́ıt věty 9.13. Protože funkce P (x, y), Q(x, y) i jejich derivace Py = −2y, Qx = −2y jsou
spojité a nav́ıc plat́ı Py = Qx, jsou splněny předpoklady dané věty a plat́ı

∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = H(B)−H(A).

Stač́ı proto naj́ıt kmenovou funkci, která je podle př́ıkladu 4.17 rovna

H =
x3

3
− y2x+ 5y.

Z dané parametrizace urč́ıme počátečńı bod A = [0, 1] a koncový bod B = [0,−eπ] dané
křivky a dosad́ıme

∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = H(0, 1)−H(0,−eπ) = 5 + 5eπ.

N
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Poznámka 9.19. Úvahu o nezávislost křivkového integrálu na integračńı cestě lze převést do
prostoru. Uvažujme vektorové pole ~F = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)), kde funkce P,Q,R
maj́ı spojité parciálńı derivace. Práce W v tomto poli po prostorové křivce C je

W =

∫

C

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz.

Tato práce nezáviśı na křivce C, jestliže je výraz P dx + Q dy + R dz diferenciálem nějaké
kmenové funkce H. To znamená, že plat́ı

Hx = P, Hy = Q, Hz = R.

Podle Schwarzovy věty plat́ı záměnnost smı́̌sených parciálńıch derivaćı 2. řádu funkce H, tj:

Hxy = Hyx, Hxz = Hzx, Hyz = Hzy.

Odtud dostaneme podmı́nku pro nezávislost práce W na integračńı cestě

Py = Qx, Pz = Rx, Qz = Ry.

9.5 Greenova věta

Greenova věta popisuje souvislost mezi křivkovým integrálem podél jednoduché hladké uza-
vřené křivky a mezi dvojným integrálem přes část roviny, která je touto křivkou ohraničená.

Věta 9.20 (Green). Necht’ C je po částech hladká kladně orientovaná jednoduchá uzavřená
křivka v rovině a D je oblast ohraničená křivkou C. Necht’ maj́ı funkce P (x, y), Q(x, y) spojité
parciálńı derivace na otevřené množině, která obsahuje D. Pak plat́ı

∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫

D

(

∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)

dx dy.

Poznámka 9.21. a) Greenova věta je jakousi analogíı Newton Leibnizovy formule

∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a)

pro dvojný integrál. Uváž́ıme-li výraz z Greenovy věty ve tvaru

∫∫

D

(

∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)

dx dy =

∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

vid́ıme, že v obou př́ıpadech je na levé straně integrál obsahuj́ıćı derivace nějaké funkce
a na pravé straně hraj́ı roli pouze hodnoty p̊uvodńı funkce, tj. nederivované, na hranici
oblasti (v jednorozměrném př́ıpadě je oblast́ı interval [a, b] a hranićı jsou pouze body a, b.)
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b) Jako d̊usledek Greenovy věty můžeme uvést následuj́ıćı vztah pro obsah oblasti D ohra-
ničené křivkou C

m(D) =

∫∫

D

dx dy =
1

2

∫∫

D

(1 + 1) dx dy =
1

2

∫

C

x dy − y dx.

Př́ıklad 9.22. Vypočtěte
∫

C

(x− y) dx+ x dy,

kde C je kladně orientovaná křivka, kterou představuje obvod čtverce ABCD určeného vrcholy
A = [2, 2], B = [−2, 2], C = [−2,−2] a D = [2,−2].

Řešeńı. Funkce P (x, y) = x− y a Q(x, y) = x i jejich derivace

Py(x, y) = −1 Qx(x, y) = 1

jsou funkce spojité na R
2. Křivka C je uzavřená po částech hladká křivka v R

2. Jsou splněny
podmı́nky Greenovy věty a plat́ı tedy ( D je čtverec o straně 4 )

∫

C

(x− y) dx+ x dy =

∫∫

D

(1 + 1) dx dy = 2

∫∫

D

dx dy

Při výpočtu jsme užili skutečnosti, že dvojný integrál vyjadřuje obsah čtverce ABCD. N

Cvičeńı

1. Vypočtěte křivkový integrál prvńıho druhu

a)
∫

C
(x− 2y + 1) ds, kde C je úsečka AB, A = [4, 0], B = [1, 1].

b)
∫

C
x2 ds, kde C je

”
horńı“ p̊ulkružnice x2 + y2 = a2 pro y ≥ 0.

c)
∫

C
ds
x−y , kde C je úsečka AB, kde A = [0,−2] a B = [4, 0].

d)
∫

C
xy ds, kde C je čtvrtina kružnice x2 + y2 = 4 v 1. kvadrantu.

e)
∫

C
(x+ z) ds, kde C úsečka AB, kde A = [1, 0, 1] a B = [1, 1, 1].

f)
∫

C
y3 ds, kde C je křivka popsána parametricky rovnicemi x = t3, y = t, t ∈ [0, 2].

g)
∫

C
xy4 ds,kde C je

”
pravá“ část kružnice x2 + y2 = 16.

2. Vypočtěte křivkový integrál druhého druhu

a)
∫

C
y2 dx+ x2 dy, kde C je úsečka AB, kde A = [0, 0] a B = [1, 1].

b)
∫

C
xy dx+(x−y) dy, kde C je lomená čára PQR, kde P = [0, 0], Q = [2, 0] a R = [3, 2].

c)
∫

C
(2x− y) dx+ x dy, kde C je úsečka AB, kde A = [0, 0] a B = [2, 1].

d)
∫

C
y2 dx+ x dy, kde C je část paraboly x = 4− y2 mezi body [−5,−3] a [0, 2].

e)
∫

C
y2 dx+ x2 dy, kde C je část paraboly x = y2 mezi body [0, 0] a [1, 1].

f)
∫

C
(2x− y) dx+ x dy, kde C je část křivky x2 − 4y = 0 mezi body [0, 0] a [2, 1].

g)
∫

C
y dx+ z dy + x dz, kde C je úsečka AB, kde A = [2, 0, 0] a B = [3, 4, 5].
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3. Ukažte, že integrál nezáviśı na integračńı cestě a vypočtěte jej

a)
∫

C
2x sin y dx+ (x2 cos y − 3y2) dy, kde C je křivka mezi body [−1, 0] a [5, 1].

b)
∫

C
(2y2 − 12x3y3) dx+ (4xy − 9x4y2) dy, kde C je křivka mezi body [1, 1] a [3, 2].

4. Pomoćı Greenovy věty vypočtěte

a)
∫

C
(xy + x+ y) dx+ (xy + x− y) dy, kde C je kladně orientovaná křivka x2 + y2 = 1.

b)
∫

C
x4 dx + xy dy, kde C je kladně orientovaná křivka tvoř́ıćı obvod trojúhelńıka PQR,

kde P = [0, 0], Q = [1, 0], R = [0, 1].
c)
∫

C
(3y − esinx) dx+ (7x+

√

y4 + 1) dy, kde C je kružnice x2 + y2 = 9.

5. Určete obsah oblasti ohraničené elipsou x2

a2
+ y2

b2
= 1.

Výsledky:

1. a) 5
2

√
10, b) a3

2
π, c)

√
5 ln 2, d) 4, e) 2, f) 1

54
(145

3

2 − 1), g) 1638, 4.

2. a) 2
3
, b) 17

3
, c) 4, d) 245

6
, e) 7

10
, f) 14

3
, g) 49

2
.

3. a) 25 sin 1− 1, b) −1920.

4. a) 0, b) 1
6
, c) 36π.

5. πab
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Kapitola 10

Plošný integrál

Podobně jako jsme definovali křivkový integrál funkce dvou proměnných f(x, y) přes křivku
C, budeme nyńı definovat integrál funkce tř́ı proměnných F (x, y, z) přes plochu S.

10.1 Plochy v prostoru

Nejjednodušš́ı zp̊usob, jak popsat plochu v prostoru, je př́ıpad, kdy tato plocha je grafem
funkce dvou proměnných, a proto ji můžeme popsat v kartézských souřadnićıch. Jiným (obec-
něǰśım) zp̊usobem je parametrické vyjádřeńı plochy, které zde nebudeme uvádět.

Plochou S v prostoru budeme rozumět graf funkce

S : z = f(x, y), [x, y] ∈ D,

kde f(x, y) je diferencovatelná funkce. Takovéto plochy budeme nazývat hladké.
Máme-li rovnici roviny ̺ : ax+ by + cz + d = 0, pak jej́ı normálový vektor je ~n = (a, b, c).

Připomeňme, že tečná rovina k ploše S v bodě [x0, y0] má rovnici

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

Odtud vid́ıme, že tečná rovina má normálový vektor ~n = (fx, fy,−1) nebo ~n = (−fx,−fy, 1).
Pro velikost tohoto vektoru plat́ı |~n| =

√

f 2
x + f 2

y + 1.
Pro obsah m(S) plochy plat́ı následuj́ıćı vztah

m(S) =

∫∫

D

√

1 + f 2
x(x, y) + f 2

y (x, y) dx dy.

Př́ıklad 10.1. Vypočtěte obsah povrchu části parabolické plochy z = x2+y2, kde 0 ≤ z ≤ 9.

Řešeńı. Máme

f(x, y) = x2 + y2, fx(x, y) = 2x, fy(x, y) = 2y, dS =
√

1 + 4x2 + 4y2 dxdy.

a odtud

m(S) =

∫∫

D

√

1 + 4x2 + 4y2 dxdy.
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Rovina z = 9 prot́ıná paraboloid v kružnici x2+y2 = 9. Proto daná plocha lež́ı nad oblast́ı D,
která je kruhem se středem v počátku a poloměrem r = 3 a pro výpočet využijeme s výhodu
polárńıch souřadnic

∫∫

D

√

1 + 4x2 + 4y2 dxdy =

∫ 2π

0

dϕ ·
∫ 3

0

r
√
1 + 4r2 dr = |1 + 4r2 = t| =

= 2π
1

8

∫ 37

1

√
t dt =

π

4

[

2

√
t3

3

]37

1

=
π

6

(√
373 − 1

)

.

N

Podobně jako jsme u křivkového integrálu druhého druhu zavedli orientaci křivky, zave-
deme u plošného integrálu druhého druhu orientaci plochy. Orientaci plochy v daném bodě
definujeme volbou směru vektoru normály ~n takto:

a) sv́ırá–li ~n ostrý úhel s kladným směrem osy z, ř́ıkáme, že plocha je orientována nahoru a
~n = (−fx,−fy, 1),

b) sv́ırá–li ~n tupý úhel s kladným směrem osy z, ř́ıkáme, že plocha je orientována dol̊u a
~n = (fx, fy,−1),

c) pokud je vektor ~n kolmý na osu z, pak ~n = (fx, fy, 0) a plocha je rovnoběžná s rovinou xy.

10.2 Plošný integrál prvńıho druhu

Jedná se o analogii křivkového integrálu prvńıho druhu, tedy o integrál ze skalárńı funkce
přes plochu S.

Definice 10.2. Necht’ S je hladká plocha, která je grafem funkce z = f(x, y) definované
na množině D a necht’ F (x, y, z) je funkce spojitá na ploše S. Plošným integrálem prvńıho
druhu rozumı́me

∫∫

S

F (x, y, z) dS =

∫∫

D

F (x, y, f(x, y))
√

1 + f 2
x + f 2

y dxdy.

V př́ıpadě, že funkce F (x, y, z) = 1 udává daný integrál obsah m(S) plochy S. Fyzikálńı
interpretace opět záviśı na významu funkce F (x, y, z). Př́ıkladem aplikace je např́ıklad určeńı
hmotnosti M plochy S, jestliže známe hustotu ρ(x, y, z) v libovolném bodě (x, y, z) plochy.
Ze vzorce

ρ =
M

m(S)
tj. M = ̺m(S),

dostáváme

M =

∫∫

S

ρ(x, y, z) dS =

∫∫

D

̺ (x, y, f(x, y))
√

1 + f 2
x + f 2

y dxdy.
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Př́ıklad 10.3. Vypočtěte integrál
∫∫

S

xyz dS, kde S je část roviny x+ y+ z = 1 v 1. oktantu

(tedy pro x ≥ 0, y ≥ 0 a z ≥ 0).

Řešeńı. Nejprve vyjádř́ıme plochu S:

z = 1− x− y, kde 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x.

Plat́ı

fx(x, y) = −1, fy(x, y) = −1, dS =
√

1 + (−1)2 + (−1)2 dxdy =
√
3 dxdy.

Dostáváme tak
∫∫

S

xyz dS =
√
3

∫∫

D

xy (1− x− y) dxdy =
√
3

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

xy (1− x− y) dy =

=
√
3

∫ 1

0

x

[

y2

2
− xy2

2
− y3

3

]1−x

0

dx =
√
3

∫ 1

0

x

6
(1− x)3 dx = ... =

√
3
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Př́ıklad 10.4. Vypočtěte hmotnost části kuželové plochy

S : z =
√

x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 2,

je-li hustota plochy ρ konstantńı.

Řešeńı. Plat́ı
fx =

x
√

x2 + y2
, fy =

y
√

x2 + y2
,

odtud

dS =
√

1 + f 2
x + f 2

y =

√

1 +
x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
=

√
2.

Pro hmotnost tak dostáváme

M =

∫∫

S

ρ(x, y, z) dS =

∫∫

D

ρ
√
2 dxdy =

√
2ρ

∫∫

D

dxdy = 4
√
2πρ.

Při výpočtu jsme užili skutečnosti, že posledńı integrál vyjadřuje obsah oblasti D, tedy kruhu
o poloměru 2. N

10.3 Plošný integrál druhého druhu

Protože nejd̊uležitěǰśı aplikaćı plošného integrálu 2. druhu je výpočet toku vektorového pole
orientovanou plochou, provedeme výklad tohoto integrálu na výpočtu této veličiny.

Přitom si představ́ıme, že část prostoru je vyplněna nestlačitelnou proud́ıćı kapalinou,
přičemž rychlost každé částice je určena jen jej́ı polohou a nezáviśı na čase. Pole rychlosti
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tohoto prouděńı je popsáno vektorovou funkćı ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).
Ve zkoumané části prostoru se nacháźı orientovaná plocha S. Chceme zjistit, jaké množstv́ı
tekutiny proteče plochou za jednotku času ve směru jej́ı orientace, tj. na tu stranu plochy,
kam směřuj́ı jej́ı normálové vektory určuj́ıćı orientaci. I v tomto př́ıpadě budeme uvažovat
plochu, která je grafem funkce z = f(x, y) na nějaké oblasti D.

Plošný integrál druhého druhu (tok T orientovanou plochou) definujeme jako plošný in-

tegrál prvńıho druhu ze skalárńı funkce, která je skalárńım součinem vektor̊u ~F (prouděńı)

a ~n (normála k ploše). Skalárńı součin ~F · ~n udává, kolik z prouděńı ~F teče kolmo kouskem
plochy dS.

Tok je největš́ı, jestliže ~F a ~n jsou rovnoběžné (vektory sv́ıraj́ı úhel θ = 0 a cos θ = 1).

Naopak tok je nulový, jestliže ~F a ~n jsou na sebe kolmé (vektory sv́ıraj́ı úhel θ = π
2
a cos θ = 0).

Definice 10.5. Necht’ S je hladká plocha orientovaná tak, že normálové vektory
”
směřuj́ı

nahoru“, tj. sv́ıraj́ı s kladným směrem osy z ostrý úhel, pak plošným integrálem druhého
druhu rozumı́me

∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S =

∫∫

S

~F (x, y, z) · ~n(x, y, z) dS,

kde ~n je jednotkový normálový vektor plochy S

~n =

(

−fx
√

1 + f 2
x + f 2

y

,
−fy

√

1 + f 2
x + f 2

y

,
1

√

1 + f 2
x + f 2

y

)

.

V př́ıpadě, že je plocha S orientovaná tak, že normálové vektory
”
směřuj́ı dol̊u“, tj. sv́ıraj́ı

s kladným směrem osy z tupý úhel, pak normálový vektor plochy S vezmeme

~n =

(

fx
√

1 + f 2
x + f 2

y

,
fy

√

1 + f 2
x + f 2

y

,
−1

√

1 + f 2
x + f 2

y

)

Vezmeme-li vektorovou funkci ~F ve tvaru ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)),
dostaneme z předchoźı definice pro plochu orientovanou vzh̊uru:

T =

∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S =

∫∫

S

~F (x, y, z) · ~n(x, y, z) dS

=

∫∫

S

(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) · (−fx,−fy, 1)
√

1 + f 2
x + f 2

y

dS =

=

∫∫

D

(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) · (−fx,−fy, 1)
√

1 + f 2
x + f 2

y

√

1 + f 2
x + f 2

y dxdy =

=

∫∫

D

(P (x, y, f(x, y)), Q(x, y, f(x, y)), R(x, y, f(x, y))) · (−fx,−fy, 1) dxdy.
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Odtud

T =

∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S =

=

∫∫

D

[−P (x, y, f(x, y))fx(x, y)−Q(x, y, f(x, y))fy(x, y) +R(x, y, f(x, y))] dxdy.

Pro plochu orientovanou dol̊u, dostaneme ve výsledném vzorci opačné znaménko, ale tvar
z̊ustane nezměněn.

Speciálńı př́ıpady plošného integrálu 2. druhu jsou:

a) Vektorové pole ~F = (0, 0, R(x, y)) a S : z = f(x, y), pro [x, y] ∈ D. Pro tok T plat́ı

T =

∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S = ±
∫∫

D

(0, 0, R(x, y, f(x, y)) · (−fx(x, y),−fy(x, y), 1) dxdy.

A odtud

T =

∫∫

D

R(x, y, f(x, y)) dxdy,

jestliže normála plochy
”
mı́̌ŕı nahoru“ (sv́ırá ostrý úhel s kladným směrem osy z), nebo

T = −
∫∫

D

R(x, y, f(x, y)) dxdy,

jestliže normála plochy
”
mı́̌ŕı dol̊u“ (sv́ırá tupý úhel s kladným směrem osy z).

b) Vektorové pole ~F = (P (x, y, z), Q(x, y, z), 0) a S : z = konst., tj. plocha S je rovnoběžná
s vodorovnou rovinou. V tomto př́ıpadě ~n = (0, 0,±1) a

∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S =

∫∫

D

(P (x, y, z), Q(x, y, z), 0) · (0, 0,±1) dxdy = 0.

Př́ıklad 10.6. Vypočtěte tok vektorového pole ~F (x, y, z) = (0, 0, 2) plochou S, která je
orientovaná tak, že normálové vektory sv́ıraj́ı s kladným směrem osy z ostrý úhel nebo pravý
úhel.

a) S : z = 2− y, kde 0 ≤ x ≤ 4, y ≥ 0 a z ≥ 0.
b) S : z =

√

4− y2, 0 ≤ x ≤ 4, y ≥ 0, z ≥ 0.
c) S je válcová plocha x2 + y2 = 4, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 2.

Řešeńı. a) Plat́ı ~n = (−fx,−fy, 1) = (0, 1, 1). Dostáváme

T =

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫

D

(0, 0, 2) · (0, 1, 1) dxdy = 2

∫∫

D

dxdy = 16.

Výsledek dvojného integrálu jsme źıskali úvahou, protože se jedná o obsah plochyD, kterou
je obdélńık o stranách 4 a 2 délkové jednotky. Tok plochou je tedy 16 jednotek toku.
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b) I v tomto př́ıpadě sv́ıraj́ı normálové vektory plochy ostrý úhel s kladným směrem osy z a
plat́ı ~n = (−fx,−fy, 1) = (0, y

4−y2 , 1). Dostáváme

T =

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫

D

(0, 0, 2) · (0, y

4− y2
, 1) dxdy = 2

∫∫

D

dxdy = 16.

Také v tomto př́ıpadě je oblast D stejný obdélńık jako v části a). Tok plochou je tedy opět
16 jednotek toku.

c) V tomto př́ıpadě jsou normálové vektory kolmé na kladný směr osy z, a tedy také na vektor
~F = (0, 0, 2) V každém bodě válcové plochy plat́ı

~F · ~n = 0.

Tok vektorového pole plochou je tedy v tomto př́ıpadě roven nule.
N

Př́ıklad 10.7. Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (2,−1, 1) kuželovou plochou

z = 2
√

x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 4,

která je orientovaná tak, že jej́ı normálové vektory sv́ıraj́ı s kladným směrem osy z tupý úhel.

Řešeńı. Plat́ı

fx =
2x

√

x2 + y2
,

2y
√

x2 + y2
,

odtud

~n =

(

2x
√

x2 + y2
,

2y
√

x2 + y2
,−1

)

.

Pro tok T pak dostáváme

T =

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫

D

(2,−1, 1) ·
(

2x
√

x2 + y2
,

2y
√

x2 + y2
,−1

)

dx dy =

=

∫∫

D

(

4x
√

x2 + y2
− 2y
√

x2 + y2
− 1

)

dx dy =

∫∫

D

4x− 2y
√

x2 + y2
dx dy −

∫∫

D

dx dy.

Źıskaný dvojný integrál jsme rozdělili na dva integrály pouze z d̊uvodu výpočtu. Prvńı integrál
vypočteme transformaćı do polárńıch souřadnic, ve kterých je oblast D určena nerovnicemi
0 ≤ ̺ ≤ 2 a 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Dostáváme

∫∫

D

4x− 2y
√

x2 + y2
dxdy =

∫ 2

0

d̺

∫ 2π

0

4̺ cosϕ− 2̺ sinϕ
√

̺2 cos2 ϕ+ ̺2 sin2 ϕ
̺ dϕ =

=

∫ 2

0

̺ d̺ ·
∫ 2π

0

(4 cosϕ− 2 sinϕ) dϕ =

=

[

̺2

2

]2

0

[4 sinϕ+ 2 cosϕ]2π0 = 0.
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Druhý integrál, pokud neuvažujeme znaménko, vyjadřuje obsah kruhu, jehož poloměr je 2.
Máme tedy

−
∫∫

D

dxdy = −4π.

Celkový tok T přes plochu S je roven −4π jednotek toku. N

10.4 Gauss-Ostrogradského věta

Analogíı Greenovy věty pro plošný integrál je Gauss-Ostrogradského věta, která umožňuje
převést výpočet plošného integrálu druhého druhu na výpočet trojného integrálu.

Věta 10.8. Necht’ ~F = (P,Q,R) je vektorová funkce definovaná na oblasti Ω ⊆ R
3 a necht’

G ⊂ Ω je oblast, jej́ı̌z hranićı je uzavřená plocha S orientovaná kladně. Necht’ P , Q, R, Px,
Qy a Rz jsou na Ω spojité. Pak plat́ı

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫∫

G

div ~F dx dy dz =

∫∫∫

G

(Px +Qy +Rz) dx dy dz.

Interpretujeme-li plošný integrál jako tok T vektorového pole uzavřenou plochou, pak

T = T1 − T2,

kde T1 je množstv́ı tekutiny, které z G vyteče za jednotku času, a T2 je množstv́ı tekutiny,
které do G za stejný čas přiteče.

Je-li T = 0, pak z oblasti vytéká právě tolik tekutiny, kolik do ńı vtéká.
Je-li T > 0, pak z oblasti vytéká za jednotku času v́ıce tekutiny, než kolik do ńı vtéká. Dá

se to vysvětlit tak, že uvnitř oblasti G se nacházej́ı tzv. zř́ıdla, tj. body, ve kterých nějakým
zp̊usobem přibývá tekutiny.

Je-li T < 0, pak z oblasti vytéká méně tekutiny, než kolik do ńı vtéká. To se dá vysvětlit
t́ım, že v oblasti se nacháźı tzv. nory, ve kterých se tekutina ztráćı.

Př́ıkladem uzavřené plochy je kulová plocha, povrch krychle, čtyřstěnu.

Př́ıklad 10.9. Vypočtete tok T =
∫∫

S

~F · d~S, kde ~F (P,Q,R) = (y2, z2, x2), přes povrch

krychle −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1 a −1 ≤ z ≤ 1 orientovaný tak, že normála mı́̌ŕı zvnitřku
ven.

Řešeńı. Jsou splněny předpoklady Gaussovy-Ostrogradského věty. Přitom

div ~F = Px +Qy +Rz = 0.

Plat́ı tedy

T =

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫∫

G

div ~F dxdydz = 0

N
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Cvičeńı

1. Pomoćı plošného integrálu spočtěte obsah plochy S, která je grafem funkce z =
√

x2 + y2

na oblasti D : x2 + y2 ≤ 4.

2. Vypočtěte obsah části plochy z = 1
2
(x2 + y2) lež́ıćı uvnitř válcové plochy x2 + y2 = 1.

3. Vypočtěte integrál
∫∫

S

(2x+ 4
3
y + z) dS, kde S je část roviny v 1. oktantu.

4. Vypočtěte tok vektorového pole F = (0; 0; 1) plochou S : z =
√

1− y2, kde 0 ≤ x ≤ 4,
y ≥ 0, z ≥ 0, a která je orientovaná tak, že normálový vektor sv́ırá s osou z ostrý úhel.

5. Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x, y, z) orientovanou plochou S, kterou je část
roviny x

2
+ y

3
+ z

4
= 1 v 1.oktantu a jej́ıž normálové vektory sv́ıraj́ı s osou z ostrý úhel.

6. Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x, y, z) orientovanou plochou S, kterou je část
kulové plocha x2 + y2 + z2 = 9, z ≥ 0, jej́ıž normálové vektory sv́ıraj́ı s osou z ostrý úhel.

Výsledky:

1. 4π
√
2 2. 2

3
π(2

√
2− 1) 3. 4

√
61 4. 4 5. 12 6. 54π
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Rejstř́ık

B

bod
stacionárńı, 63

D

definičńı obor, 40
derivace

parciálńı, 49
2. řádu, 53
geometrický význam, 51
smı́̌sené, 53

směrová, 52
diferenciál, 55

totálńı, 54
diferenciálńı rovnice, 1

lineárńı, 7
druhého řádu, 25

logistická, 19
se separovanými proměnnými, 5

divergence, 98
dvojný integrál, 71

E

extrém
absolutńı, 65
lokálńı, 62

F

Fubiniova věta, 73, 84
funkce

diferencovatelná, 55
dvou proměnných, 40
kmenová, 56
skalárńı, 95
vektorová, 95

G

gradient, 52
Greenova věta, 112

H

Hamilton̊uv operátor, 98
hraničńı bod, 46

I

integračńı faktor, 12

J

jakobián, 77

K

křivka
integrálńı, 2

L

lineárńı element, 2

M

metoda
integračńıho faktoru, 12
neurčitých koeficient̊u, 31
variace konstanty, 8

množina
ohraničená, 46
otevřená, 46
souvislá, 46
uzavřená, 46

O

oblast, 46
jednoduše souvislá, 56

okrajová úloha, 36
orientace

křivky, 104
plochy, 116

P

plocha, 115
hladká, 115

počátečńı podmı́nka, 2
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počátečńı úloha, 2
polárńı souřadnice, 76
pole, 95

konzervativńı, 97

R

řád diferenciálńı rovnice, 1
řešeńı

triviálńı, 36
řešeńı diferenciálńı rovnice, 1

lineárně nezávislá, 26
obecné, 1
partikulárńı, 1

rotace, 100
rovnice

charakteristická, 27

S

sférické souřadnice, 91
směrové pole, 2
součin

skalárńı, 52
vektorový, 99

V

vektor
normálový, 115

věta
Fubiniova, 72
Schwarzova, 54
Weierstrassova, 46

vlastńı č́ısla, 36
vlastńı funkce, 36
vrstevnice funkce, 41

W

wronskián, 27
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Státńı pedagogické nakladatelstv́ı, Praha 1982.
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