Poslednim tématem je kfivkovy integral druhého druhu. Ve skriptu ¢ast 9. 3 od strany 107. Jeho
vyznam je fyzikalni, dokonce i v pisemce byva nékdy zadan jako fyzikalni tiloha. JiZ na zakladni
Skole jste pocitali ,,praci“. Jisté si vzpominate na dlohu typu ,,vypoctéte praci, kterou koname,
pokud silou velikosti F ptisobime na téleso a premist'ujeme je po primé draze délky s“. Obé
veli¢iny vynasobime. Pozdéji sila neptisobila ve sméru dréhy a ve vzorci se objevil kosinus. Protoze
v tom okamziku nebyl k dispozici skalarni soucin vektort, nebylo mozné pocitat praci jako skalarni
soucin vektoru sily a vektoru drahy. Nicméné vzdy bychom pracovali se silou konstantni velikosti a
sméru a s pfimou drahou.

Nyni budeme pracovat s vektorovou funkci, v roviné nebo v prostoru. Prostoru se nemusime bat,
(prostoru) je definovana vektorova funkce, kterd ma dvé, resp. tfi slozky P, Q, R. V feSeném
prikladu 9. 12 je toto pole explicitné zadano, v ostatnich prikladech slozky vycteme ze zadani
prikladu. Krivkovy integral pocitame po orientované krivce, zavisi na pocatecnim a na koncovém
bodé. Jisté je rozdil, pokud pytel brambor neseme ze sklepa a nebo do sklepa. Fyzikalni interpretace
je popsana na str. 108.

Kf¥ivkovy integral druhého druhu je definovan v definici 9. 9. Je to pomérné ,,dlouha“ definice, z
prikladi ji pochopime. Vzorce v ramecku plati, pokud je kfivka orientovana souhlasné se svym
parametrickym vyjadrenim (tim jsme se zabyvali v minulém textu). Doporucuji postupovat tak, zZe v
prvnim fazi ,parametrizujeme, jak umime®, pak pouZijeme vzorce v ramecku, vypocitame urcité
integraly a ,,neZ vysledek podtrhneme®, tak si poloZime otazku, zda nasSe parametrizace odpovida
sméru, ve kterém je zadana orientace. Pokud ano, jsme hotovi. Pokud zjistime, Ze ne, u konecného
vysledku zménime znaménko.

Podivejte se na pr. 9. 11, kde pocitame po kladné orientované kruznici (obihame proti sméru
hodinovych rucicek). Slozky vektorové funkce jsou P = (x+y), Q = - (x-y). V této tloze to neni
tfeba ani takto vypisovat, staci za x a y dosadit z parametrickych rovnic kfivky, podle definice 9. 9
dosadit za dx a dy do dvou urcitych integralt. Jejich meze jsou stejné, odpovidaji mezim pro
parametr t. Proto Ize integraly spojit do jednoho a vypocitat. V ptikladu chybi diskuze o tom, zda
vysledek -8m je konecny. Podivejme se na parametrické rovnice kruznice. Pokud je t = 0, pak jsme
v bodé [2,0], jiZ vime, Ze parametr t odpovida soufadnici ¢ v polarnich sourfadnicich. Pokud se tedy
parametr t zvétSuje, bod na kruZnici se pohybuje proti sméru hodinovych rucicek. Parametrizace
tedy odpovida tomu, Ze se pohybujeme po kladné orientované kruznici. Vysledek je konecny.

V piikladu 9. 12 je kfivkou elipsa, to v Zadné pisemce nebude. Nicméné takto ,,fyzikalné“ priklady
v pisemce byt zadané mohou. Bude zadané silové pole, bude zadana orientovana krivka (dsecka,
cast kruznice nebo cela kruznice, cast paraboly). Z tohoto zadani vyjadfime kfivkovy integral
druhého druhu, ten pfevedeme na dva urcité, ty na jeden urcity a spocitame. Vyjdéte z toho, Ze
parametrizace vam byla ,,napovézena® a priklad si projdeéte.

Z fyziky stfedni Skoly si mozZna pamatujete, Ze pokud premist’ujete téleso v gravitacnim poli Zemé,
pak vykonana prace nezaleZi na draze, po které to délate, ale pouze na pocatecnim a koncovém
bodu. Praci pocitame kfivkovym integralem druhého druhu, takZe ma smysl se ptat na ,,nezavislost
takového integralu na integracni cesté“. Na cvicCeni bychom reSili podobnou ulohu, jako je 9. 16. Ta
ma tri Casti. Integral ma stejny tvar (tedy slozky vektorového pole jsou stejné), poCitame pres tri
orientované krivky, které maji ale vZdy stejny pocatecni a stejny koncovy bod. Spocitali bychom
vSechny tfi integraly — doporucuji, pokud pochopite priklad 9. 11 a mé priklady, spocitat si jako
cviceni také vSechny tfi. V pripadé lomené Cary pocitame nejprve po usecce AB, pak po usecce BC
a vysledky seCteme. Vyjde to vZdy stejné. Pozname to podle toho, Ze se rovnaji parcialni derivace
P, a Q.. V této uloze jsou obé rovny 2x. Porovnanim téchto derivaci zjistime, zda integral zavisi na
integracni cesté, nebo zda nezavisi. Pokud se derivace rovnaji, pak nezavisi a staci spocitat zadani



a). To je nejsnadnéjsi, po usecce. V této uloze nejsou problém ani zadani b) a c). Mohli bychom ale
parametrizovat uméli, ale po dosazeni bychom nevypocitali urcité integraly. Pokud by ale integral
nezavisel na integracni cesté, pak bychom na sloZitou kfivku zapomnéli, spocitali bychom to po
usecce a byli bychom hotovi.

Priklad, rozhodnéte, zda integral zavisi nebo nezavisi na integracni cesté, byva v pisemkach za
jeden bod. S rafinovanou otazkou, pokud nezavisi co to znamend, kdyZ je kfivka uzaviena, tedy
pocatecni a koncovy bod jsou stejné. Pak je integral roven nule, praci nekonate, vy, ani pole. Jisté si
pamatujete z fyziky, Ze kdyZ vynesete pytel cementu na stfechu a pak na vas volaji, Ze ho mate
donést zpét, Zadnou praci jste z fyzikalniho hlediska nevykonali. A mate radost.

Vyklad casti 9. 4 navazuje na pojem kmenova funkce, ktery byl zaveden v kapitole o parcialnich
derivacich funkce dvou proménnych, ¢ast 4. 5. Toto letos vynechame. Rovnéz si nevSimejte
Greenovy véty.

VSechny casti prikladu 2, str. 11, byste méli zvladnout. Zkuste i posledni, kde jsme v prostoru. V
uloze 3 ovérte jen nezavislost na integracni cesté, integraly nepocitejte.

Podivejme se jeSté na nékteré priklady v souboru priklady_chemici_9.pdf .

1. Je zadana usecka AB, pocital jsem tedy smérovy vektor také AB. Kdybych v parametrizaci vzal
vektor opacny, pak by odpovidal orientaci podle zadani a vysledek by byl spravny hned.

3. V prostoru mame tfi soufadnice a také krivkovy integral navic obsahuje i dz. Jinak je postup
stejny.

4. Cast kruznice, to si promyslete, to se studentim plete. Co je kladny smér? Co znamena ¢ ? Prace s
goniometrickymi funkcemi.

5. Takto by mohl vypadat priklad z pisemky. Podivejte jak z pole F sestavime integral. To je vlastné
jediny rozdil oproti jinym prikladtm.

6. Rozhodnout o tom, zda integral zavisi nebo nezavisi na integracni cesté, je casta uloha. A snadna.
Jen je tfeba pamatovat, co podle jaké proménné derivujeme. A kdyZ je v integralu mezi ¢leny
minus, tak s nim pracovat.



