2 METRICKY PROSTOR POLYNOMU

1 Metrické prostory - opakovani prednasky
M je mnozina a p zobrazeni p: M x M — R{, poté (M, p) je metricky prostor pokud plati
L p(x,y) > 0ap(z,y) =0 < x=y

2. p(z,y) = p(y, z)

3. p(z,y) + ply, ) = p(, 2)

2 Metricky prostor polynomiu

Méjme prostor polynomu nad intervalem [0, 1] libovolného stupné.
Pol ={a+bx+cx’*+--- ,2€[0,1],a,b,c,... € R}

Definujme metriku p pomoci integrdlu, ndsledujicim zpusobem, necht A(x) a B(x) jsou dva
polynomy pak

p(A,B) = / A(z) - B(z)|de

1. Jaka je dimenze toho prostoru?
2. Dokazte, ze p je metrika na prostoru Pol

3. Je tento prostor uplny? Pokud ne ukazte, alespon jeden piiklad posloupnosti, ktera ma
limitu mimo tento prostor.

4. Méjme podmnozinu polynomu druhého tadu
Poly = {a +bx +cx®, 2 €[0,1],a,b,¢c,... € [-1,1]}
Je tato mnozina uzaviena nebo oteviena? Jaky je prumér této mnoziny?

5. Méjme prostor spojitych funkei na intervalu [0, 1] s integralni metrikou. Jsou tyto
dva prostory izomorfni? Jak musime prostor spojitych funkci omezit abychom dostali
izomorfismus?

6. Je mnozina polynomu hustou podmnozinou v prostoru funkei?
7. Méjme dvé zobrazeni f : (Pol, p) — (Pol, p) definované takto:
(a)
a+br+cx® + - —>/(a+bx+cx2+---)dx

S tim, ze integracni konstantu z integralu polozime rovnu nule.



3 LIMITY A PARCIALNI DERIVACE FUNKCI VICE PROMENNYCH

1
a+br+crt - — —/(a+bx+cx2+---)dx
x
Znovu polozime integracni konstantu rovnu nule.

Ukazte, ze druhé zobrazeni zachovava fad polynomu. Postupnou iteraci najdéte néjaké
pevné body téchto zobrazeni? Existence téchto pevnych bodu je zarucena Banachovou
vétou, ale dukaz ze tato zobrazeni jsou kontrakce neni trivalni, pfesto muzeme pevné
body najit.

3 Limity a parcialni derivace funkci vice proménnych

3.1 limity

Dokazte Ze nasledujici limity neexistuji
x? —y? . zy . z%y
m —, m —, lim ——
(z,y)—(0,0) 22 4 y2 (z,9)—(0,0) 2 + 32 (z,9)—(0,0) 4 + 32

Vypoctéte nasledujici limity nebo dokazte, Ze neexistuji

2 _ 2 3., ,3
xt — x
lim Y , lim %,
(z,y)—(0,0) T — Y (z,y)—(0,0) = + Yy

2 -1 2
(dom. ukol) lim ~ Tyl =1
(zy)—=(0,1) 22+ (y —1)?

3.2 Funkce a derivace

Priklady na definiéni obory a vrstevnice najdete ve sbirce.
Méjme funkci dvou proménnych f(x,y) = /22 + 32

1. Nacrtnéte graf této funkce, jaky geometricky objekt ji odpovida?
2. Vypocitejte parcidlni derivace % a g—i
3. Napiste vzorec pro gradient této funkce, dokazete vysledné vektorové pole nacrtnout?

4. Vypoctéte druhé derivace této funkce a dokazte, ze smiSené derivace jsou zaménné
(symetrické) (doméci tikol, na piisti cviceni)

5. Preved’te funkci do polarnich soutadnic a ovérte si, ze predchozi vysledky dévaji smysl.
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se nazyvaji dvojndasobné (pop¥. postupné). Potom pro L,,, L, a
L= lim[x,y]—)[xo,yo] f(x,y) plati:
(i) existuji-li limity Ly, a Lyx takové, Ze L, = L, pak limita L nemus/
existovat,

(ii
(iii
(iv
(v) existuji-li limity Ly, a Ly, takové, Ze L,, # Ly, pak limita L
neexistuje.

existuje-li limita L (i nevlastni), pak L., a Ly nemusi existovat;
existuje-li L a n€ktera z limit L,, nebo L, pak se ob& rovnayi,
existuji-li limity L, Lyx a L, pak Ly, = L, = L;

)
)
)
)

Ve zkiabce ¢ limba existuse pokvd hezale-
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