
2 METRICKÝ PROSTOR POLYNOMŮ

1 Metrické prostory - opakováńı přednášky

M je množ́ına a ρ zobrazeńı ρ : M ×M → R+
0 , poté (M, ρ) je metrický prostor pokud plat́ı

1. ρ(x, y) ≥ 0 a ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x=y

2. ρ(x, y) = ρ(y, x)

3. ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z)

2 Metrický prostor polynomů

Mějme prostor polynomů nad intervalem [0, 1] libovolného stupně.

Pol = {a+ bx+ cx2 + · · · , x ∈ [0, 1] , a, b, c, . . . ∈ R}

Definujme metriku ρ pomoćı integrálu, následuj́ıćım zp̊usobem, necht’ A(x) a B(x) jsou dva
polynomy pak

ρ(A,B) =

1Z

0

|A(x)− B(x)|dx

1. Jaká je dimenze toho prostoru?

2. Dokažte, že ρ je metrika na prostoru Pol

3. Je tento prostor úplný? Pokud ne ukažte, alespoň jeden př́ıklad posloupnosti, která má
limitu mimo tento prostor.

4. Mějme podmnožinu polynomů druhého řádu

Pol2 = {a+ bx+ cx2, x ∈ [0, 1] , a, b, c, . . . ∈ [−1, 1]}

Je tato množina uzavřená nebo otevřená? Jaký je pr̊uměr této množiny?

5. Mějme prostor spojitých funkćı na intervalu [0, 1] s integrálńı metrikou. Jsou tyto
dva prostory izomorfńı? Jak muśıme prostor spojitých funkćı omezit abychom dostali
izomorfismus?

6. Je množina polynomů hustou podmnožinou v prostoru funkćı?

7. Mějme dvě zobrazeńı f : (Pol, ρ) → (Pol, ρ) definované takto:

(a)

a+ bx+ cx2 + · · · →
Z

a+ bx+ cx2 + · · ·
�
dx

S t́ım, že integračńı konstantu z integrálu polož́ıme rovnu nule.
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(b)

a+ bx+ cx2 + · · · → 1

x

Z
a+ bx+ cx2 + · · ·

�
dx

Znovu polož́ıme integračńı konstantu rovnu nule.

Ukažte, že druhé zobrazeńı zachovává řád polynomu. Postupnou iteraćı najděte nějaké
pevné body těchto zobrazeńı? Existence těchto pevných bod̊u je zaručena Banachovou
větou, ale d̊ukaz že tato zobrazeńı jsou kontrakce neńı triválńı, přesto můžeme pevné
body naj́ıt.

3 Limity a parciálńı derivace funkćı v́ıce proměnných

3.1 limity

Dokažte že následuj́ıćı limity neexistuj́ı

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
, lim

(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
, lim

(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2

Vypočtěte následuj́ıćı limity nebo dokažte, že neexistuj́ı

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x− y
, lim

(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y2
, (dom. ukol) lim

(x,y)→(0,1)

x2 + y(y − 1)2

x2 + (y − 1)2

3.2 Funkce a derivace

Př́ıklady na definičńı obory a vrstevnice najdete ve sb́ırce.

Mějme funkci dvou proměnných f(x, y) =
p
x2 + y2.

1. Načrtněte graf této funkce, jaký geometrický objekt ji odpov́ıdá?

2. Vypoč́ıtejte parciálńı derivace ∂f
∂x

a ∂f
∂y

3. Napǐste vzorec pro gradient této funkce, dokážete výsledné vektorové pole načrtnout?

4. Vypočtěte druhé derivace této funkce a dokažte, že smı́̌sené derivace jsou záměnné
(symetrické) (domáćı úkol, na př́ı̌st́ı cvičeńı)

5. Převed’te funkci do polárńıch souřadnic a ověřte si, že predchoźı výsledky dávaj́ı smysl.
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