1. ORTOGONALN{ A UNITARNI OPERATORY

1.1. Ortogonalni a unitarni zobrazeni

Necht U a V jsou vektorové prostory se skaldrnim souc¢inem nad R (resp. nad C).
Zobrazeni ¢ : U — V se nazyva ortogonalni (resp. unitdrni), jestlize pro vsechna
ug, uy € U plati

(p(ur), p(us)),, = (1, uz)y, .
Lemma. Je-li ¢ : U — V ortogondlni nebo unitarni, pak
(1) [le()][ = [|ull

(2) ¢ je prosté
(3) ¢ zobrazuje ortonormdlni bdzi na ortonormdlni seznam vektori.

Diikaz. (1) [le(w)|[* = (p(u), p(u)) = (u, u) = [[u||?
(2) Je-li (u) = 0, pak [Ju] = | lp(u)]| = 0, tedy u = 0.
(3) plyne z definice a z (1). O

Véta. Necht a = (ug,uy, ..., u,) je ortonormdini bdze v prostoru U a necht o : U —
U je linedrni operdtor. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentnsi:

(1) ¢ je ortogondlni (nad R) resp. unitirni (nad C)
(2) p(uy),p(ug),...,¢(u,) je ortonormdlni bdze
(3) Pro matici (¢)a.a = A plati

A7t = AT resp. A= AT
(pruh znamend matici komplexné sdruzenych cisel).

Diikaz. Provedeme pro U nad C.
(1) & (3) Podminku (p(u),¢(v)) = (u, v) lze v soutadnicich baze a prepsat takto:

x'(ATA)y = (Ax)T Ay = x'y.

Odtud AT A = &, coz je ekvivalentni s AT A =&, tedy A~ = AT,
(1) = (2) bylo dokédzano v pfedchozim
(2) <= (1) pocitame v soutadnicich baze «

(p(u), p(v)) = <Zwiw(ui), Zij(uj)> = Zw@ =x"y = (u,v)

1.2. Ortogonalni a unitarni matice
Redlna ¢tvercovd matice se nazyva ortogondlni, jestlize

A1 = AT neboli AAT = E.
Priklad.
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Unitarni matice Komplexni ¢tvercova matice se nazyva unitarni, jestlize
A7l = A" neboli AAT = €.

Kazda ortogonalni matice je unitarni.

Jak na matici A pozndme, ze se ortogonalni (unitérni)?

- jeji sloupce tvoii ortonormélni bézi v R™(C™)

- jeji tadky tvoii ortonormélni bézi v R™(C™)
1.3. Determinant ortogonalni matice
Plati

AAT = €.
Odtud
(det A)?* = det A. det AT = det & = 1.

Tedy determinant ortogonalni matice je +1.

Determinant unitarni matice
Plati B
AAT = €.
Odtud
| det A|* = (det A).(det A) = det A. det A = det A. det AT = det AA” = det & = 1.

Tedy determinant unitarni matice je komplexni ¢islo, které ma absolutni hodnotu 1.

1.4. Vlastni ¢isla unitarnich operatoru

Lemma.

(1) Viastni ¢isla unitdrniho operdtoru maji absolutni hodnotu 1.
(2) Vlastni vektory prislusné riznym vlastnim éislim jsou na sebe kolmé.

Diikaz. (1) Necht ¢(u) = Au. Potom
(u,u) = (p(u), p(u)) = (Au, \u) = A\ (u,u) = [A]* (u,u).
Protoze (u,u) > 0, je |A\? = 1.
(2) Necht Ay # X2 a 80(111) = A\juy, 80(112) = Aouy.
<u1,u2) = <90(U-1)a @(U2)> = <)\1u1, )\2112> = )\15\2 <111, 112>

Pokud (uy,uy) # 0, pak A Ay = 1. Protoze [A1| = [Xaf, je Ay = A\J%, tedy Ap = Ay, to
je spor. 0

1.5. Véta Necht ¢ : U — U je unitdrni operdtor. Potom v U existuje ortonormalni
baze o tvotend vlastnimi vektory. V této bazi

A1
Ao
(90)04,04 - . )

An
kde Ay, A9, ..., A\, € C jsou vlastni ¢isla tvaru

AL = COS (v, + 7 8in ay.
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Diikaz. Charakteristicky polynom operatoru ¢ ma v C aspon jeden koten ;. Tento
koten je vlastnim ¢islem operatoru ¢ s vlastnim vektorem u; velikosti 1. Dokézeme,
7e {u; }* je invariantni viiéi ¢. Necht v_Luy, pak

A (ur, 9(v)) = (p(u), 9(v) = {ur,v) = 0.

Protoze A\, # 0, je ©(v) kolmé na u;. Tedy {u;}* je invariantnf a ¢/{u;}* je opét
unitarn{ operator. Vezmeme Us = {u; }+ a uvazujme ¢ /U,. Takto pokracujeme indukef
az dostaneme ortonormalni bazi tvorenou vlastnimi vektory. O

1.6. Invariantni podprostory ortogonalnich operatoru

vvvvvv

pouze ortogonalni operatory v R™ zadané pomoci matic.

Lemma. Necht ¢ : R" — R" je linedrni operdtor zadany matici A, tj. p(x) = Ax.
Tato matice zaddvd linedrni operdtor ¢ : C" — C" stejnym predpisem ¢*(x) = Ax.
Jeslize A = a + b je vlastni éislo matice A nad C s vlastnim vektorem u = u; + iuy €
C", kde uy,uy € R, pak A = a — ib je rovnéz vlastnim cislem s vlastnim vektorem
u=u; —1Uy.

Dukaz. Plati
Au = \u.

Jestlize vsechny slozky vektoru na levé i pravé strané zaménime komplexné sdruzenymi
¢isly, dostaneme

At = i
A je redlna matice, proto A = A, tedy
At = \a.

0

Kazdou ortogonalni matici A muzeme chéapat rovnéz jako unitarni matici, kterd
zadava unitarni operator

ot (x) = Ax: C" — C"™.
S vyuzitim vlastnosti unitarnich operatoru dokézeme.

Lemma. Necht ¢ : R® — R" je ortogondini operdtor zadany ve standardni bdzi or-
togondlni matici A, tj. o(x) = Ax. Nechf X = cosa + isina # +1 je vlastni ¢islo
matice A nad C. Necht u = u; +iuy, € C*, u;,uy € R”, je vlastni vektor operdtoru
0% (x) = Ax v C". Potom plati
(1) [lw]] = [[uz]] @ uy Luy
(2) Dvourozmérny prostor V = [uy, us] C R" je invariantni vici ¢ a ¢ je na tomto
podprostoru otocenim o uhel a od vektoru uy k vektoru u;.

Diikaz. (1) X a X jsou dvé ruznd vlastni éisla unitdrniho operatoru ¢©(x) = A(x)
s vlastnimi vektory u a n € C". Ty jsou na sebe kolmé. Proto

0= (u; + fug, uy —iug) = (ug, uy) — (Ug, Uz) +i({uy, uy) + (uy, uy)).
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Porovnanim realné a imaginarni ¢asti dostaneme

[l ][* = [Juef* = (u,ur) — (uz,uz) =0
2(u;,wp) = (up,uy)+ (up,u;) =0  (nebot uy,uy € R").

A =cosa+isina = a4+ tb. Plati
Au = Au
A(uy +iuz) = (a+ib)(uy + iuy)
Au; +iduy, = (au; — buy) + i(bu; + auy)

Porovnanim realné a imaginarni ¢asti dostavame

Au; = au; — buy
AUQ = bll1 + auy
Tedy V = [uy, uy] je invariantni podprostor. Protoze ||u;|| = ||uz||, muzeme predpok-

ladat, ze oba vektory u; i uy jsou jednotkové. V ortonormalni bazi 5 = (uy, u;) ma ¢

maticl
a —=b cosa —sina
(QO/V)@/;: < b a ) - < sina  cosa )’

coz je matice otoc¢eni o uhel o od prvniho vektoru baze us k druhému vektoru béze
u. O

Véta. Necht ¢ : U — U je ortogondini zobrazeni. Potom U je direktnim souctem
navzdajem kolmych invariantnich podprostoru dimenze 1 a 2. V podprostorech dimenze
1 pusobi ¢ jako identita mebo —identita, v podprostorech dimenze 2 pusobi ¢ jako
otacendt.

Diikaz. Predpokladejme ¢ : R — R" p(x) = Ax, kde A je ortogonalni. A ma nad R
vlastni ¢isla 1, —1. Tém odpovidaji jednorozmérné invariantni podprostory. Nad C
ma A vlastni ¢isla cosa + isina # +£1. Tém odpovidaji dvourozmérné invariantni
podprostory. Staci ukdzat, Ze tyto prostory jsou navzajem kolmé. Necht k vlastnim
¢islim A # +1, p # +1 ma A vlastni vektory u = u; +1us a v = vy + 1vy. Ty lze
vybrat tak, ze jsou na sebe navzdje kolmé v C". Tedy

0= (v1 +ive,u; + tug) = (vi,uy) — (v, ug) +i({ve,us) — <V1,u2)/).

(. / .
~~ ~~

0 0

Rovnéz u; — iu, je vlastni vektor k A, tedy

0= <V1 + ng, u; — iu2) = \<V1, 111> + <V2,UQ>/—|—Z'(SV2, 111> + <V1, 1122).
0 0

0

7 téchto rovnic plyne

(Vi,w) = (vi,up) = (vo,up) = (va,up) = 0.
O
Disledek 1.7. KazZdd ortogondlni matice 3 x 3 reprezentuje geometricky otdacent kolem

osy slozené pripadné se symetrii podle roviny kolmé k této ose. Osa otdceni je urcena
vlastnim vektorem k vlastnimu c¢islu +1 nebo —1.
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Diikaz. Charakteristicky polynom stupné 3 ma aspon jeden realny koren. Tedy kazda
ortogonalni matice 3 x 3 ma aspon jedno vlastni ¢islo +1 nebo —1. Dalsi dvé vlastni
¢isla jsou tvaru cos a + isin «, cosa — i sin a (mohou byt i redlnd). Necht v je vlastni
vektor k +1 a u; + duy vlastni vektor ke cos a + isin o, pokud cosa + isina # +1.
Potom v bézi = (v, uz,u;) ma p(x) = Ax matici

+1 0 0
0 cosa —sina
0 sina cosa

Rovina [uy, u;] je kolmd k v a ¢/[uy, uy] je otoceni o thel a. V piipadé +1 jde tedy
o otaceni kolem osy [v] o thel «, v piipadé —1 jde o otdceni kolem osy [v] a reflexi

podle roviny [uy, u;]. Piipad cosa + isina = +1 davé otaceni o thel 0 nebo 7. O
2 _1 2
Priklad. A = % g —% je ortogonalni matice.
3 3 3
2

A= AE| = —A3+2)

—2A+1=(1=A)(A2=X+1) = (1—)) (,\ _ 1+;_\/§> ()\_ 1—¢\/§)
Vlastni vektor pifslusny k A = 1 je ¢(1,1,1)”. Vezméme ho jednotkovy

2
( 11 1 )T
V= T =T =y T =
V3 V3 V3
Ten urcuje osu otéceni. Vlastni vektor k A = 1++‘/§ Resfme rovnici

(A— 1”\/55) _0.

2

Po vynéasobeni vsech radku 6 dostavame matici soustavy:

1—143v3 ) 4 1—1i3V3 ) 4
4 1—1i3V3 -2 ~ 0 9—143v3 —i6V3
-2 4 1—1i3vV3 -2 4 1—1i3V3

7 druhé rovnice
(9 —i3V3)zy = i6V3x3
1+iv3

r3 = — 5 i)
21 spocitame z 3. rovnice. Pro volbu x5 = —2 dostaneme
To = -2
5 = 14+iV3

Vlastni vektor v C? je tedy

1—iv3 1 V3
-2 = -2 | +=2 0

1+iv/3 1 V3

u
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Zvolme uy, uy jako jednotkové
( 1 2 1 ) ( 1 0 1 )
W=\—7———7 7 U =\ —7=Y —0=
V6 VB VB V2 V2
Ptitom 1+;‘/§ = cos 3 + isin 3. Tedy matice A predstavuje linedrni operator v R3,

ktery je otocenfm o thel § kolem osy zadané vektorem (1,1,1) ve sméru od vektoru
u, k vektoru u;.

Piiklad. Najdéte matici nasledujiciho zobrazeni ¢ : R3 — R? ve standardni bazi: ¢
je otocenim kolem osy zadané rovnicemi z; = x5, 3 = 0 o 1hel § tak, ze ¢(1,0,0) ma
vsechny slozky kladné.

T
1. zpusob teseni: Osa je zadana jednotkovym vektorem v, = (?, ?, 0) . Ten dopliime

do ortonormalni béze

Plati
p(vi) = i
p(va) = v3
p(vs) = —vo

(Predstavte si geometricky:.)
Tedy v bazi § = (vq, Vs, v3) ma ¢ matici

10 0
()pp=|0 0 —1
01 0
V béazi € = (e, e, e3) bude mit ¢ matici
(©)ee = (id)es(0)p,(id) e = (id)e,5(0)p,((id)e,5)" = .
1 1 2
2w\ (1o 0\ (F 2oy (11 f
= 2 _v2 00 —1 V2 o_v2 g = 1 1 v
2 2 2 2 2 2 2
0 01 01 0 0 01 2 2 0
2. zpusob Teseni: 7 geometrického popisu spocitdme
T
©(1,0,0) = (a,a, V1— 2a2)
T ‘
V2 V2 _ _ 12
5 5 2a2—1:>a—§




Tedy

Analogicky
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