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Abstrakt

Nejjednodussim netrivialnim prikladem multilinearnich zobrazeni
jsou tzv. bilinedrni zobrazeni. Z nich se budeme soustfedit hlavné
na bilinearni formy, tj. na bilinearni zobrazeni s hodnotami

v prislusném ciselném télese. Od bilinearnich forem je uz jen krok
k tzv. kvadratickym formam.
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Timto krokem vystoupime ze svéta objektd linearnich (tj. "prvého

stupné") a dostaneme sa do svéta objektd kvadratickych (tj.
"druhého stupné").



Abstrakt

Nejjednodussim netrivialnim prikladem multilinearnich zobrazeni
jsou tzv. bilinedrni zobrazeni. Z nich se budeme soustfedit hlavné
na bilinearni formy, tj. na bilinearni zobrazeni s hodnotami

v prislusném ciselném télese. Od bilinearnich forem je uz jen krok
k tzv. kvadratickym formam.

Timto krokem vystoupime ze svéta objektd linearnich (tj. "prvého
stupné") a dostaneme sa do svéta objektd kvadratickych (tj.
"druhého stupné").

V celé kapitole K oznacuje néjaké pevné ale jinak libovolné cCiselné
téleso. Vektorovym prostorem budeme rozumét vektorovy prostor
nad K.
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Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy |

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad ciselnym télesem K.
Rikame, ze F : U x V. — W je bilinearni zobrazeni, pokud pro
vsechna x,X1,%2 € U, ¥,y¥1,¥, € V a ¢, € K plati

F(Xa C1Y1 + C2Y2) — ClF(X7 yl) + CQF(X7y2)7
F(cixi + &Xa,y) = ciF(x1,y) + eF(x2,y).



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy |

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad ciselnym télesem K.
Rikame, ze F : U x V. — W je bilinearni zobrazeni, pokud pro
vsechna x,X1,%2 € U, ¥,y¥1,¥, € V a ¢, € K plati

F(Xa C1Y1 _l_ C2Y2) — ClF(X7 yl) + C2F(x7y2)7
F(cixi + &Xa,y) = ciF(x1,y) + eF(x2,y).

Zobrazeni F : U x V — W je bilinearni pravé tehdy, kdyz
1. pro libovolné pevné x € U je pfifazenim y — F(x,y)
definované linearni zobrazeni V — W

2. a pro libovolné pevné y € V je prifazenim x — F(x,y)
definované linearni zobrazeni U — W.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy |l

Priklad

Pro pevné m, n, p je predpisem F(A,B) = A - B dané bilinearni
zobrazeni F : K™*" x K™P — K™*P_ Tedy ndsobeni matic je
bilinearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory matic prislusnych
rozmerda.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy |l

Priklad

Pro pevné m, n, p je predpisem F(A,B) = A - B dané bilinearni
zobrazeni F : K™*" x K™P — K™*P_ Tedy nasobeni matic je
bilinearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory matic prislusnych
rozmerda.

Priklad
Pro libovolné vektorové prostory U, V je predpisem
F(p,x) = ¢(X) definované bilinearni zobrazeni

F:L(V,U)x V= U.

To znamend, Ze na dosazeni argumentu do funkce se miizeme divat
Jako na bilinearni zobrazeni na prislusnych vektorovych prostorech.

Nejdiilezitéjsim pripadem takovéhoto bilinearniho zobrazeni je tzv.

dualita V* x V — K.
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Priklad

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W je predpisem
F(p,v) = @ o1 definované bilinearni zobrazeni
F:L(V,U)x L(W,V)— L(W,U).

Tedy kompozici mtizeme chapat jako bilinearni zobrazeni na
uvedenych vektorovych prostorech linearnich zobrazeni.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy Ill

Priklad

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W je predpisem
F(p,v) = @ o1 definované bilinearni zobrazeni
F:L(V,U)x L(W,V)— L(W,U).

Tedy kompozici mtizeme chapat jako bilinearni zobrazeni na
uvedenych vektorovych prostorech linearnich zobrazeni.

Bilinearni formou na vektorovych prostorech U, V rozumime
libovolné bilinearni zobrazeni F : U x V — K.
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Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory s bazemi
a=(ug,...,upy) resp. B=(vi,...,Vp).
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Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory s bazemi
a=(ug,...,upy) resp. B=(vi,...,Vp).

Potom pro libovolnou matici A = (a;;) € K™*" je predpisem

Fxy) = ()& -A-(Y)s =D aixiyj,

i=1 j=1

kde (X)o = (X1, -+, %m) ", (¥)g = (¥1,---,¥n) " jsou soufadnice
vektorti x € U, y € V v prislusnych bazich, definovana bilinearni
forma F: U x V — K.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy IV

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory s bazemi
a=(ug,...,upy) resp. B=(vi,...,Vp).

Potom pro libovolnou matici A = (a;;) € K™*" je predpisem

Fxy) = ()& -A-(Y)s =D aixiyj,

i=1 j=1

kde (X)o = (X1, -+, %m) ", (¥)g = (¥1,---,¥n) " jsou soufadnice
vektorti x € U, y € V v prislusnych bazich, definovana bilinearni
forma F: U x V — K.

Obracené, kazda bilinearni forma na vektorovych prostorech U, V
ma uvedeny tvar pro jednoznacné urcenou matici A € K™*", kde

ajj = F(u,-, VJ').



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy V

Matici bilinearni formy F : U x V — K vzhledem na baze «, 3
nazyvame matici

[Flas = (F(ui,v))) € K™,

ktera je slozena z hodnot formy F na dvojicich vektoril bazi «, 3.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy V

Matici bilinearni formy F : U x V — K vzhledem na baze «, 3
nazyvame matici

[F]aﬁ = (F(U,‘,Vj)) € Km><n7
ktera je slozena z hodnot formy F na dvojicich vektoril bazi «, 3.

Tvrzeni

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory s bazemi c,
resp. 3 a F: U x V — K je bilinearni forma. Potom pro vSechna
x € U,y eV plati

F(x,y) = (X)a  [Flas - (¥)s

a A = [Fla,g je jedind matice s touto vlastnosti.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy VI
Specialné kazda bilinearni forma
F:K"xK"—= K
na (sloupcovych) vektorovych prostorech K™, K™ ma tvar
m n
F(x,y)=x"-A-y= ZZa,-jx,-yj,
i=1 j=1

kde A = [F]&.(m)7€(n) je matice formy F vzhledem na kanonickou
bazi (™, g(n).



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy VI
Specialné kazda bilinearni forma
F:K"xK"—= K

na (sloupcovych) vektorovych prostorech K™, K™ ma tvar

m n

F(x,y)=x"-A-y= ZZa,-jx,-yj,

i=1 j=1
kde A = [F]&.(m)7€(n) je matice formy F vzhledem na kanonickou
bazi e(m g(n),

Tvrzeni

Necht Vi, V5 jsou koneéné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, oy, 31 jsou dvé baze prostoru Vi, i, (3> jsou dvé
baze prostoru V5 a F : V; x Vb, — K je bilinearni forma. Potom

[F]ﬁhﬁz = (P0417B1)T : [F]al,az : Pazﬂz'



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy VII

Priklad

Necht F : K™ x K" — K je bilinearni forma a o, (3 jsou néjaké
béaze prostorii K™, resp. K". Ozna¢me A = [Fla.,

M = [F].m ey matice formy F vzhledem na baze v, 3, resp.
vzhledem na kanonické baze ™, e\, Pak plati

A= (Pimo) M P g

a M- g3,
_
M= (Pycm) - APg.m

= (o)) TA-B1L.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy VIII

Tvrzeni

Necht U je m-rozmérny a V' je n-rozmérny vektorovy prostor nad

télesem K. Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou

nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice té stejné bilinearni formy F : U x V — K
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;

(i) existuji regularni matice P € K™ ™, Q € K"*" takové, ze
B=P-A-Q;

(iii) h(A) = h(B).



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy VIII

Tvrzeni

Necht U je m-rozmérny a V' je n-rozmérny vektorovy prostor nad

télesem K. Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou

nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice té stejné bilinearni formy F : U x V — K
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;

(i) existuji regularni matice P € K™ ™, Q € K"*" takové, ze
B=P-A-Q;

(iii) h(A) = h(B).

Na zakladé uvedeného tvrzeni miizeme korektné definovat hodnost
h(F) bilinearni formy F na konecné rozmérnych vektorovych
prostorech jako hodnost jejich matice vzhledem k libovolné dvojici
bazi.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy VIII

Dasledek

Pro kazdou bilinearni formu F : U x V' — K na koneé¢né
rozmérnych vektorovych prostorech nad télesesm K miizeme zvolit
bazi a prostoru U a bazi (3 prostoru V tak, Ze F ma vzhledem k
bazim «, B matici v blokovém tvaru

. I Op,n—n
[Flas = ( Om—hh Om_hn—n ) ’

kde m = dimU, n = dimV a h = h(F).



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy IX

Je-li F: U x V — K libovolna bilinearni forma, tak pro kazdé
x € U je predpisem px(y) = F(X,y) definovany linearni
funkcional px : V — K, tj. prvek dualu V* = L(V, K)
vektorového prostoru V.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy IX

Je-li F: U x V — K libovolna bilinearni forma, tak pro kazdé
x € U je predpisem px(y) = F(X,y) definovany linearni
funkcional px : V — K, tj. prvek dualu V* = L(V, K)
vektorového prostoru V.

Polozime-li F*(x) = ¢x, je tim definované zobrazeni
F:U— VvV~



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy IX

Je-li F: U x V — K libovolna bilinearni forma, tak pro kazdé
x € U je predpisem px(y) = F(X,y) definovany linearni
funkcional px : V — K, tj. prvek dualu V* = L(V, K)
vektorového prostoru V.

Polozime-li F*(x) = ¢x, je tim definované zobrazeni
F.:U— V.
Budeme se zabyvat otazkou, pro jaké F ma kazdy linearni

funkcional ¢ € V* tvar p = F*(x) pro né&jaké, pfipadné pro jediné
x € U.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy X
Véta
(a) Necht U, V jsou vektorové prostory a F : U x V — K je
bilinearni forma. Potom F* : U — V* je linearni zobrazeni.
(b) Jsou-li U, V' konecné rozmérné, pak h(F*) = h(F).
V diisledku toho je F* injektivni pravé tehdy, kdyz
h(F) = dimU, a F* je surjektivni pravé tehdy, kdyz
h(F) = dimV.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy X

Véta
(a) Necht U, V jsou vektorové prostory a F : U x V — K je
bilinearni forma. Potom F* : U — V'* je linearni zobrazeni.
(b) Jsou-li U, V' konecné rozmérné, pak h(F*) = h(F).
V diisledku toho je F* injektivni pravé tehdy, kdyz
h(F) = dimU, a F* je surjektivni pravé tehdy, kdyz
h(F) = dimV.

Diisledek
Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory stejné
dimenze. Potom pro kazdou bilinearni formu F : U x V — K jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) F*: U — V* je linearni izomorfismus;

(i) h(F) = dimU = dimV;
(iii) pro libovolné baze ax, B prostorti U, resp. V je [Flaa

regularni matice.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy XI|

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory stejné

dimenze.

Bilinearni forma F : U x V — K sa nazyva regularni, pokud
spliuje nékterou (a tedy viechny) z podminek posledniho disledku;
v opacném pripadé se F nazyva singularni.



Bilinearni zobrazeni a bilinearni formy XI|

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory stejné
dimenze.

Bilinearni forma F : U x V — K sa nazyva regularni, pokud

spliuje nékterou (a tedy viechny) z podminek posledniho disledku;
v opacném pripadé se F nazyva singularni.

Miizeme pak zvolit bazi a prostoru U a bazi 3 prostoru V tak, ze
F ma vzhledem k bazim «, 3 matici

[F]avﬁ = lp,
kde dimU = dimV = n.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy |

V této casti se budeme vyluéné vénovat bilinearnim formam, ve
kterych prvni i druha proménna probiha nad tim stejnym
vektorovym prostorem V/, t.j. bilinearnimi formami tvaru

F :V x V — K. Budeme je nazyvat bilinearnimi formami na
vektorovém prostoru V.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy |

V této casti se budeme vyluéné vénovat bilinearnim formam, ve
kterych prvni i druha proménna probiha nad tim stejnym
vektorovym prostorem V/, t.j. bilinearnimi formami tvaru

F :V x V — K. Budeme je nazyvat bilinearnimi formami na
vektorovém prostoru V.

Bilinearni forma F : V2 — K se nazyva symetricka, pokud pro
vsechna x,y € V plati

F(x,y) = F(y,x).



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy |

V této casti se budeme vyluéné vénovat bilinearnim formam, ve
kterych prvni i druha proménna probiha nad tim stejnym
vektorovym prostorem V/, t.j. bilinearnimi formami tvaru

F :V x V — K. Budeme je nazyvat bilinearnimi formami na
vektorovém prostoru V.

Bilinearni forma F : V2 — K se nazyva symetricka, pokud pro
vsechna x,y € V plati

F(x,y) = F(y,x).

Bilinearni forma F : V2 — K sa nazyva antisymetricka, pokud pro
vsechna x,y € V plati

F(x,y) = —F(y,x).



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy Il

Tvrzeni
Necht F je bilinedrni forma na vektorovém prostoru V' nad télesem
K tak, ze char K # 2. Pak F mizeme rozlozit na soucet

F:F0+F1

pro jednoznacné uréené bilinearni formy Fqo, F1 na V, pricemz Fy je
symetrickd a Fy je antisymetricka.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy Il

Tvrzeni
Necht F je bilinedrni forma na vektorovém prostoru V' nad télesem
K tak, ze char K # 2. Pak F mizeme rozlozit na soucet

F:F0+F1

pro jednoznacné uréené bilinearni formy Fqo, F1 na V, pricemz Fy je
symetrickd a Fy je antisymetricka.

Je-li F bilinearni forma na kone¢né rozmérném vektorovém prostoru
Vs bazi o = (uy, ..., u,), tak pod matici formy F vzhledem na
tuto bazi budeme rozumét jeji matici vzhledem na dvojici bazi «,
«; znacime ji [F]q. Tedy

[Fla = [Flaua = (F(uj, uy))

nxn'



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy Il

Pripomenme, Ze ¢tvercova matice A = (a,-j),,x,, sa nazyva
symetricka, pokud A = AT, t.j. pokud pro viechna i,j < n plati
aj = aji; podobne, A sa nazyva antisymetricka, pokud
A=_-AT, t.j. pokud pro viechna i,j < n plati a; = —aj;.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy Il

Pripomenme, Ze ¢tvercova matice A = (a,-J-)nX,, sa nazyva
symetricka, pokud A = AT, t.j. pokud pro viechna i,j < n plati
aj = aji; podobne, A sa nazyva antisymetricka, pokud
A=_-AT, t.j. pokud pro viechna i,j < n plati a; = —aj;.

Tvrzeni

Necht « je libovolna baze koneéné rozmérného vektorového

prostoru V' a F : V> — K je bilinearni forma na V. Potom

(a) F je symetricka pravé tehdy, kdyz jeji matice [Flq je
symetricka;

(b) F je antisymetricks pravé tehdy, kdy? jeji matice [F|q je
antisymetricka.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy Il

Nasobeni v télese mizeme chapat jako bilinearni formu

F : K> — K, kde F(a, b) = ab pro a, b € K. Ztotoznénim prvni
a druhé proménné dostavame zobrazeni g : K — K, kde

q(a) = F(a,a) = a°, t.j. "a-kvadrat".



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy Il

Nasobeni v télese mizeme chapat jako bilinearni formu

F : K> — K, kde F(a, b) = ab pro a, b € K. Ztotoznénim prvni
a druhé proménné dostavame zobrazeni g : K — K, kde

q(a) = F(a,a) = a°, t.j. "a-kvadrat".

Zobecnénim tohoto postupu dospé&jeme k pojmu kvadratické formy.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy Il

Nasobeni v télese mizeme chapat jako bilinearni formu

F : K> — K, kde F(a, b) = ab pro a, b € K. Ztotoznénim prvni
a druhé proménné dostavame zobrazeni g : K — K, kde

q(a) = F(a,a) = a°, t.j. "a-kvadrat".

Zobecnénim tohoto postupu dospé&jeme k pojmu kvadratické formy.

Zobrazeni g : V — K vektorového prostoru V' do télesa K sa
nazyva kvadraticka forma na V, pokud existuje bilinearni forma
F : V2 — K takova, ze pro véechna x € V plati

q(X) = F(X’X)'

Rikame, Ze bilinearni forma F indukuje kvadratickou formu g.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy IV

Je-li F: V2 — K néjaka bilinearni forma a G : V2 — K je
libovolna antisymetricka bilinearni forma, tak
F(x,x) = F(x,x) + G(x, x), nebot nutné G(x,x) = 0. Zejména

F(x,x) = Fo(x,X) + F1(x,Xx) = Fo(x, x).



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy IV

Je-li F: V2 — K néjaka bilinearni forma a G : V2 — K je
libovolna antisymetricka bilinearni forma, tak
F(x,x) = F(x,x) + G(x, x), nebot nutné G(x,x) = 0. Zejména

F(x,x) = Fo(x,X) + F1(x,Xx) = Fo(x, x).

Polarni formou kvadratické formy q : V — K nazyvame
symetrickou bilinearni formu F : V2 — K, ktera indukuje formu
q.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy IV

Je-li F: V2 — K néjaka bilinearni forma a G : V2 — K je
libovolna antisymetricka bilinearni forma, tak
F(x,x) = F(x,x) + G(x, x), nebot nutné G(x,x) = 0. Zejména

F(x,x) = Fo(x,X) + F1(x,Xx) = Fo(x, x).

Polarni formou kvadratické formy q : V — K nazyvame
symetrickou bilinearni formu F : V2 — K, ktera indukuje formu

q.

Tvrzeni

Necht q je kvadraticka forma na vektorovém prostoru V' nad
télesem K tak, Ze char K # 2. Potom existuje jedind symetricka
bilinearni forma F : V? — K tak, ze

q(X) = F(X,X)



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy V

Tvrzeni
Necht q : V — K je kvadraticka forma a F : V> — K je jeji
polarni forma tak, Zze char K # 2. Potom pro libovolné x,y € V

plati
(a(x +y) —q(x) —q(y))

(q(x) +q(y) — g(x—y))
(a(x+y) —aq(x—y)).

F(x,y)=

D= N[ N



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy V

Tvrzeni

Necht q : V — K je kvadraticka forma a F : V> — K je jeji
poléarni forma tak, Ze char K # 2. Potom pro libovolné x,y € V
plati

(a(x +y) —q(x) —q(y))
(q(x) +q(y) — g(x—y))

(g(x+y) —q(x—y)).

F(x,y)=

D= N[ N

Tyto rovnosti jsou jednoduchym zevseobecnénim znamych vzorcii
ab=1((a+ b)? — a*> — b?)
=1(2+ p* — (a— b)?)
=1((a+ b)*>—(a—b)?)

platnych pro libovolné a, b € K.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy VI

Matici kvadratické formy q : V — K na konecné rozmérném
vektorovém prostoru V' nad télesem K tak, ze char K # 2,
vzhledem na bazi a nazyvame matici jeji polarni formy vzhledem
na tuto bazi a znacime ji [q]a.

Matice [g] je timto pozadavkem jednoznaéné urcena a je to
vzdy symetrickd matice.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy VI

Matici kvadratické formy q : V — K na konecné rozmérném
vektorovém prostoru V' nad télesem K tak, ze char K # 2,
vzhledem na bazi a nazyvame matici jeji polarni formy vzhledem
na tuto bazi a znacime ji [q]a.

Matice [g] je timto pozadavkem jednoznaéné urcena a je to
vzdy symetrickd matice.

Hodnosti kvadratické formy q potom nazyvame hodnost jeji
matice vzhledem na jakoukoliv bazi a zna&ime ji h(q).

Ziejmé hodnost h(q) nezavisi od volby baze a rovna sa hodnosti
h(F) prislusné polarni formy.



Symetrické bilinearni formy a kvadratické formy VI

Matici kvadratické formy q : V — K na konecné rozmérném
vektorovém prostoru V' nad télesem K tak, ze char K # 2,
vzhledem na bazi a nazyvame matici jeji polarni formy vzhledem
na tuto bazi a znacime ji [q]a.

Matice [g] je timto pozadavkem jednoznaéné urcena a je to
vzdy symetrickd matice.

Hodnosti kvadratické formy q potom nazyvame hodnost jeji
matice vzhledem na jakoukoliv bazi a zna&ime ji h(q).

Ziejmé hodnost h(q) nezavisi od volby baze a rovna sa hodnosti
h(F) prislusné polarni formy.

Kvadraticka forma sa nazyva regularni, resp. singularni, pokud ma
prislusnou vlastnost jeji polarni forma.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem |

Je-li F : V? — K libovolna bilinearni forma na konecné rozmérném
vektorovém priestoru V' a A = (a;;)nxn je jeji matice vzhledem k
néjaké bazi a prostoru V/, tak pro indukovanou kvadratickou formu
qg:V — K avsechna x € V plati

q(x) = F(x,x) = ()& - A~ (X)a =Y > axix,

i=1 j=1

kde (X)o = (X1, - .., X,)" jsou prislusné souradnice.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem |

Je-li F : V? — K libovolna bilinearni forma na konecné rozmérném
vektorovém priestoru V' a A = (a;;)nxn je jeji matice vzhledem k
néjaké bazi a prostoru V/, tak pro indukovanou kvadratickou formu
qg:V — K avsechna x € V plati

4 = Fxx) = 0L A+ (e = 303 e
i=1 j=1
kde (X)o = (X1, - .., X,)" jsou prislusné souradnice.

Pokud F je navic symetricka, t.j. pokud A je pfimo matice formy g
v bazi a, tak uvedeny vyraz mizeme dale upravit na tvar

Za,,x 4+ 2 Z ajjXiX;.

1<i<j<n



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem |l

Volbou vhodné baze, tj. "zavedenim novych soufadnic", se mizeme
zbavit v3ech scitancii ajix;x; obsahujicich smiSené cleny a upravit
tak cely vyraz na diagonalni tvar

n
q(X) = Z a,-,-x,-2.
i=1



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem |l

Volbou vhodné baze, tj. "zavedenim novych soufadnic", se mizeme
zbavit v3ech scitancii ajix;x; obsahujicich smiSené cleny a upravit
tak cely vyraz na diagonalni tvar

n
q(X) = Z a,-,-x,-2.
i=1

Prislusny vypocet mazeme uskutecnit pomoci tzv. Lagrangeovy
metody, ktera pouziva dva typy tprav: jednak metodu doplnéni na
Ctverec, znamou ze stfedni Skoly, jednak substituci

1 1

2 2
xixj = 7 (xi + )" = 206 = %)%,

kterou pouzijeme v pfipadé, kdyz pro i # j je ajj # 0, ale
ajj = ajj = 0.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem Il
Priklad
Kvadraticks forma q : R* — R je pro x = (x1, x2, X3, X4)T e R*
dana jako q(x): — 2x22 + X1 x0 + 2X2X3 — 3X3X4

0 1/2 0 0
rl 2 2 1 0

0 1 0 =-3/2

0 0 -3/2 0



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem Il

Priklad
Kvadraticks forma q : R* — R je pro x = (x1, x2, X3, X4)T e R*
dana jako q(x): — 2x22 + xX1Xp + 2X2X3 — 3X3X4

0 1/2 0 0
sl 2 2 1 o |
0 1 0 -=3/2 '
0O 0 -3/2 0
Visechny smisené &leny obsahujici xo pripojime k ¢lenu —2x3 a

doplnime na ctverec:

_ 2 1
q(x) = =2 x5 — 53X — Xox3 | — 3x3X4

2
_ 1 1 1,2 1,2 1
= — 2( Xo— 3X1— 5X3 | — 1Xi — 71X — ZX1X3> — 3X3Xa

1 27 1,2 ,1.,2 1
= — s =4 +2x3)° + gxi +5X5 + 5xx3 — 3x3% .



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem IV

Poté pripojime smisené €leny obsahujici x; k ¢lenu %xlz a doplnime

na Etverec. Dostaneme

g(x)= — 3(x1 — 4x + 2x3)2 + 5 (x§ + 4x3 + 4x1x3) — 3x3x4
= — g( 1— 4x + 2X3)2 AF %(X1 + 2X3) —3x3% -



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem IV
Poté pripojime smisené €leny obsahujici x; k ¢lenu %xlz a doplnime
na ¢tverec. Dostaneme

a(x)= — 10a — 4 +2x6)% + (¢ + 43 + 4x1x3) — 3xaxa
= — g( 1 — 4x + 2x3)? +§(x1+2X3) — 3x3xs .

Pokud na R* zavedeme nové souradnice y = (y1, 2,3, y4) ", kde

yi=x1 — 4xo + 2x3
Yo=x1 + 2x3

3= X3+ X4

Ya= X3 — Xy,

tak pavodni kvadraticka forma g v nich ziska diagonalni tvar

1, 1., 3., 3
d@deF:81+8z—Z%+Zﬁ-



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem V
Matice
1 4 2 0
1 0 2 0
Q= 0O 0 1 1
0O 0 1 -1

zabezpecuje zménu soufadnicy = Q - x.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem V
Matice

1 4 2 0

1 0 2 O

Q= O 0 1 1

O 0 1 -1

zabezpecuje zménu soufadnicy = Q - x.

Q je matici prechodu z kanonické baze e do takové baze «
prostoru R*, v které pro véechna x € R?* plati (X)o =y = Q - x.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem V
Matice
1 4 2 0
1 0 2 O
Q= O 0 1 1
O 0 1 -1

zabezpecuje zménu soufadnicy = Q - x.

Q je matici prechodu z kanonické baze e do takové baze «
prostoru R*, v které pro véechna x € R?* plati (X)o =y = Q - x.
To znamen3, ze Q = Paoe = a1l Tedy o = Q1 tj. hledana
baze « je tvorena sloupci matice

0o 1 -1 -1
~1/4 1/4 0 0

0 0 1/2 1/2

0 0 1/2 —1/2



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem VI
Priklad

Nejednoznacnost diagonalniho tvaru a prislusné transformace

souradnic.
q(x, y)= 10x* + 5y* — 2xy

= (x+2y)*+ (3x — y)?
= H(10x — y)2 + £y2.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem VI
Priklad
Nejednoznacnost diagonalniho tvaru a prislusné transformace
souradnic.
q(x, y)= 10x* + 5y* — 2xy

= (x+2y)*+ (3x —y)?

= H(10x — y)2 + £y2.
Tvrzeni

Necht v, 3 jsou dvé baze koneéné rozmérného vektorového
prostoru V a F : V> — K je bilinearni forma na V. Potom pro
matice A = [Fla, B = [F|g formy F v téchto bazich plati

B=(Pag) A -P,gs.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem VII

Ctvercové matice A, B € K™ se nazyvaji kongruentni, piseme
A = B, pokud existuje regularni matice P € K"*" tak, ze

B=P"-A-P.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem VII

Ctvercové matice A, B € K™ se nazyvaji kongruentni, piseme
A = B, pokud existuje regularni matice P € K"*" tak, ze

B=P"-A-P.

Zrejmé kongruentni matice maji stejnou hodnost. Dale pro
libovolné matice A, B, C € K"*" plati

A=A,
A=B = B=A,
A

A=B&B=C = =C.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem VII

Ctvercové matice A, B € K™ se nazyvaji kongruentni, piseme
A = B, pokud existuje regularni matice P € K"*" tak, ze

B=P"-A-P.

Zrejmé kongruentni matice maji stejnou hodnost. Dale pro
libovolné matice A, B, C € K"*" plati

A=A,
A=B = B=A,
A=B&B=C = A=C.

Jinak feceno, vztah kongruence je reflexivni, symetricky a
tranzitivni, tj. je ekvivalenci na mnoziné K"™*".



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem VIII

Dale plati implikace
A=B&B=B" = A=A",

tj. pokud je jedna z dvou kongruentnich matic symetricka, tak je
symetricka i druha z nich.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem VIII

Dale plati implikace
A=B&B=B" = A=A",

tj. pokud je jedna z dvou kongruentnich matic symetricka, tak je
symetricka i druha z nich.

Tvrzeni

Necht' V' je n-rozmérny vektorovy prostor nad télesem K

charakteristiky # 2. Potom pro libovolné symetrické matice

A, B € K™ jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice té stejné symetrické bilinearni formy

F :V x V — K vzhledem k néakym dvéma bazim prostoru
V,'

(if) A, B jsou matice té stejné kvadratické formy q : V — K
vzhledem k néjakym dvéma bazim prostoru V/;

(i) A = B.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem VIII

Dale plati implikace
A=B&B=B" = A=A",

tj. pokud je jedna z dvou kongruentnich matic symetricka, tak je
symetricka i druha z nich.

Tvrzeni

Necht' V' je n-rozmérny vektorovy prostor nad télesem K

charakteristiky # 2. Potom pro libovolné symetrické matice

A, B € K™ jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice té stejné symetrické bilinearni formy

F :V x V — K vzhledem k néakym dvéma bazim prostoru
V,'

(if) A, B jsou matice té stejné kvadratické formy q : V — K
vzhledem k néjakym dvéma bazim prostoru V/;

(i) A = B.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem IX

Matice A, B € K™ jsou kongruentni prostfednictvim regularni
matice P € K"*". Matici P mizeme upravit na jednotkovou
matici |, pomoci elementarnich sloupcovych Gprav, kterym
zodpovida rozklad matice P na soucin elementarnich matic

P=E; ... -E



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem IX

Matice A, B € K™ jsou kongruentni prostfednictvim regularni
matice P € K"*". Matici P mizeme upravit na jednotkovou
matici |, pomoci elementarnich sloupcovych Gprav, kterym
zodpovida rozklad matice P na soucin elementarnich matic

P=E; ... -E

Potom
B=P".-A.P
—(Ey-... EQ)T-A-(E;-...-E))
—E/-....E] A-E;-... E,.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem X

Necht C € K"*" je libovolna matice a E € K™ " je elementarni

matice, ktera odpovida n&jaké ESO. Matice E” - C - E a C jsou

kongruentni a navic matice E” odpovida "stejné" ERO, jako byla
ESO reprezentovana matici E.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem X

Necht C € K"*" je libovolna matice a E € K™ je elementarni

matice, ktera odpovida n&jaké ESO. Matice E” - C - E a C jsou

kongruentni a navic matice E” odpovida "stejné" ERO, jako byla
ESO reprezentovana matici E.

Presnéji,
(a) pokud E odpovidala vyméné j-tého a j-tého sloupce, tak ET
odpovida vyméné i-tého a j-tého radku;



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem X

Necht C € K"*" je libovolna matice a E € K™ je elementarni

matice, ktera odpovida n&jaké ESO. Matice E” - C - E a C jsou

kongruentni a navic matice E” odpovida "stejné" ERO, jako byla

ESO reprezentovana matici E.

Presnéji,

(a) pokud E odpovidala vyméné j-tého a j-tého sloupce, tak ET
odpovida vyméné i-tého a j-tého radku;

(b) pokud E odpovidala vynasobeni i-tého sloupce nenulovym
skalarem ¢ € K, tak E” zodpovida vynasobenf i-tého fadku
timtéz stejnym skalarem c;



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem X

Necht C € K"*" je libovolna matice a E € K™ je elementarni
matice, ktera odpovida n&jaké ESO. Matice E” - C - E a C jsou
kongruentni a navic matice E” odpovida "stejné" ERO, jako byla
ESO reprezentovana matici E.

Presnéji,

(a) pokud E odpovidala vyméné j-tého a j-tého sloupce, tak ET
odpovida vyméné i-tého a j-tého radku;

(b) pokud E odpovidala vynasobeni i-tého sloupce nenulovym
skalarem ¢ € K, tak E” zodpovida vynasobenf i-tého fadku
timtéz stejnym skalarem c;

(¢) pokud E odpovidala pripocteni c-nasobku i-tého sloupce
k j-tému sloupci, tak ET zodpovida pricteni c-nasobku i-tého
radku k j-tému radku.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem X|

Matice E” - C - E tedy vznikne z matice C pomoci dvojice
symetricky sdruzenych elementarnich Gprav — jedné ESO a jedné
ERO.

Navic z asociativity nasobeni plati E” - (C-E) = (E” - C) - E, je
tedy jedno, v jakém poradi obé Gpravy provedeme.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem X

Matice E” - C - E tedy vznikne z matice C pomoci dvojice
symetricky sdruzenych elementarnich Gprav — jedné ESO a jedné
ERO.

Navic z asociativity nasobeni plati E” - (C-E) = (E” - C) - E, je
tedy jedno, v jakém poradi obé Gpravy provedeme.

Uprava symetrické matice A € K"*" na s ni kongruentni
diagonalni matici B € K"*" se realizuje v koneéné posloupnosti
kroki, z kterych kazdy sestava z jedné ESO a s ni symetricky
sdruzené ERO.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem X

Matice E” - C - E tedy vznikne z matice C pomoci dvojice
symetricky sdruzenych elementarnich Gprav — jedné ESO a jedné
ERO.

Navic z asociativity nasobeni plati E” - (C-E) = (E” - C) - E, je
tedy jedno, v jakém poradi obé Gpravy provedeme.

Uprava symetrické matice A € K"*" na s ni kongruentni
diagonalni matici B € K"*" se realizuje v koneéné posloupnosti
kroki, z kterych kazdy sestava z jedné ESO a s ni symetricky
sdruzené ERO.

Posloupnosti prislusnych ESO provedenych na jednotkové matici I,
ziskame téz prislusnou matici prechodu P takovou, ze plati

B=P".A.P.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem XII
Cely postup miizeme struéné zachytit pomoci schématu
ESO
A B
ERO
ESO

P

I



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem XI|
Cely postup miizeme struéné zachytit pomoci schématu
ESO
A B
ERO
ESO
1, P

Uprava symetrické matice A € K"*" na s ni kongruentni
diagonalni matici B € K"*" se realizuje v konecné posloupnosti
kroka, z kterych kazdy sestava z jedné ESO a s ni symetricky
sdruzené ERO.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem XI|
Cely postup miizeme struéné zachytit pomoci schématu
ESO
A B
ERO
ESO
1, P

Uprava symetrické matice A € K"*" na s ni kongruentni
diagonalni matici B € K"*" se realizuje v konecné posloupnosti
kroka, z kterych kazdy sestava z jedné ESO a s ni symetricky
sdruzené ERO.

Byla-li A matice né&jaké symetrické bilinearni formy, pripadné
kvadratické formy v bazi «, tak B je matici této formy v bazi

B=a-P(tj P=Pus).



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem XI|
Cely postup miizeme struéné zachytit pomoci schématu
ESO
A B
ERO
ESO
1, P

Uprava symetrické matice A € K"*" na s ni kongruentni
diagonalni matici B € K"*" se realizuje v konecné posloupnosti
kroka, z kterych kazdy sestava z jedné ESO a s ni symetricky
sdruzené ERO.

Byla-li A matice né&jaké symetrické bilinearni formy, pripadné
kvadratické formy v bazi «, tak B je matici této formy v bazi
B=a-P(tj P=Pus).

Pokud A je matici pfislusné formy na (sloupcovém) vektorovém
prostoru K" v kanonické bazi o = (", tak 3 = P, t.]. vektory
nové baze B jsou pfimo sloupce matice P.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XII|

Véta
Necht' V' je koneéné rozmérny vektorovy prostor nad télesem K
charakteristiky # 2. Potom



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XII|

Véta

Necht' V' je koneéné rozmérny vektorovy prostor nad télesem K

charakteristiky # 2. Potom

(a) kazda symetrickd matice A € K"*" je kongruentni s néjakou
diagonalni matici;



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XIII

Véta

Necht' V' je koneéné rozmérny vektorovy prostor nad télesem K

charakteristiky # 2. Potom

(a) kazda symetricka matice A € K"*" je kongruentni s néjakou
diagonalni matici;

(b) kazda symetricka bilinearni forma F : V2 — K ma ve vhodné
bazi prostoru V' diagonalni matici;



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XIII

Véta

Necht' V' je koneéné rozmérny vektorovy prostor nad télesem K

charakteristiky # 2. Potom

(a) kazda symetricka matice A € K"*" je kongruentni s néjakou
diagonalni matici;

(b) kazda symetricka bilinearni forma F : V2 — K ma ve vhodné
bazi prostoru V' diagonalni matici;

(c) kazda kvadratickd forma q : V' — K ma ve vhodné bazi
prostoru V' diagonalni matici.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XIII

Véta

Necht' V' je koneéné rozmérny vektorovy prostor nad télesem K

charakteristiky # 2. Potom

(a) kazda symetricka matice A € K"*" je kongruentni s néjakou
diagonalni matici;

(b) kazda symetricka bilinearni forma F : V2 — K ma ve vhodné
bazi prostoru V' diagonalni matici;

(c) kazda kvadratickd forma q : V' — K ma ve vhodné bazi
prostoru V' diagonalni matici.

Staci dokazat jen tvrzeni (a), tvrzeni (b), (c) jsou uz jeho
bezprostrednimi diisledky. Popiseme algoritmus, ktery nam rika,
jaké ESO a ERO je nutno postupné aplikovat na matici A.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XIV

(1) Necht i < n je nejmensi index takovy, ze a;; # 0. Potom
postupné pro kazdé j < n takové, ze j # i a a;; = aji # 0,
pripocteme
k j-tému sloupci matice (—%)—na’sobek i-tého sloupce
a v takto ziskané matici pFipc;(:teme
(—2£)-nasobek i-tého Fadku k j-tému Fadku.

Tedy pomoci diagonalniho prvku a;; # 0 vynulujeme vsechny
ostatni nenulové prvky i-tého Fadku a i-tého sloupce.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XIV

(1)

Necht / < n je nejmensi index takovy, ze a; # 0. Potom
postupné pro kazdé j < n takové, ze j # i a a;; = aji # 0,
pripocteme

k j-tému sloupci matice (—%)—na’sobek i-tého sloupce

a v takto ziskané matici pripocteme

(—2£)-nasobek i-tého Fadku k j-tému Fadku.

Tedy pomoci diagonalniho prvku a;; # 0 vynulujeme vsechny
ostatni nenulové prvky i-tého Fadku a i-tého sloupce.

Necht pro kazdé i < n plati: je-li a; # 0, tak a;j = a;; = 0
pro kazdé j £ i. Necht k < n je nejmensi index takovy, ze
akk = 0, ale k-ty radek neni identicky nulovy. Necht dale

J < n je nejmensi index takovy, ze axj = ajx # 0. Potom ke
k-tému sloupci matice pripocteme jeji j-ty sloupec a ke
k-tému radku takto ziskané matice pfipocteme jeji j-ty radek.
Vysledna matice ma na misté (k, k) prvek

akj aF djk = 2ajk ;A 0.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XV

Upravy typu (1) maji prednost, tj. vykondvame je tak dlouho, jak je
to jenom mozné nebo dokud neziskame diagonalni matici.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XV

Upravy typu (1) maji prednost, tj. vykondvame je tak dlouho, jak je
to jenom mozné nebo dokud neziskame diagonalni matici.

V opacném pripadé aplikujeme jednu dpravu typu (2). Po ni nikdy
nedostaneme diagonalni matici a vzdy miizeme aplikovat Gpravu
typu (1). Takto postupujeme, pokud to jen lze.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XV

Upravy typu (1) maji prednost, tj. vykondvame je tak dlouho, jak je
to jenom mozné nebo dokud neziskame diagonalni matici.

V opacném pripadé aplikujeme jednu dpravu typu (2). Po ni nikdy
nedostaneme diagonalni matici a vzdy miizeme aplikovat Gpravu
typu (1). Takto postupujeme, pokud to jen lze.

Pokud uz nemiizeme aplikovat zadnou z aprav (1), (2), znamena
to, Ze jsme dospéli k diagonalni matici.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XV

Upravy typu (1) maji prednost, tj. vykondvame je tak dlouho, jak je
to jenom mozné nebo dokud neziskame diagonalni matici.

V opacném pripadé aplikujeme jednu dpravu typu (2). Po ni nikdy
nedostaneme diagonalni matici a vzdy miizeme aplikovat Gpravu
typu (1). Takto postupujeme, pokud to jen lze.

Pokud uz nemiizeme aplikovat zadnou z aprav (1), (2), znamena
to, Ze jsme dospéli k diagonalni matici.

Protoze po kazdé tpravé typu (1) pfibudou alespon dva nulové
prvky mimo diagonalu a pfipadné nenulové prvky mimo diagonalu,
které pribyly v jejim disledku nebo jedné Gpravy typu (2), budou
vynulované dalsimi apravami typu (1), cely postup nutné skonci po
konecéném poctu kroki.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XVI

Mimo dprav (1), (2) mtizeme pouzit dalsi dva typy Gprav, bez

kterych sa sice mizeme obejit, ale s jejich pomoci mizeme docilit

""vhodnéjsi" tvar diagonalni matice formy pfipadné matice

prechodu.

(3) Vyména i-tého a j-tého sloupce matice a vzapéti i jejiho
i-tého a j-tého radku.

(4) Vynasobeni i-tého sloupce a vzapéti i i-tého fadku matice
libovolnym nenulovym skalarem ¢ € K (diagonalni prvek a;; se
tim zméni na ca;;).



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XVI

Mimo dprav (1), (2) mtizeme pouzit dalsi dva typy Gprav, bez
kterych sa sice mizeme obejit, ale s jejich pomoci mizeme docilit
""vhodnéjsi" tvar diagonalni matice formy pfipadné matice
prechodu.

(3) Vyména i-tého a j-tého sloupce matice a vzapéti i jejiho
i-tého a j-tého radku.

(4) Vynasobeni i-tého sloupce a vzapéti i i-tého fadku matice
libovolnym nenulovym skalarem ¢ € K (diagonalni prvek a;; se
tim zméni na ca;;).

Upravé (3) odpovida zaméné poradi souradnic x; <+ x; a (4)

substituci x;/c misto x;.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XVII

Priklad

Budeme upravovat symetrickou matici

0 12 0 0

12 =2 1 0 w
A o 1 o -3 |€R

0 0 —3/2 0

na s ni kongruentni diagonélni tvar.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XVII

Priklad

Budeme upravovat symetrickou matici

0 12 0 0

12 =2 1 0 w
A o 1 o -3 |€R

0 0 —3/2 0

na s ni kongruentni diagonalni tvar.

Zatneme upravami typu (1). Nejprve vynulujeme pomoci prvku
ax, = —2 zbyvajici nenulové prvky druhého sloupce a fadku.
Za tim tcelem pripocteme %—nésobek druhého sloupce

k prvnimu sloupci a vzapéti vykondme stejnou operaci s radky.
Potom pfipo¢teme -nasobek druhého sloupce k tietimu sloupci

2
a to jisté provedeme s radky.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem XVIII
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Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XIX

1/8 1/2 0 0 |1 000
0o -2 1 0 /0100
1/4 1 0 -3/2/00 1 0
0 0 -3/2 0 (0001
1 0 0 0 =
1/4 1 0 0

o o0 1 0

0O 0 0 1

1/8 0 1/4 0 |1 1/4 0 0
0 -2 1 0 |0 1 00
1/4 1 0 -3/2/0 0 1 0
0 0 -3/2 0 |0 0 01
1 0 0 0

1/4 1 0 0

0o 0 1 0

0 0 0 1




Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XX

1/8 0 1/4 0 |1 1/4 0 0
0 —2 1 0 [0 1 00
1/4 1 0 -3/2|0 0 1 0
0 0 =32 0 |0 0 01|
1 0 0 0

1/4 1 0 0

0o 0 1 0

0 0 0 1

1/8 0 1/4 0 |1 1/4 0 0
0 —2 0 0 [0 1 00
1/4 1 1/2 -3/2|0 0 1 0
0 0 -3/2 0 |0 0 01
1 0 0 0

1/4 1 1/2 0

0 0 1 0

0 0 0 1



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXI

1/8 0 1/4 0 |1 1/4 0 0
0 -2 0 0 /0 1 00
1/4 1 1/2 -3/2|0 0 1 0
0 0 -3/2 0 |0 0 01
1 0 0 0 =
1/4 1 1/2 0

0o 0 1 0

0 0 0 1

1/8 0 1/4 0 |1 1/4 0 0
0 -2 0 0 /0 1 00
1/4 0 1/2 -3/2|0 1/2 1 0
0 0 -3/2 0 |0 0 01
1 0 0 0

1/4 1 1/2 0

0o 0 1 0

0O 0 0 1



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXII

Dale vynulujeme pomoci prvku a;; = é zbyvajici nenulové prvky
prvniho sloupce a fadku, t.j. odpocitame dvojnasobek prvniho
sloupce od tretiho a to stejné provedeme s radky. Prislusnou
sloupcovou operaci provedeme i na matici ziskanou z ly.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXIII

1/8 0 1/4 0 |1 1/4 0 0
0 —2 0 0 [0 1 00
1/4 0 1/2 -3/2|0 1/2 1 0
0 0 =32 0 |0 0 01
1 0 0 0

1/4 1 1/2 0

0o 0 1 0

0 0 0 1

1/8 0 0 0 [1 1/4 0 0
0 -2 0 0 [0 1 00
1/4 0 0 —3/2(0 1/2 1 0
0 0 -3/2 0 |0 0 01
1 0 -2 0

1/4 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXIV

1/8 0 0 0 |1 1/4 0 0

0 -2 0 0 |0 1 00

1/4 0 0 -3/2|0 1/2 1 0

0 0 -32 0 [0 0 01

1 0 -2 0 =

1/4 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1/8 0 0 0 |1 1/4 0 0

0 -2 0 0 |0 1 00
0o (0) -3/2|-2 10
0o -32 (0)] o0 01

1 0 -2 0

1/4 1 0 0

0 0 1 0

0o 0 0 1




Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXV

Protoze Gpravu typu (1) nemtizeme dale aplikovat, pouzijeme
apravu typu (2).



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXV

Protoze Gpravu typu (1) nemtizeme dale aplikovat, pouzijeme
apravu typu (2).

Pripocitame ¢Etvrty sloupec k tfetimu a to stejné provedeme i pro
radky.

Potom uz opét miizeme pouzit tpravu typu (1). Odpoéitame

1 _nasobek tretiho sloupce od &tvrtého a to stejné provedeme i pro

2
radky.



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich

forem XXVI

1/8
0

0
=72

o OO, O O O

O O = O O O

0 0
0 0

(0) -3/2
-3/2 (0)
—2 0

0
1

= O O

o
w o o

~3/2
~3/2

/2

|

— =

ol\)
— O O O O

1
0

=2
0

1/4
1
0

0

0
0
1
0

o = O O

= O O O

= O O O




Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXVII

1/8 0 0 0 |1 1/4 00
0 -2 0 0 |0 1 00
0 0 -3/2 -3/2|-2 0 10
0 0 -32 0 |0 0 01
1 0 -2 0 =
1/4 1 0 0

o0 o0 1 0

0 0 1 1

1/8 0 0 0 |1 1/4 0 0
0 -2 0 0 |0 1 00
0 0 -3 -3/2|-2 0 11
0 0 -32 0 |0 0 01
1 0 -2 0

1/4 1 0 0

0 o0 1 0

0 0 1 1




Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXVII|

186 0 0 0 |1 1/400
0 -2 0 0|0 1 00
0 0 -3 -—32|-2 0 11
0 0 -32 0 |0 0 071
1 0 -2 o0 2
14 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 ]

18 0 0 0 |1 1/400
0 -2 0 0|0 1 00
0 0 -3 0 |-2 0 11
0 0 -3/2 3/4|0 0 01
1 0 -2 1

14 1 0 0

0 0 1 -1/2

0 0 1 12



Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXIX

1/8 0 0 0 |1 1/4 00

0 -2 0 0 1 00

o 0 -3 0 |-2 0 11

0 0 -3/2 3/4|0 0 01

1 0 -2 1 =
1/4 1 0 0

o 0 1 -1/2

o 0 1 1/2

18 0 0 0 |1 1/4 o0 0

0 -2 0 0 1 0 0

0O 0 -3 0 |-2 0 1 1

0 0 0 3/4 |1 0 -1/2 1/2
1 0 -2 1

1/4 1 0 0

0 0 1 -1/2

0o 0 1 1/2




Diagonalizace kvadratickych a symetrickych bilinearnich
forem XXX

Je tedy
1/8 0 0 O
~ e 0 -2 0 O  oT
Ax=B= 0 0 -3 0 =P"-A-P,
0 0 0 3/4
kde
1 0 -2 1
p_ 1/4 1 0 0
[ 0o o 1 -12
0 0 1 1/2
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