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Abstrakt

V této casti se omezime na bilinearni a kvadratické formy na
vektorovych prostorech nad Ciselnym télesem realnych cisel. Tento
zvlastni pripad je najdilezitéjsi z hlediska aplikaci linearni algebry
v geometrii a matematické analyze.
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Abstrakt

V této casti se omezime na bilinearni a kvadratické formy na
vektorovych prostorech nad Ciselnym télesem realnych cisel. Tento
zvlastni pripad je najdilezitéjsi z hlediska aplikaci linearni algebry
v geometrii a matematické analyze.

Mnozina realnych Cisel je mimo strukturu ciselného télesa vybavena
relaci usporadani, ktera je vhodné sladéna se sc¢itanim a nasobenim

na R.

Navic, pro a € R plati a > 0 praveé tehdy, kdyz existuje néjaké
b € R tak, ze a = b°. Tato vlastnost nam umozni objasnit a
klasifikovat strukturu bilinearnich a kvadratickych forem nad R.
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Signatura |

Necht A € R"™*" je symetrickad matice. Pak A je kongruentni

s néjakou diagonalni matici B € R™". Potom A a B maji stejnou
hodnost h(A) = h(B), ktera se rovna poctu nenulovych prvki na
diagonale matice B. Mimo hodnost jsou vsak i pocty kladnych a
zapornych prvkii na diagonale matice B invarianty, spolecnymi pro
navzajem kongruentni matice.



Signatura |

Necht A € R"™*" je symetrickad matice. Pak A je kongruentni

s néjakou diagonalni matici B € R™". Potom A a B maji stejnou
hodnost h(A) = h(B), ktera se rovna poctu nenulovych prvki na
diagonale matice B. Mimo hodnost jsou vsak i pocty kladnych a
zapornych prvkii na diagonale matice B invarianty, spolecnymi pro
navzajem kongruentni matice.

Pro libovolnou diagonélni matici A € R"*" polozme

U(A) = (5+7 5—, 50)7

kde s, je pocet kladnych, s_ pocet zapornych a sy pocet nulovych
prvki na diagonale matice A.

Usporadanou trojici o(A) = (sy,s_, so) nazyvame pak
signaturou matice A.



Signatura |l

Slozky signatury o(A) nejsou nezavislé.
Plati totiz

sy +s_ = h(A) a Sy +5_+s=n.
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To znamena, ze pfi znalosti rozméru n a hodnosti h(A) je
signatura jednoznacné urcena uz jednim z Cisel s, s_. Z tohoto
diivodu néktefi autori definuji signaturu jen jako Eislo s, .



Signatura |l

Slozky signatury o(A) nejsou nezavislé.
Plati totiz

sy +s_ = h(A) a Sy +5_+s=n.

To znamena, ze pfi znalosti rozméru n a hodnosti h(A) je
signatura jednoznacné urcena uz jednim z Cisel s, s_. Z tohoto
diivodu néktefi autori definuji signaturu jen jako Eislo s, .

Véta
(Sylvestriiv zakon setrvacnosti) Necht A, B € R"™" jsou
diagonalni matice. Potom

A=B = o(A)=0(B).



Signatura |l

Dokazana véta umoznuje korektné rozsifit definici signatury
z diagonalnich matic na vsechny symetrické matice, a rovnéz na
symetrické bilinearni a kvadratické formy.
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Signatura |l

Dokazana véta umoznuje korektné rozsifit definici signatury
z diagonalnich matic na vsechny symetrické matice, a rovnéz na
symetrické bilinearni a kvadratické formy.

Signaturou symetrické matice A € R"*", piseme o(A),
rozumime signaturu kazdé s ni kongruentni diagonalni matice

B e R™".

Signaturou symetrické bilinearni formy F : V> — R na kone¢né
rozmérném realném vektorovém prostoru V/, oznaéeni O'(F),
rozumime signaturu jeji matice vzhledem k libovolné bazi v V.

Signaturou kvadratické formy q: V — R na konecné
rozmérném vektorovém prostoru V nad R, oznaceni o(q),
rozumime signaturu jeji polarni formy.
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Pro symetrickou bilinearni i pro kvadratickou formu sa pfislusna
signatura rovna signature néjaké jeji diagonalni matice.
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Pro symetrickou bilinearni i pro kvadratickou formu sa pfislusna
signatura rovna signature néjaké jeji diagonalni matice.

Sylvestriiv zakon setrvacnosti spolu s vétou o kongruenci matic nam
zarucuji, ze libovolné dvé diagonalni matice zodpovidajici dané
formé vzhledem k riiznym bazim, ve kterych ma tato forma
diagonalni matici, maji stejnou signaturu.



Signatura IV

Pro symetrickou bilinearni i pro kvadratickou formu sa pfislusna
signatura rovna signature néjaké jeji diagonalni matice.

Sylvestriiv zakon setrvacnosti spolu s vétou o kongruenci matic nam
zarucuji, ze libovolné dvé diagonalni matice zodpovidajici dané
formé vzhledem k riiznym bazim, ve kterych ma tato forma
diagonalni matici, maji stejnou signaturu.

Kazdou realnou symetrickou matici A € R"*"” miizeme upravit na
s ni kongruentni diagonalni matici. Tu zase mzeme zménou poradi
prvki na diagonale upravit na s ni kongruentni matici tvaru

diag(dl, oo dk, —dk+1, oo —dk+/, O, 500 ,O),
——
m-krat

kde o(A) = (k,I,m)ad; > 0proi < k+|.



Signatura V

Pokud pro kazdé i < k + | vynasobime i-ty sloupec i radek
skalarem 1/4/d;, vyjde nam matice v blokové diagonalnim tvaru

A= diag(lk, —|/, Ome).



Signatura V

Pokud pro kazdé i < k + | vynasobime i-ty sloupec i radek
skalarem 1/4/d;, vyjde nam matice v blokové diagonalnim tvaru

A= diag(lk, —|/, Ome).

Spojenim této Gvahy se Sylvestrovym zakonem setrvacnosti
dostaneme

Véta
Necht A, B € R"*" jsou libovolné symetrické matice. Potom

A=B & o(A)=0(B).



Signatura VI

Dasledek
Necht V' je vektorovy prostor nad R konecné dimenze n. Potom

(a) kazda symetricka bilinearni forma F : V? — R ma ve vhodné
bazi o prostoru V' blokové diagonalni matici tvaru

[F]a — diag(lka _|/7 Om,m);

kde o(F) = (k, 1, m);
(b) kazda kvadraticka forma q : V' — R ma ve vhodné bazi o
prostoru V' diagonalni tvar

_ 2 2 _ 2 2
g(x) = xi + . X = X — -~ X

kde o(q) = (k,l,n—k —1) a (X)a = (X1, -, %n) "



Signatura VII

Kazdou symetrickou matici A typu n X n nad C i Q miazeme
upravit na s ni kongruentni diagonalni matici

A = diag(dy, ..., ds0,...,0),
kde h= h(A) ad; #0proj < h.
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upravit na s ni kongruentni diagonalni matici

A = diag(dy, ..., ds0,...,0),
kde h= h(A) ad; #0proj < h.

V komplexnim ptipadé si kazdy z prvkii d; miizeme vyjadrit
v goniometrickém tvaru
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kde r; =|d;| >0a 0 < q; < 27.



Signatura VII

Kazdou symetrickou matici A typu n X n nad C i Q miazeme
upravit na s ni kongruentni diagonalni matici

A = diag(dy, ..., ds0,...,0),
kde h= h(A) ad; #0proj < h.

V komplexnim ptipadé si kazdy z prvkii d; miizeme vyjadrit
v goniometrickém tvaru

d; = ri(cosaj +isinq;),
kde r; =|d;| >0a 0 < q; < 27.
Pokud pro kazdé j < h vynasobime j-ty sloupec i fadek skalarem

1 Qj Q;
¢ =—|cos = —isin—= |,
VAN 2
pro ktery plati CJ-2dj = 1, dostaneme
A = diag(lp, 0 m),
kde m =n — h.



Signatura VIII

Z toho vidime, ze nad ciselnym télesem C se nic podobné rozdéleni
nenulovych prvkov na kladné a zaporné nekona — viechny nenulové
prvky na diagonale jsou rovnocenné a miizeme je nahradit
jednickou.
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Z toho vidime, ze nad ciselnym télesem C se nic podobné rozdéleni
nenulovych prvkov na kladné a zaporné nekona — viechny nenulové

prvky na diagonale jsou rovnocenné a miizeme je nahradit
jednickou.

Jedinym invariantem, ktery jednoznaéné urcuje kongruenci
symetrickych matic i kanonicky tvar matic symetrickych bilinearnich
i kvadratickych forem nad C, je jejich hodnost, ktera tak plné
prebira alohu signatury v redlném pripadé.



Signatura VIII

Z toho vidime, ze nad ciselnym télesem C se nic podobné rozdéleni
nenulovych prvkov na kladné a zaporné nekona — viechny nenulové
prvky na diagonale jsou rovnocenné a miizeme je nahradit
jednickou.

Jedinym invariantem, ktery jednoznaéné urcuje kongruenci
symetrickych matic i kanonicky tvar matic symetrickych bilinearnich
i kvadratickych forem nad C, je jejich hodnost, ktera tak plné
prebira alohu signatury v redlném pripadé.

Tvrzeni

(a) Necht A, B € C"™" jsou symetrické matice. Potom A = B
pravé tehdy, kdyz h(A) = h(B).

(b) Necht V je kone¢né rozmérny vektorovy prostor nad C, a

F : V2 — C je symetricka bilinearni forma. Potom F ma vzhledem
k né&jaké bazi o prostoru V' matici v blokové diagonalnim tvaru

[Fla = diag(lp, Om.m), kde h = h(F) a m = dimV — h.



Signatura IX

Situace nad C je podstatné jednodussi nez nad R a dokazali jsme ji
zcela popsat.

Nad Q si tak lehko poradit nedovedeme. Zakladni problém tkvi

v tom, Ze ne viechna kladné racionalni ¢isla maji racionalni druhé
odmocniny.
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iracionality &isla v/2.



Signatura IX

Situace nad C je podstatné jednodussi nez nad R a dokazali jsme ji
zcela popsat.

Nad Q si tak lehko poradit nedovedeme. Zakladni problém tkvi

v tom, Ze ne viechna kladné racionalni ¢isla maji racionalni druhé
odmocniny.

NapF. pro matici rozméru 1 X 1 mame napt. (2) % (1) v dtisledku
iracionality &isla v/2.

Pro rozmér 2 X 2 mame napr.

(52)=(1)%(a1)
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Definitnost |

Necht V je vektorovy prostor nad Ciselnym télesem R.

Kvadraticka forma g : V — R se nazyva

(a) kladné (pozitivné) definitni, pokud q(x) > 0 pro kazdé
0#£xeV,

(b) kladné (pozitivné) semidefinitni, pokud g(x) > 0 pro kazdé
xeV;

(c) zdporné (negativné) definitni, pokud q(x) < O pro kazdé
0#xeV,

(d) zdporné (negativné) semidefinitni, jestlize g(x) < O pro kazdé
xeV,

(e) indefinitni, pokud existuji X,y € V tak, ze g(x) < 0 < g(y).



Definitnost |

Necht V je vektorovy prostor nad Ciselnym télesem R.

Kvadraticka forma g : V — R se nazyva

(a) kladné (pozitivné) definitni, pokud q(x) > 0 pro kazdé
0#£#xeV,

(b) kladné (pozitivné) semidefinitni, pokud g(x) > 0 pro kazdé
xeV;

(c) zdporné (negativné) definitni, pokud q(x) < O pro kazdé
0#xeV,

(d) zdporné (negativné) semidefinitni, jestlize g(x) < O pro kazdé
xeV,;

(e) indefinitni, pokud existuji X,y € V tak, ze g(x) < 0 < g(y).

Stejnou klasifikaci zavadime i pro symetrické bilinearni formy

F : V2> = R. Forma F ma prislusnou vlastnost definitnosti pravé
tehdy, kdyz ji indukovana kvadraticka forma g(x) = F(x,X), ma
tuto vlastnost.



Definitnost |l

Podobné, symetricka matice A € R"*" ma prislusnou vlastnost
definitnosti pravé tehdy, kdyz tuto vlastnost ma kvadraticka forma
g(x) = x" - A - x na prostoru R".
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Podobné, symetricka matice A € R"*" ma prislusnou vlastnost
definitnosti pravé tehdy, kdyz tuto vlastnost ma kvadraticka forma
g(x) = x" - A - x na prostoru R".

Evidentné plati: (a) = (b), (c) = (d), ale kazda z podminek (a),
(c), (e) vyluuje zbyvajici dvé. Dokonca (e) vylucuje kazdou

z podminek (b), (d). Podminky (b), (d) se vzajemné nevyluéuji, ale
jedina kvadraticka forma, ktera je zaroven kladné i zaporné
semidefinitni, je forma identicky rovna nule na V.
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V dimenzi n = 1 je to v3ak jedina (kladné nebo zaporné)
semidefinitni forma. V dimenzi n = 1 neexistuji zadné indefinitni
formy.



Definitnost |l

Podobné, symetricka matice A € R"*" ma prislusnou vlastnost
definitnosti pravé tehdy, kdyz tuto vlastnost ma kvadraticka forma
g(x) = x" - A - x na prostoru R".

Evidentné plati: (a) = (b), (c) = (d), ale kazda z podminek (a),
(c), (e) vyluuje zbyvajici dvé. Dokonca (e) vylucuje kazdou

z podminek (b), (d). Podminky (b), (d) se vzajemné nevyluéuji, ale
jedina kvadraticka forma, ktera je zaroven kladné i zaporné
semidefinitni, je forma identicky rovna nule na V.

V dimenzi n = 1 je to v3ak jedina (kladné nebo zaporné)
semidefinitni forma. V dimenzi n = 1 neexistuji zadné indefinitni
formy.

Totiz, vsechny kvadratické formy v jedné proménné jsou tvaru
g(x) = ke,

kde bud k > 0 nebo k < 0 nebo kK = 0.



Definitnost 11

Nasledujici tvrzeni poskytuje tplny popis definitnosti i regularity
kvadratickych forem (a zaroven i symetrickych bilinearnich forem a
symetrickych matic) v jazyce jejich signatury.



Definitnost 11

Nasledujici tvrzeni poskytuje tplny popis definitnosti i regularity
kvadratickych forem (a zaroven i symetrickych bilinearnich forem a
symetrickych matic) v jazyce jejich signatury.

Tvrzeni

Necht V' je n-rozmérny vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem R a
q : V — R je kvadraticka forma se signaturou o(q) = (s4+,5—,50)-
Potom

(2) q je kladné definitni pravé tehdy, kdyz plati o(q) = (n,0,0);
(b) q je kladné semidefinitni pravé tehdy, kdyz
o(q) = (h(q),0,n — h(q)):
(c) q je zaporné definitni pravé tehdy, kdyz o(q) = (0, n,0);
(d) q je zaporné semidefinitni pravé tehdy, kdyz
o(q) = (0, h(q), n — h(q))
(e) q je indefinitni pravé tehdy, kdyz s, > 1as_ > 1;
(f) q je regularni pravé tehdy, kdyz sy = 0.



Definitnost 1V

Diisledek
Symetrickd matice A € R"™" je kladné definitni pravé tehdy, kdyz
existuje regularni matice P € R™" tak, ze

A=P".P.



Definitnost 1V

Diisledek
Symetrickd matice A € R"™" je kladné definitni pravé tehdy, kdyz
existuje regularni matice P € R™" tak, ze

A=P".P.

Predchozi tvrzeni nam spolu s algoritmem na diagonalizaci
symetrické matice (pfipadné Lagrangeovou metodou) dava pfimy
navod na zjisténi charakteru definitnosti formy ¢ matice.



Definitnost 1V

Diisledek
Symetrickd matice A € R"™" je kladné definitni pravé tehdy, kdyz
existuje regularni matice P € R™" tak, ze

A=P".P.

Predchozi tvrzeni nam spolu s algoritmem na diagonalizaci
symetrické matice (pfipadné Lagrangeovou metodou) dava pfimy
navod na zjisténi charakteru definitnosti formy ¢ matice.

Tak napriklad kvadraticka forma
g(x1, X2, X3, X4) = x1%0 — 2x3 + 2x0x3 — 3x3%4

z naseho prikladu ma signaturu (2,2, 0), je tedy indefinitni a
regularni.



Definitnost V

Nékdy vsak muze byt uzitecné, jestlize dokazeme urcit charakter
definitnosti néjaké symetrické matice (a tim padem i ji urcené
kvadratické ¢i bilinearni formy) pfimo, t.j. bez jeji predchazejici
apravy na s ni kongruentni diagonalni tvar.



Definitnost V

Nékdy vsak muze byt uzitecné, jestlize dokazeme urcit charakter
definitnosti néjaké symetrické matice (a tim padem i ji urcené
kvadratické ¢i bilinearni formy) pfimo, t.j. bez jeji predchazejici
apravy na s ni kongruentni diagonalni tvar.

Zavedeme jistou modifikaci Gprav typu (1) — nazvéme je Gpravami

typu

(17) Necht i < n je nejmensi index takovy, ze a; # 0. Potom
postupné pro kazdé j < n takové, ze j > i a ajj = aj; # 0,
pripocteme k j-tému sloupci matice (—%)—nésobek I-tého
sloupce a v takto ziskané matici pfipocteme (—%)—nésobek
i-tého fadku k j-tému radku. Tedy pomoci diagonalniho prvku
a;; # 0 vynulujeme vsechny nenulové prvky i-tého radku i
sloupce, které lezi napravo resp. dole od prvku aj;.



Definitnost VI

Matice prechodu, ktera vznikne provedenim ESO, odpovidajicich
n&jakym apravam typu (17) na jednotkové matici, je vzdy horni
trojahelnikova matice s jednickami na diagonale. Soucin dvou
matic takéhoto tvaru ma téz takyto tvar.
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Matice prechodu, ktera vznikne provedenim ESO, odpovidajicich
n&jakym apravam typu (17) na jednotkové matici, je vzdy horni
trojahelnikova matice s jednickami na diagonale. Soucin dvou
matic takéhoto tvaru ma téz takyto tvar.

Je-li A = (a;)nxn matice nad libovolnym &iselnym télesem K a

1 < k < n, tak pro potfeby zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu bude
A oznacovat matici tvorenou levym hornim rohem rozméru k x k
matice A.



Definitnost VI

Matice prechodu, ktera vznikne provedenim ESO, odpovidajicich
n&jakym apravam typu (17) na jednotkové matici, je vzdy horni
trojahelnikova matice s jednickami na diagonale. Soucin dvou
matic takéhoto tvaru ma téz takyto tvar.

Je-li A = (a;)nxn matice nad libovolnym &iselnym télesem K a

1 < k < n, tak pro potfeby zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu bude
A oznacovat matici tvorenou levym hornim rohem rozméru k x k
matice A.

Tedy

dp1 42

A= (an), A, — ( a1 anp ) 7



Definitnost VI

Matice prechodu, ktera vznikne provedenim ESO, odpovidajicich
n&jakym apravam typu (17) na jednotkové matici, je vzdy horni
trojahelnikova matice s jednickami na diagonale. Soucin dvou
matic takéhoto tvaru ma téz takyto tvar.

Je-li A = (a;)nxn matice nad libovolnym &iselnym télesem K a

1 < k < n, tak pro potfeby zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu bude
A oznacovat matici tvorenou levym hornim rohem rozméru k x k
matice A.

Tedy

dp1 42

AL = (o). Azz(an 312)7
A, =A

Determinanty matic A, 1 < k < n, budeme nazyvat hlavni
minory matice A.



Definitnost VII
Véta
(Jacobi) Necht K je téleso a 0 # A € K"™" je symetrickd matice
hodnosti h. Potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) matice Ay, je regularni a matici A miZzeme upravit na s ni
kongruentni diagonalni tvar vyluéné pomoci dprav typu (17);

(i) |Ax| # 0 pro kazdé 1 < k < h, a plati

. A A
A= d1ag(|A1|7 :Aj;,..., |'|Ahﬁ|l|,0,...,0);

(iii) |Ak| # 0 pro kazdé 1 < k < h;

(iv) |Ak| # 0 pro kazdé 1 < k < h a matici A mizeme upravit
pouze dpravami typu (1) na s ni kongruentni diagonalni tvar

: A, A
d A 0,...,0]).
lag(‘ 1’7 ‘A1|7 ’|Ah—1” ) )




Definitnost VIII

Véta

(Sylvestrovo kritérium) Necht A € R"*" je symetricka matica.

Potom

(a) A je kladné definitni pravé tehdy, kdyz |Ax| > O pre vsechny
1<k <n;

(b) A je zaporné definitni pravé tehdy, kdyz (—1)%|Ax| > 0 pre
vsechnal < k < n.



Definitnost IX

Realnou funkci jedné proménné f: U — R definovanou na néjaké
oteviené mnoziné U, tj. pro kazdé a € U existuje £ > 0 tak, ze
otevieny interval (a —e,a+ ¢) je pod U, nazveme dostatecné
hladkou, pokud f ma na U kone€nou a spojitou prvni i druhou
derivaci.



Definitnost IX

Realnou funkci jedné proménné f: U — R definovanou na néjaké
oteviené mnoziné U, tj. pro kazdé a € U existuje £ > 0 tak, ze
otevieny interval (a —e,a+ ¢) je pod U, nazveme dostatecné
hladkou, pokud f ma na U kone€nou a spojitou prvni i druhou
derivaci.

Z matematické analyzy vime, Ze pre takovou funkci f mame v
kazdém bodé a € U Taylorav rozvoj

F(3) = F(a) + F/()(x — a) + 57 (a)(x — a)° + () (x — o)}

pro x z jistého okoli N C U bodu a. Pfitom funkce #: N — R je
spojita a vyhovuje podmince 6(a) = 0. Tedy absolutni hodnota
zbytku 6(x)(x — a)? je v dostate¢né malém okoli M C N bodu a

v porovnani s ostatnimi ¢leny uvedeného rozvoje zanedbatelné mala.



Definitnost X

Pre x z tohoto malého okoli bodu a teda Ize psat
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stacionarni nebo také kritické body funkce f.



Definitnost X

Pre x z tohoto malého okoli bodu a teda Ize psat

) £(2) + F(a)(x — 2) + 3F"(a)(x — a)’

Pokud f’(a) # 0, tak linearni ¢len f'(a)(x — a) méni v bodé a
znaménko a v dostatec¢né malém okoli bodu a prevazuje nad
kvadratickym &lenem 1f"(a)(x — a)?.

Proto dostatecné hladka funkce miize nabyt na oteviené mnoziné
extrémy jen v bodech a, pro které plati f'(a) = 0. Ty nazyvame
stacionarni nebo také kritické body funkce f.

Je-li a € U je stacionarni bod, tak uvedeny Taylorov rozvoj ma
v tomto bodé tvar

Fx) = F(2)+ 5 F"(2)(x—af+00x) (x—a)’ = F(a) 57" (a)(x—a)’

pro x € M.



Definitnost Xl

f(x)~ f(a)+ %f”(a)(x — 3)2

Pokud f”(a) > 0, tak f(a) < f(x) pro vsechna x # a z né&jakého
okoli L € M bodu a, tedy f ma v bodé a ostré lokalni minimum.
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Definitnost Xl

f(x)~ f(a)+ %f”(a)(x — 3)2

Pokud f”(a) > 0, tak f(a) < f(x) pro vsechna x # a z né&jakého
okoli L € M bodu a, tedy f ma v bodé a ostré lokalni minimum.

Pokud ”(a) < 0, tak f(a) > f(x) pro vechna x # a z né&jakého
okoli L € M bodu a, tedy f ma v bodé a ostré lokalni maximum.

Poku f”(a) = 0, neumime na zakladé prvni a druhé derivace urcit,
zda f ma v bodé a extrém ani charakter mozného extrému.

Podobné avahy funguji pfi hledani extrému funkci vice proménnych,
jen se druha derivace nahradi tzv. Hessovou matici parcialnich
druhych derivaci a rozhodujeme se podle toho, zda Hessova matice
je pozitivné definitni ¢i negativné definitni.
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