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Abstrakt

V této kapitole si ukazeme, ze i nediagonalizovatelné linearni
operatory ¢i matice mizeme volbou vhodné baze upravit na tzv.
Jordaniiv kanonicky tvar, ktery je — alespon na pohledd — velmi
blizky diagonalnimu tvaru.
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Jordantv kanonicky tvar matice |

Motivace 1: Existuji linearni operatory, které nelze
diagonalizovat, tj. nelze je ve vhodné bazi psat jako

A 0 .00

0 A
(P)aa = . :

0 0 ... X,
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Motivace 1: Existuji linearni operatory, které nelze
diagonalizovat, tj. nelze je ve vhodné bazi psat jako

A 0 ... 0
0 A
(('O)a’a -~ : -.2 . :
0 0 ... X\,
2 3
Uvazme matici A= ( 0 2 )

a zobrazeni ¢: R? — R? uréené predpisem ¢(x) = A - x. Vlastni

0 2-
Vlastni ¢islo 2 je algebraické nasobnosti 2, ale geometrické
nasobnosti 1. Totiz, prostor feSeni homogenniho systému rovnic

( 03 ) méa dimenzi jedna.

Cisla jsou koreny determinantu det ( 2-A 3 \ > = (A —2)%

0 0



Jordantiv kanonicky tvar matice |l

Reseni homogenniho systému rovnic ( 8 8 ) je pak tvaru

p
0 )
. . . . 20
Tedy neexistuje baze a takova, ze by v ni bylo (¢)a,a = 0 2 )

: : 2 , .
tj. matice < 0 g ) neni podobna zadné diagonalni matici, neplati

tedy
2 3\ _ p-1. 2 .0 p
0 2 0 2
pro zadnou regularni matici P.
Cilem je najit pro obecny operator ¢ bazi o tak, aby matice

(¢)a.a byla co nejjednodussi. Hledany tvar se nazyva Jordaniv
kanonicky tvar.






Jordantv kanonicky tvar matice |l - Opakovani

Oznacme J, € K"*" &tvercovou matici fadu n, jejiz prvky na
mistech (i, 7 + 1) jsou rovné 1 pro 1 < i < n—1 a vSechny ostatni
prvky jsou rovné 0. Zrejmé h(J,) = n — 1. Déle polozme

A1 0 ... 0
0\ 1 0
JoN) =M, +d,=| - :
00 ... x 1
00 ... 0 A\

pro A € K. Tedy J,(\) je tvorena diagonalou z n lambd, vedlejsi
diagonalou vpravo od ni z n — 1 jednotek a zbytek jsou nuly.

Kazda matice tvaru J,(\) sa nazyva Jordanova bunka tadu n.
Zrejmé i J, = J,(0) je Jordanova bunka.



Jordantv kanonicky tvar matice IV

Rikame, ze matice A € K"<" je v Jordanové kanonickém tvaru,
zkracené JKT, ma-li blokové diagonalni tvar

A = diag(Jp, (A1), - .., In, (M),

kde Jp,(Ai) jsou Jordanovy buiky rozmérd n; x nj, prislusejici
skalarim \; € K.



Jordantv kanonicky tvar matice IV

Rikame, ze matice A € K"<" je v Jordanové kanonickém tvaru,
zkracené JKT, ma-li blokové diagonalni tvar

A = diag(Jp, (A1), - .., In, (M),

kde Jp,(Ai) jsou Jordanovy buiky rozmérd n; x nj, prislusejici
skalarim \; € K.

Ziejmé v takovém pripadé je n1 + ...+ ng =na Ama
charakteristicky polynom

det(A —XI) = (Al —X)"1 ()\k = X)m‘.

Vidime, ze skalar A € K je vlastni hodnotou matice A pravé
tehdy, kdyz se nachazi v seznamu Ag, ..., Ax.



Jordantv kanonicky tvar matice V

Protoze A1, ..., Ax nemusi byt nutné riizné, algebraicka nasobnost
A vzhledem k A je soucet velikosti bloki s hodnotou A na
diagonale, tj.

E n;.
A=A



Jordantv kanonicky tvar matice V

Protoze A1, ..., Ax nemusi byt nutné riizné, algebraicka nasobnost
A vzhledem k A je soucet velikosti bloki s hodnotou A na
diagonale, tj.

E n;.
A=A

Bloku Jp, (i), bez ohledu na velikost n;, odpovida pouze
jednorozmérny vlastni podprostor — proto je geometricka
nasobnost )\ vzhledem k A rovna poctu takovych bloki, t.j.

poctu prvkéi mnoziny

{i < k; A=A}



(¢ — Aidy)(u1)
(o — Aidy)(u2)

(¢ — Aldv)(uk)




e—=ANdy: ug — U1 ... ux > up = 0.



Jordantv kanonicky tvar matice VII

p—Aldy:ug— ug_1+— ...— ux— uy — 0.

Potom prvni vektor u; fetézce B (v nasem schématu prvni
nenulovy vektor zprava) je vlastnim vektorem operatoru ¢
prislusnym vlastni hodnoté \. Cely fetézec je pak tvoren
postupnymi obrazy posledniho vektoru uy (v nasem schématu
prvniho vektoru zleva) v zobrazeni ¢ — Aidy, tj.

8= (uk, (p — )\idv)(uk), oo (p— /\id\/)kf1 (uk)).



Aup e U
uip+Auy e U
u + A uz e U

u_1+ A ugel.




Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice |

Priklad
Uvazujme matici
1 0 2 -2
131 -1 4x4
A= 100 -1 e R™™%.
3 4 3 -4

Jeji charakteristicky polynom
det(A — xI) = x* —2x® + 1 = (x — 1)(x + 1)?

ma dva kofeny x; 2 =1 a x34 = —1, oba dvojnasobné. Najdeme
k nim pfislusné vlastni vektory.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice |l
Podprostor feseni homogenni soustavy s matici

00 2 -2 100 -2
12 1 -1 010 1
A-I=1f19 3 1~lo0oo01 -1
34 3 -5 000 O

je jednorozmérny, generovany vlastnim vektorem
vi = (2,—1,1,1)". Algebraicky dvojnasobné vlastni ¢islo 1 ma
tedy geometrickou nasobnost 1.
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Podprostor feseni homogenni soustavy s matici

00 2 -2 100 -2
12 1 -1 010 1
A-I=1f19 3 1~lo0oo01 -1
34 3 -5 000 O

je jednorozmérny, generovany vlastnim vektorem
vi = (2,—1,1,1)". Algebraicky dvojnasobné vlastni ¢islo 1 ma
tedy geometrickou nasobnost 1.

Dalsi vektor fetézce najdeme jako néjaké feseni x = v, soustavy
(A—1)-x = vy Gpravou jeji rozsifené matice

00 2 -2] 2 100 —2| 2
12 1 -1/ -1 010 1]|-2
10 -1 -1 1] 7]oo1 —1] 1|
34 3 -5|1 000 0] O

tedy napf. vo = (2,-2,1,0)7.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice Il

Podprostor feseni homogenni soustavy s matici

2 0 2 -2 101 -1
14 1 -1 010 0
Atl=11 01 “1]~]o 0 0 o
3 4 3 3 000 0

ma dimenzi 2 (a takova je i geometricka nasobnost algebraicky
dvojnasobného vlastniho &isla —1); jeho bazi tvori vlastni vektory
v3 =(1,0,—-1,0)", v4 = (1,0,0,1)".
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Podprostor feseni homogenni soustavy s matici

2 0 2 -2 101 -1
14 1 -1 010 0
Atl=11 01 “1]~]o 0 0 o
3 4 3 3 000 0

ma dimenzi 2 (a takova je i geometricka nasobnost algebraicky
dvojnasobného vlastniho &isla —1); jeho bazi tvori vlastni vektory
v3 =(1,0,—-1,0)", v4 = (1,0,0,1)".

A je tedy podobna matici v JKT

J = diag(J2(1),-1,-1) =

o O o
O O = =
|
—



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice 1V

Prislusna Jordanova baze (vi, va, v3, v4) je tvorena sloupci matice

prechodu
2 2 1 1
-1 -2 0 O
P= 1 1 -1 0
1 0 0 1
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Prislusna Jordanova baze (vi, va, v3, v4) je tvorena sloupci matice

prechodu
2 2 1 1
-1 -2 0 O
P= 1 1 -1 0
1 0 0 1

Na predchozim prikladé bylo vidét, ze je pomérné snadné se
vyporadat s Fetézci vektoril, pFislusnymi riiznym vlastnim cislam.
Nyni se soustfedime na hledani fetézcii prislusnych jedinému
vlastnimu &islu — budeme se zabyvat maticemi s jednoprvkovym
spektrem.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice V

Priklad
Matice
-2 1 0
A=|-3 1 1| eR3®3
-1 0 1

ma charakteristicky polynom
det(A — xI) = —x3

a jediné, algebraicky trojnasobné vlastni islo x; 23 = 0.
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Priklad
Matice
-2 1 0
A=|-3 1 1| eR3®3
-1 0 1

ma charakteristicky polynom

det(A — xI) = —x3
a jediné, algebraicky trojnasobné vlastni islo x; 23 = 0.
Vlastni vektory najdeme feSenim homogenni soustavy s matici

1 0 -1
A-0=A~ |0 1 -2
0 0 O



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice VI

Podprostor feseni je jednorozmérny, generovany vektorem
u=(1,2,1)7, geometricka nasobnost vlastniho ¢isla 0 je tedy 1.
Hledana baze je tedy tvorena jedinym fetézcem pfislusnym
vlastnimu vektoru u; = u.

Vektor uy najdeme jako néjaké reseni x = u, soustavy A- x = u;
Gpravou jeji rozsirené matice

—2 1 0|1 10 —1| -1
(Alu))=|-3 1 1|2|~|0 1 —2|-1];
-1 0 1|1 00 0] O

takze miizeme polozit napt. up = (—1,—1,0)7.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice VII

Podobné, treti vektor uz naseho fetézce najdeme jako néjaké reseni
X = w3 soustavy A - x = up (pravou jeji rozsifené matice

-2 1 @) L 10 —1| 0
(Alug)=(-3 1 1| -1|~0 1 —2| —1],
-1 0 1] 0 00 0] 0

tedy napt. uz = (0,—1,0)7.
To znamena, ze A je podobna pfimo s Jordanovou buikou

010
Js=J30)=[0 0 1
000

prostfednictvim matice prechodu
1 -1 0
P=[2 -1 -1
1 0 O
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