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Abstrakt

V této kapitole si ukazeme, ze i nediagonalizovatelné linearni
operatory ¢i matice mizeme volbou vhodné baze upravit na tzv.
Jordaniiv kanonicky tvar, ktery je — alespon na pohledd — velmi
blizky diagonalnimu tvaru.
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Jordantv kanonicky tvar matice |

Motivace 1: Existuji linearni operatory, které nelze
diagonalizovat, tj. nelze je ve vhodné bazi psat jako

A 0 .00

0 A
(P)aa = . :

0 0 ... X,



Jordantv kanonicky tvar matice |

Motivace 1: Existuji linearni operatory, které nelze
diagonalizovat, tj. nelze je ve vhodné bazi psat jako

A 0 ... 0
0 A
(('O)a’a -~ : -.2 . :
0 0 ... X\,
2 3
Uvazme matici A= ( 0 2 )

a zobrazeni ¢: R? — R? uréené predpisem ¢(x) = A - x. Vlastni

0 2-
Vlastni ¢islo 2 je algebraické nasobnosti 2, ale geometrické
nasobnosti 1. Totiz, prostor feSeni homogenniho systému rovnic

( 03 ) méa dimenzi jedna.

Cisla jsou koreny determinantu det ( 2-A 3 \ > = (A —2)%

0 0



Jordantiv kanonicky tvar matice |l

Reseni homogenniho systému rovnic ( 8 8 ) je pak tvaru

p
0 )
. . . . 20
Tedy neexistuje baze a takova, ze by v ni bylo (¢)a,a = 0 2 )

: : 2 , .
tj. matice < 0 g ) neni podobna zadné diagonalni matici, neplati

tedy
2 3\ _ p-1. 2 .0 p
0 2 0 2
pro zadnou regularni matici P.
Cilem je najit pro obecny operator ¢ bazi o tak, aby matice

(¢)a.a byla co nejjednodussi. Hledany tvar se nazyva Jordaniv
kanonicky tvar.






Jordantv kanonicky tvar matice |l - Opakovani

Oznacme J, € K"*" &tvercovou matici fadu n, jejiz prvky na
mistech (i, 7 + 1) jsou rovné 1 pro 1 < i < n—1 a vSechny ostatni
prvky jsou rovné 0. Zrejmé h(J,) = n — 1. Déle polozme

A1 0 ... 0
0\ 1 0
JoN) =M, +d,=| - :
00 ... x 1
00 ... 0 A\

pro A € K. Tedy J,(\) je tvorena diagonalou z n lambd, vedlejsi
diagonalou vpravo od ni z n — 1 jednotek a zbytek jsou nuly.

Kazda matice tvaru J,(\) sa nazyva Jordanova bunka tadu n.
Zrejmé i J, = J,(0) je Jordanova bunka.



Jordantv kanonicky tvar matice IV

Rikame, ze matice A € K"<" je v Jordanové kanonickém tvaru,
zkracené JKT, ma-li blokové diagonalni tvar

A = diag(Jp, (A1), - .., In, (M),

kde Jp,(Ai) jsou Jordanovy buiky rozmérd n; x nj, prislusejici
skalarim \; € K.



Jordantv kanonicky tvar matice IV

Rikame, ze matice A € K"<" je v Jordanové kanonickém tvaru,
zkracené JKT, ma-li blokové diagonalni tvar

A = diag(Jp, (A1), - .., In, (M),

kde Jp,(Ai) jsou Jordanovy buiky rozmérd n; x nj, prislusejici
skalarim \; € K.

Ziejmé v takovém pripadé je n1 + ...+ ng =na Ama
charakteristicky polynom

det(A —XI) = (Al —X)"1 ()\k = X)m‘.

Vidime, ze skalar A € K je vlastni hodnotou matice A pravé
tehdy, kdyz se nachazi v seznamu Ag, ..., Ax.



Jordantv kanonicky tvar matice V

Protoze A1, ..., Ax nemusi byt nutné riizné, algebraicka nasobnost
A vzhledem k A je soucet velikosti bloki s hodnotou A na
diagonale, tj.

E n;.
A=A



Jordantv kanonicky tvar matice V

Protoze A1, ..., Ax nemusi byt nutné riizné, algebraicka nasobnost
A vzhledem k A je soucet velikosti bloki s hodnotou A na
diagonale, tj.

E n;.
A=A

Bloku Jp, (i), bez ohledu na velikost n;, odpovida pouze
jednorozmérny vlastni podprostor — proto je geometricka
nasobnost )\ vzhledem k A rovna poctu takovych bloki, t.j.

poctu prvkéi mnoziny

{i < k; A=A}



(¢ — Aidy)(u1)
(o — Aidy)(u2)

(¢ — Aldv)(uk)




e —=Aidy: ug = up_1 ... = upy = up — 0.



Jordantv kanonicky tvar matice VII

p—Ady: ug— ug_1+— ...~ ux— u; — 0.

Potom prvni vektor u; fetézce B (v nasem schématu prvni
nenulovy vektor zprava) je vlastnim vektorem operatoru ¢
prislusnym vlastni hodnoté \. Cely fetézec je pak tvoren
postupnymi obrazy posledniho vektoru uy (v nasem schématu
prvniho vektoru zleva) v zobrazeni ¢ — Aidy, tj.

8= (uk, (p — )\idv)(uk), oo (p— /\id\/)kf1 (uk)).



Aup e U
uip+Auy e U
u + A uz e U

u_1+ A ugel.




Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice |

Priklad
Uvazujme matici
1 0 2 -2
131 -1 4x4
A= 100 -1 e R™™%.
3 4 3 -4

Jeji charakteristicky polynom
det(A — xI) = x* —2x® + 1 = (x — 1)(x + 1)?

ma dva kofeny x; 2 =1 a x34 = —1, oba dvojnasobné. Najdeme
k nim pfislusné vlastni vektory.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice |l
Podprostor feseni homogenni soustavy s matici

00 2 -2 100 -2
12 1 -1 010 1
A-I=1f19 3 1~lo0oo01 -1
34 3 -5 000 O

je jednorozmérny, generovany vlastnim vektorem
vi = (2,—1,1,1)". Algebraicky dvojnasobné vlastni ¢islo 1 ma
tedy geometrickou nasobnost 1.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice |l
Podprostor feseni homogenni soustavy s matici

00 2 -2 100 -2
12 1 -1 010 1
A-I=1f19 3 1~lo0oo01 -1
34 3 -5 000 O

je jednorozmérny, generovany vlastnim vektorem
vi = (2,—1,1,1)". Algebraicky dvojnasobné vlastni ¢islo 1 ma
tedy geometrickou nasobnost 1.

Dalsi vektor fetézce najdeme jako néjaké feseni x = v, soustavy
(A—1)-x = vy Gpravou jeji rozsifené matice

00 2 -2] 2 100 —2| 2
12 1 -1/ -1 010 1]|-2
10 -1 -1 1] 7]oo1 —1] 1|
34 3 -5|1 000 0] O

tedy napf. vo = (2,-2,1,0)7.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice Il

Podprostor feseni homogenni soustavy s matici

2 0 2 -2 101 -1
14 1 -1 010 0
Atl=11 01 “1]~]o 0 0 o
3 4 3 3 000 0

ma dimenzi 2 (a takova je i geometricka nasobnost algebraicky
dvojnasobného vlastniho &isla —1); jeho bazi tvori vlastni vektory
v3 =(1,0,—-1,0)", v4 = (1,0,0,1)".



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice Il

Podprostor feseni homogenni soustavy s matici

2 0 2 -2 101 -1
14 1 -1 010 0
Atl=11 01 “1]~]o 0 0 o
3 4 3 3 000 0

ma dimenzi 2 (a takova je i geometricka nasobnost algebraicky
dvojnasobného vlastniho &isla —1); jeho bazi tvori vlastni vektory
v3 =(1,0,—-1,0)", v4 = (1,0,0,1)".

A je tedy podobna matici v JKT

J = diag(J2(1),-1,-1) =

o O o
O O = =
|
—



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice 1V

Prislusna Jordanova baze (vi, va, v3, v4) je tvorena sloupci matice

prechodu
2 2 1 1
-1 -2 0 O
P= 1 1 -1 0
1 0 0 1



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice 1V

Prislusna Jordanova baze (vi, va, v3, v4) je tvorena sloupci matice

prechodu
2 2 1 1
-1 -2 0 O
P= 1 1 -1 0
1 0 0 1

Na predchozim prikladé bylo vidét, ze je pomérné snadné se
vyporadat s Fetézci vektoril, pFislusnymi riiznym vlastnim cislam.
Nyni se soustfedime na hledani fetézcii prislusnych jedinému
vlastnimu &islu — budeme se zabyvat maticemi s jednoprvkovym
spektrem.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice V

Priklad
Matice
-2 1 0
A=|-3 1 1| eR3®3
-1 0 1

ma charakteristicky polynom
det(A — xI) = —x3

a jediné, algebraicky trojnasobné vlastni islo x; 23 = 0.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice V

Priklad
Matice
-2 1 0
A=|-3 1 1| eR3®3
-1 0 1

ma charakteristicky polynom

det(A — xI) = —x3
a jediné, algebraicky trojnasobné vlastni islo x; 23 = 0.
Vlastni vektory najdeme feSenim homogenni soustavy s matici

1 0 -1
A-0=A~ |0 1 -2
0 0 O



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice VI

Podprostor feseni je jednorozmérny, generovany vektorem
u=(1,2,1)7, geometricka nasobnost vlastniho ¢isla 0 je tedy 1.
Hledana baze je tedy tvorena jedinym fetézcem pfislusnym
vlastnimu vektoru u; = u.

Vektor uy najdeme jako néjaké reseni x = u, soustavy A- x = u;
Gpravou jeji rozsirené matice

—2 1 0|1 10 —1| -1
(Alu))=|-3 1 1|2|~|0 1 —2|-1];
-1 0 1|1 00 0] O

takze miizeme polozit napt. up = (—1,—1,0)7.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice VII

Podobné, treti vektor uz naseho fetézce najdeme jako néjaké reseni
X = w3 soustavy A - x = up (pravou jeji rozsifené matice

-2 1 @) L 10 —1| 0
(Alug)=(-3 1 1| -1|~0 1 —2| —1],
-1 0 1] 0 00 0] 0

tedy napt. uz = (0,—1,0)7.
To znamena, ze A je podobna pfimo s Jordanovou buikou

010
Js=J30)=[0 0 1
000

prostfednictvim matice prechodu
1 -1 0
P=[2 -1 -1
1 0 O



Priklady aprav matic na Jordantv kanonicky tvar matice VIII

Priklad
Matice
8 10 -5
A=|-2 -1 2 | eRr33
1 2 2

ma charakteristicky polynom
det(A — xI) =27 — 27x 4+ 9x*> — x> = (3 — x)?

a algebraicky trojnasobné vlastni ¢islo x; 23 = 3.
K nému prislusné vlastni vektory najdeme fesenim homogenni
soustavy s matici

5 10 -5 1 2 -1
A-3l=|-2 -4 2 |~10 0 O
1 2 -1 0 0 O



Priklady Gprav matic na Jordantv kanonicky tvar matice IX

Podprostor feseni je dvojrozmérny, generovany (napriklad) vektory
u=(2,-1,07, v=(1,0,1)".

Geometricka nasobnost vlastniho €isla 3 je tedy 2, takze k nému
prisluseji dva retézce délek 1 a 2. Nyni ale dopfedu nevime, ke
kterému vlastnimu vektoru vi € [u, v] existuje vektor v, tak, ze
vi = (A —3l) - vy, musime uvazovat libovolnou linearni kombinaci
vi=au+ bv = (2a+ b,—a, b)), kde parametry a, b € R budeme
volit tak, aby soustava (A —3/)-x = v1 méla n&jaké feseni x = v».

Upravou jeji rozsirené matice dostaneme

5 10 —-5|2a+0b 1 2 -1 b
-2 —4 2 —a ~(0 0 O0|a—2b
1 2 -1 b 0 0 O 0

Soustava ma feseni pravé tehdy, kdyz a = 2b; volime napt. b =1,
a=2. Tomu odpovida vi = (5,-2,1)7, v, = (1,0,0)".



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice X

Za v3 lze zvolit libovolny vektor, ktery spolu s v tvori bazi
vlastniho podprostoru R(A — 31) = [u, v]; vidime, ze vyhovuji obé
volby v3 = u, resp. v3 = v. Vyberme si napf. druhou moznost

vy =(1,0,1)".

JKT matice A je tedy

31
J = diag(J>(3),3) = [0 3
00

w O O

a prislusna matice prechodu tvorena sloupci Jordanovy baze
(v1, v2, v3) je napr.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice Xl

Priklad
Matice —24 —46 —319 —11
— 4x4
A=11 1 6 o]€<R
5 5 20 2

ma charakteristicky polynom
det(A — xI) = x* — 8x> + 24x*> — 32x + 16 = (x — 2)*

a algebraicky ctyrnasobné vlastni ¢islo x; 234 = 2.
K nému prislusné vlastni vektory najdeme fesenim homogenni
soustavy s matici

6 -6 —19 -1 110 4/5

2 2 3 1 001 —-1/5
A-2l=14 1 4 ol~looo o
5 5 20 0 000 O



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice Xl|

Podprostor feseni je dvojrozmérny, generovany (napfriklad) vektory
u=(1,-1,0,0)7, v=(4,0,-1,-5)T.

Geometricka nasobnost vlastniho Cisla 3 je tedy 2, takze k nému
prisluseji dva fetézce délek bud 1 a 3 nebo 2 a 2. Nyni ale dopredu
nevime, ke kterému vlastnimu vektoru v € [u, v] existuje vektor
v, tak, ze vi = (A —2l) - v, musime uvazovat libovolnou linearni
kombinaci vi = au + bv = (a + 4b, —a, —b, —5b) T, kde parametry
a, b € R budeme volit tak, aby soustava (A —2/) - x = v1 méla
néjaké fedeni x = vy. Resime tedy nasledujici systéem

6 -6 —19 —1|ad+4b 1 1 0 4/5 |—4a/5+3b/5
2 2 3 1| -a 0 01 —1/5| a/5—2b/5
1 1 4 0| b | foo0oo0 o 0
5 5 20 0| —5b 000 O 0



Priklady Gaprav matic na Jordantv kanonicky tvar matice XlI|

Tato soustava ma feseni pro libovolna a, b. Mizeme pak zvolit
a=1, b=0. Tomu zodpovida prvni fetézec

up =u=(1,-1,0,0)7, up = (—4/5,0,1/5,0)".

Podobné pro volbu a =0, b = 1 dostaneme druhy fetézec
vi=v=(40-1,-57T, vo =(3/5,0,-2/5,0)7.

JKT J = diag(J2(2), J2(2)) matice A a pfislusna Jordanova baze
(u1, uz, v, vy) jsou

2100 1 —4/5 4 3/5
0200 1 0 0 o0
T=loo21| P 0 15 -1 —2/5
000 2 0 0 -5 0



Priklady Gprav matic na Jordaniiv kanonicky tvar matice XIV

Priklad
Matice 2 (1) 2 (1)
— 4x4
A=171 1 1 1 |€R
-1 -2 -1 -1

ma charakteristicky polynom
det(A — xI) = x*

a algebraicky ctyrnasobné vlastni ¢islo x; 234 = 0.
K nému prislusné vlastni vektory najdeme fesenim homogenni
soustavy s matici

0 1 0 O 1011
1 0 1 1 0100
A-0I=149 1 1 1]~]oo o0 o
1 -2 -1 -1 0000



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice XV

Podprostor feseni je dvojrozmérny, generovany (napfriklad) vektory
u=(1,0,-1,0)7, v=(1,0,0,-1)T.

Geometricka nasobnost vlastniho Cisla 3 je tedy 2, takze k nému
prisluseji dva fetézce délek bud 1 a 3 nebo 2 a 2. Nyni ale dopredu
nevime, ke kterému vlastnimu vektoru v € [u, v] existuje vektor
v tak, ze vi = (A —0/) - v, musime uvazovat libovolnou linearni
kombinaci vi = au + bv = (a+ b,0, —a, —b) ", kde parametry

a, b € R budeme volit tak, aby soustava (A —0/) - x = v; méla
néjaké fedeni x = vy. Resime tedy nasledujici systéem

0 1 0 O0]lath 1 01 1]-2a—»b
1 0 1 1] 0 010 0| a+b
1 1 1 1| -a ]~ |oo0o o0 o0|2a+b
1 -2 -1 —1| —»b 0000 O



Priklady Gprav matic na Jordaniiv kanonicky tvar matice XVI

Tato soustava ma reSeni pravé tehdy, kdyz 2a + b = 0. Budeme
tedy mit dva retézce délek 1 a 3.

Mitizeme pak zvolit a = —1, b = 2. Tomu zodpovida prvni vektor
fetézce délky 3, a to v = —u +2v = (1,0,1,—2) 7. Druhy vektor
retézce délky 3 zatim ponechame v obecném tvaru
vo=x=(c+d,1,—c,—d)" Feeni soustavy A-x = v; a
parametry ¢, d € R budeme volit tak, aby existovalo néjaké reseni
y = v3 soustavy Ay = vs.

Upravou jeji rozsirené matice obdrzime

0 1 0 0] c+d 1011 —2c—d
1 0 1 1 1 0100 c+d
1 1 1 1 —c |71 0000 1+2c+d
1 -2 -1 -1 —d 0000 0



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice
XVII

Tato soustava ma reSeni pravé tehdy, kdyz 1 + 2¢c + d = 0. Zvolme
tedy ¢ =0, d = —1. Této volbé odpovida vektor

vo = (—1,1,0,1)" a dale napiiklad vektor v3 = (1,—1,0,0)".
Jediny vektor druhého fetézce zvolime tak, aby spolu s vektorem vy
tvorily bazi vlastniho podprostoru [u, v]; vyhovuje kazdy z vektori
u, v. Zvolme napf. v4 = u = (1,0,—1,0)".

JKT J = diag(J3(0), J1(0)) matice A a pfislusna Jordanova baze
(v1,v2,v3,vy) jsou

0100 1 — 1 1
0 010 0 -1 0
J= 0000 P= 1 0 -1
0 00O -2 1 0 0



Véta o existenci Jordanova kanonického tvaru matice |

Klicové vysledky celé kapitoly Ize shrnout do nasledujicich dvou vét.

Véta

Necht ¢: V — V je linearni operator na vektorovém prostoru V
konecné dimenze n nad K. Ma-li ¢ nad K spektrum algebraické
vahy n, pak existuje baze (3 prostoru V, vzhledem na kterou ma ¢
matici (p)g v Jordanové kanonickém tvaru. Pritom Jordaniv
kanonicky tvar matice zobrazeni  je uréeny jednoznacné az na
poradi Jordanovych blokii.

Véta

Necht matice A € K"™*" ma nad K spektrum algebraické vahy n.
Potom A je podobna s matici J € K"*" v Jordanové kanonickém
tvaru. Pritom matice J je uréend jednoznacné az na poradi
Jordanovych blokii.



Véta o existenci Jordanova kanonického tvaru matice |l

Dasledek

Necht matice A, B € K"*" maji nad K spektrum plné algebraické
vahy n. Potom A ~ B pravé tehdy, kdyz A a B maji tyz Jordaniiv
kanonicky tvar.

Predpoklad o plné algebraické vaze spektra je automaticky splnén
nad tzv. algebraicky uzavienymi télesy (napf. C).

Obé uvedené véty jsou ziejmé ekvivalentni, proto staci dokazat jen
jednu z nich. Diikaz je ale pomérné naroény, budeme pred vlastnim
ditkazem potrebovat pfipomenout par pojmi a dokazat pomocna
tvrzeni.



Véta o existenci Jordanova kanonického tvaru matice Il

Lemma (Wildonovo lemma)

Necht'V je n-rozmérny vektorovy prostor a T:V — V je linedrni
zobrazeni V do sebe tak, Ze T° = 0 pro nékteré prirozené cislo s.
Pak existuji vektory uy, ..., uy a prirozena cisla a1, ..., a, tak, Ze

T%(u))=0proi=1,... k,
a vektory
ui, T(ul), c., Tal_l(ul), e, Uk, T(Uk), e Tak_l(uk)

Jsou nenulové vektory, které tvori bazi V.
Diikaz se provede indukci vzhledem k dimenzi dimV.



Véta o existenci Jordanova kanonického tvaru matice Il

Priklad (Aplikace Wildonova lemmatu)

Necht V=R3 a T: R3 — R3 je definovano predpisem
T(Xl,Xz,X3) e (X2 +X3,0,0). Pak /m( T) e [(1,0,0)] a

T(Im(T)) = {0}. Tedy T> =0y a s =2.

Zaroven jadro Ker(T) =[(1,0,0), (0,1, —1)]. Vidime tedy, ze staci
zvolit u; = (0,1,—-1), a1 =1 a uy =(0,1,0), ap = 2. Pak

T(uz) = (1,0,0).

Odtud uy, us, T(uz) tvofi bazi R3.



Véta o existenci Jordanova kanonického tvaru matice |V

Definice

Rikame, Ze vektorovy prostor V je pfimym souctem svych
podprostorid V1, ...,V ,, pokud pro kazdy vektor v € V existuje
Jjedina posloupnost vektorii v1,. .., v, takova, Ze v; € V; pro
i=1,....mav=vy+---+ vy Vtakovém pfipadé piseme
V=V10V2®:--®Vp,.

Jedineénost v definici znamena, ze pro kazdé dva riizné indexy i, j
musi byt V; N'V; = {0}.

Lemma

Necht ©: V — V je linearni operator na vektorovém prostoru V
konecné dimenze n nad K. Ma-li ¢ nad K spektrum algebraické
vahy n a jsou-li A1, ..., \, vSechna navzdjem riizna vlastni cisla
operatoru @, pak existuji prirozena cisla sy, ..., s, tak, Ze

V=~Ker(p— )D& Ker(p— Ar)*.

a kazdy scitanec je invariantni vzhledem k .



t = mln{l eN | Ker(go = )\IdV)' — Ker(go o AidV)H_l}.

Ker(p — Aidy)t N Im(p — Aidy)t = {0}.

Ker(p — Xidy)t @ Im(p — Xidy)t = V.




Ker(p — Xidy)t a Im(p — Xidy)t = V.

Im(p — Nidy)" = Ker(p — X2)2 @ - - @ Ker(p — \,)™.

V=~Ker(p— )" D Ker(p—X2)?2 D --- D Ker(p— \)™.




Véta o existenci Jordanova kanonického tvaru matice VII

Dikaz Vety o existenci Jordanova kanonického tvaru matice
- zakladni body

Bod 1 Z predchazejiciho lemmatu vime, Ze existuji pfirozena Cisla
s1,...,S, tak, ze

V=~Ker(p— )& & Ker(p— )™,

A1,..., A, jsou viechna navzajem riizna vlastni Cisla operatoru
© a kazdy scitanec je invariantni vzhledem k .

Bod 2 Potfebnou bazi o prostoru V obdrzime zfetézenim jednotlivych
bazi a(A1),...,a(A,) tzv. korenovych podprostorii

Ker(p — A1), ..., Ker(p — Ar)™.









Véta o existenci Jordanova kanonického tvaru matice X

Bod 5 Oveéreni jednoznacnosti (az na poradi) JKT

(a)
(b)

(c)

(d)

Staci se omezit na podprostory U tvaru Ker(p — Aidy)*.
Polozme tedy T = ¢ — Aidy.

Bud 3 celkovy pocet Jordanovych bunék operatoru ¢
zazeného na U, tj. pocet viech Fetézct. Dale bud 3(/) celkovy
pocet Jordanovych bunék typu / x | operatoru ¢ zzeného na
U, tj. pocet vsech retézci délky k.

Protoze kazdy retézec konci pravé vlastnim vektorem
prislusnym k vlastnimu ¢islu \ a tyto vlastni vektory jsou
linedrné nezavislé, mame

dim Ker(T) = B.

Déle se dimenze dim Ker(T?) lisi od dimenze dim Ker(T) o
pocet bloki 8 — 5(1). Tedy

dim Ker(T?) = dim Ker(T) + 3 — B(1).



Véta o existenci Jordanova kanonického tvaru matice X

Bod 5 Oveéreni jednoznacnosti (az na poradi) JKT
(e) Celkem tedy

dim Ker(T) =5,

dim Ker(T?) = dim Ker(T) + 8 — (1),
dim Ker(T'*1) — i Ker(T") 4+ 8 —B8(1) — ... — B(I).

(f) Indukci lehce ovéfime, ze kazdé 5(/) je jednoznaéné urceno
pouze operatorem T, tj. . Jsou tedy pocet bloki a jejich
rozméry jednoznacné urceny.

Uvédomme si, ze soucet délek fetézcii je roven dimenzi prislusného
kofenového podprostoru (pomoci Wildonova lemmatu).



S

©

Ker (A — AE)NIm (A — AE)!~!

Ker (A — AE)NIm (A — AE)t—2

Ker (A — AE)NIm (A — AE)
Ker (A — \E)




—1B={(A=AE)""], (A-AE)""], ..., (A—AE)""10]
toB= 4 1B U ; 2C, kde
20 = {(A=AE)"200 1, (A= AB)"200 4y, o (A= AE) 2T L,

77t1

t—3B= 1 9B U +_3C, kde

— 3T
i=sC = {(A=AB)3D_ 1 (A= AB)ST AN

1B= 9B U {C, kde
1C={(A=XEWE 1, (A= AE)L 5, ... (A= XE)],

oB= 1B U OC,kdeOC={v%;+1, 11;1’;_'_2, ey 'U;II;}




B={(A-AE)"]; (A— AE)"2v g (A= AEWE; of;

'7

(A= AE)WT; (A— AE)t- Zm,.. (A— AEWT

77t’ "It’

(A= AE)=2L s (A= XE)30l s (A= ABWD L, ol s

(A= AE)20T (A= AE)Y=30 o (A= XEWL |, of

’flt 1’ Ne—17 m 1""

(A_ )\E)v,?];_‘_l; ,071]:5—‘,-1; 56 s g

(A— AE)vl

7]2’ 7727

T
Upyt1s - - -

vl




s1 vektoru

$o vektoru

Sy vektora




n:  vektord

Nk — Nk+1 podprostori

Nk+1 vektori

dimenze k
N vektord

1N vektord
m  vektord

71 podprostoru




Popis postupu Gprav matic na JKT matice zleva doprava |
Predpokladame, ze matice A typu n X n ma plné spektrum nad K.

(1) Pro kazdé X\ € Spec A vypocitame mocniny matice
A, = A — )\l a kazdou z nich upravime na redukovany
stupnovity tvar. Dostavame tak posloupnost dvojic matic

A)\ ~ BlyAg\ ~ B27"°7A§\ ~ Bt7A§\+1 ~ Bf+17

kterou ukoncime pro prvni t takové, ze t =ty a By = By 11
(coz miize nasta i kdyz A} = A%t!). Potom podprostor

Ker(A — M)t = R(A}) = R(B:)
feSeni homogenni soustavy
Al -x=0

je kofenovy podprostor matice A pfislusejici vlastnimu Eislu .
V pripadé jednobodového spektra plati A§ = 0.



Popis postupu Gprav matic na JKT matice zleva doprava |l

Mame tedy pozadovany rozklad
K" = Ker(p—A)* & --- @ Ker(o — A\)™,

., Ar jsou vSechna navzajem riizna vlastni Cisla operatoru

AL, -
@ = A - x a kazdy scitanec je invariantni vzhledem k ¢. Nyni se

omezime na pevné zvolené vlastni Cislo \.

(2) Na zakladé kazdé z matic By, 1 < p < t najdeme bazi
podprostoru feseni homogenni soustavy

A - x=0 |

kterou zapiSeme jako sloupce matice C,.



©

Ker (A — AE) NIm (A — AE)t~1
Ker (A — AE)NIm (A — AE)!—2

Ker (A — AE) NIm (A — AE)
Ker (




Popis postupu Gprav matic na JKT matice zleva doprava |V

(3) Ze sloupcdi matice C; vybereme vektory

Vl,...,Vnt 5

tak, aby doplnily bazi podprostoru Ker(A — A1) =1 do baze
podprostoru Ker(A — Al)*, tj. sloupce matice C;_1 rozsifime
o vhodné sloupce matice C;.

(4) Kdyz uz mame zkonstruovano prvnich k radka naseho
schématu, pfiéemz k-ty radek bude obsahovat vektory
(A=A (v1), .o (A= MDY (vy,), (A= A2 (V1)

oo (A= )\I)k_z(vmfl), R VS P 7SN o1
k -+ 1-ni radek ziskame z k-tého radku nasledovné.



Popis postupu Gprav matic na JKT matice zleva doprava V
(4) Novy k + 1-ni radek bude obsahovat vektory

(A= ADK(v1),. .., (A= 2D (vp,), (A= A< vp 1),
e (A= AN (v, ),
(A - )‘I)(Vnwkk)v LA/EETET PERREN 4/ P

pricemz vektory 2T B A ziskame tak, aby
doplnily bazi podprostoru Ker(A — M)t~k rozsitenou o vektory
(A= ADK5(ve), .oy (A= ADK(vp,), (A= AD*Y(vpt1), - .-,
(A=A ), e (A= AD (Vg i)

(A= A)(vyesy)

do baze podprostoru Ker(A — M)LK tj. sloupce matice
C;_y spolecné s vektory

(A= ADK5(ve), ..oy (A= ADK(vy,), (A= AD*Y(vpt1), - .-,
(A= MYy ), e (A= AD (Vg i)

(A= AN (v )
rozsifime o vhodné sloupce matice Cy11_ k-






Priklady Gprav matic na JKT matice zleva doprava XVII|

Priklad
Matice 2 (1) 2 (1)
— 4x4
A=171 1 1 1 |€R
-1 -2 -1 -1

ma charakteristicky polynom
det(A — xI) = x*

a algebraicky ctyrnasobné vlastni ¢islo x; 234 = 0.
K nému prislusné vlastni vektory najdeme fesenim homogenni
soustavy s matici

0 1 0 O 1011
1 0 1 1 0100
A-0I=149 1 1 1]~]oo o0 o
1 -2 -1 -1 0000



Priklady Gprav matic na Jordaniiv kanonicky tvar matice XIX

Podprostor feseni je dvojrozmérny, generovany (napriklad) vektory
u=(1,0,-1,0)7, v=(1,0,0,—-1)". Maticové zapsano to je

1 1

0 0

G=1_1 o

-0 -1

Druha mocnina je

o 1 0 o0 1 011
1 0 1 1 0100
1 1 1 1 0000
-1 -2 -1 -1 0000

Podprostor feseni je tfirozmérny, generovany (napriklad) vektory
u=(1,0,-1,0)7, v=(1,0,0,-1)", w = (0,-1,0,0)".



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice XX

Maticové zapsano to je

1 1 0
0 0 -1
C2=11 0 o
-0 -1 O
Treti mocnina je
0 00O
0 00O
0 00O
0 00O

Podprostor feseni je tyfrozmérny tj. celé R*, generovany
(napfiklad) vektory u = (1,0, —-1,0)7, v = (1,0,0, 1),
w = (0,-1,0,0)7, z = (1,0,0,0)7.



Priklady Gprav matic na Jordandv kanonicky tvar matice X

Protoze mame dva linearné nezavislé vlastni vektory budeme mit
dva fetézce. Delsi bude mit délku 3 (protoze (A — 01)3 = 0), kratsi
pak délku 1. Zaéneme s vektorem z = (1,0,0,0)7, ktery doplnil
sloupce matice Cy na bazi prostoru R*. Tedy klademe

vy =2z=(1,0,0,0)". Pak nutné vy = (A—0/l)z = (0,1,1,-1)"
adale vy = (A—0Nvy = (1,0,1,-2)".

Jediny vektor druhého fetézce zvolime tak, aby spolu s vektorem v
tvorily bazi vlastniho podprostoru [u, v]; vyhovuje kazdy z vektord
u, v. Zvolme napf. v4 = u = (1,0,—1,0)7".

JKT J = diag(J3(0), J1(0)) matice A a pfislusna Jordanova baze
(vi,v2, V3, va) jsou

0100 1 01 1
0 010 0 1 0 O

I = 0 0o0O0 ]’ P= 1 1 0 -1
0 00O -2 -1 0
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