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Abstrakt

Budeme pokracovat ve studiu euklidovskych prostorii s cilem podat
kvantitativni popis vzajemné polohy afinnich podprostorii

v takovémto prostoru pomoci dvou zakladnich parametri — jejich
vzdalenosti a odchylky (dhlu).
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Abstrakt

Budeme pokracovat ve studiu euklidovskych prostorii s cilem podat
kvantitativni popis vzajemné polohy afinnich podprostorii

v takovémto prostoru pomoci dvou zakladnich parametri — jejich
vzdalenosti a odchylky (dhlu).

Nasim hlavnim nastrojem pfi tom budou linearni operatory
kolmého priimetu, zvané téz ortogonalni projekce, vektorti do
vektorovych podprostoril.

V zavéru kapitoly predvedeme aplikace rozpracovanych pojmi a
metod.
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» Vzdalenost a odchylka dvou afinnich podprostori

» Vzdalenost dvou afinnich podprostori.
» Odchylka dvou afinnich podprostorti



Ortokomplement a ortogonalni projekce |

Relace ortogonality (kolmosti) ma nékolik nasledujicich zfejmych
vlastnosti.

Tvrzeni

Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. Potom pro
vsechna x,y,z € V, c,d € R (resp. c,d € C) plati:

(a) x L O;

(b) x Lx & x=0;

(c)xLly & ylx

(d) (x Ly &x1z) = xL(cy+dz).



Ortokomplement a ortogonalni projekce |

Relace ortogonality (kolmosti) ma nékolik nasledujicich zfejmych
vlastnosti.

Tvrzeni
Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. Potom pro
vsechna x,y,z € V, c,d € R (resp. c,d € C) plati:

(a) x L0

(b) x Lx & x=0;

(c)xLly & ylx

(d) (x Ly &x1z) = xL(cy+dz).

Ortogonalnim doplnkem nebo téz ortokomplementem libovolné
mnoziny X C V ve vektorovém prostoru se skalarnim souéinem
nazveme mnozinu

Xt={yeV;(¥xeX)(xLy)}

vsech vektorii y € V kolmych na kazdy vektor x € X.
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Ortokomplement a ortogonalni projekce Il

Tvrzeni

Necht' V' je vektorovy prostor so skaldrnim soucinem. Potom pro
vsechny mnoziny X, Y C V plati:

(2) 0+ ={0} =V, V- ={0},

(b) X+ = [X]* = [X*];

() XCY = YtC X

(d) X g XJ_J_,.

(e) XJ_J_J_ _ XJ_,.

(f) XN Xt ={0}, pokud 0 € X, a XN Xt =1, pokud
0¢ X,

(2) XUY): = (X+Y)=xtnvyt



Ortokomplement a ortogonalni projekce Il

Tvrzeni

Necht V' je vektorovy prostor so skalarnim soucinem. Potom pro
vsechny mnoziny X, Y C V plati:

(2) 0+ ={0} =V, V- ={0},

(b) X+ = [X]* = [X*];

() XCY = YtC X

(d) X g XJ_J_,.

(e) XJ_J_J_ _ XJ_,.

(f) XN Xt ={0}, pokud 0 € X, a XN Xt =1, pokud
0¢ X,

(2) XUY): = (X+Y)=xtnvyt

Z podminky (b) mimo jiné plyne, ze X je vektorovy podprostor ve
V pro kazdou podmnozinu X C V.



Ortokomplement a ortogonalni projekce 1V

Necht S C V je linearni podprostor prostoru so skalarnim soucinem
V a x € V. Rikame, ze vektor z € S je kolmy priimét nebo téz
ortogonalni projekce vektoru x do podprostoru S, pokud

x —z € S+, Tento vektor (pokud existuje) budeme znacit

z = prg(x) = Xs.




Ortokomplement a ortogonalni projekce V

Véta
Necht V' je vektorovy prostor so skalarnim soucinem, S C V je
Jjeho konecné rozmérny linearni podprostor a x € V. Potom

(a) kolmy priimét vektoru x do podprostoru S existuje a je
Jjednoznaéné urceny rovnosti

kde (uy, ..., uy) je libovolni ortonormalni baze podprostoru

51
(b) pro libovolny vektory € S plati

I = xs|[ < [lx =yl

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyzy = xs;



Ortokomplement a ortogonalni projekce VI

(c) pokud x # 0 a S # {0}, tak pro libovolny vektor 0 #y € S
plati
sl o, 16
[ lIx[Hlyl

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz vektory Xs, Yy jsou
linearné zavislé.



Ortokomplement a ortogonalni projekce VI

(c) pokud x # 0 a S # {0}, tak pro libovolny vektor 0 #y € S
plati
sl o, 16
[l [l ]

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz vektory Xs, Yy jsou
linearné zavislé.

Vektor X — Xs je kolmy na kazdou pfimku v podprostoru S,
specialné trojahelnik tvofeny vektory X, Xs, X — Xs je pravoihly,
s pravym ahlem pfi "konci" vektoru xs.



Ortokomplement a ortogonalni projekce VI

(c) pokud x # 0 a S # {0}, tak pro libovolny vektor 0 £y € S
plati
sl o Iyl
x|l [l Tyl

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz vektory Xs, Yy jsou
linearné zavislé.

Vektor X — Xs je kolmy na kazdou pfimku v podprostoru S,
specialné trojahelnik tvofeny vektory X, Xs, X — Xs je pravoihly,
s pravym ahlem pfi "konci" vektoru xs.

Podminka (b) pfedchazejici véty nas opraviuje nazvat délku vektoru
X — Xg vzdalenosti vektoru X od podprostoru S. Budeme ji znacit

dist(x, S) = x — xs| = min{[x — y]; y € S}.



Ortokomplement a ortogonalni projekce VII

Diisledek
Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim soucinema S, T C V
Jsou jeho konecné rozmérné linedrni podprostory. Potom

(a) S=St, (SNT)t=5t+TLaV=5¢S
(b) prs : V — V je linedrni operator;

(c) (Vxe V)(xeS & prs(x) =x);

(d) Imprs = S a Kerprs = S+;

(e) x — xs je kolmy priimét vektoru x do podprostoru S+ .

Z podminky (e) vyse uvedeného diisledku je vzdalenost vektoru x
od podprostoru S* dana vztahem

dist(x, 5T) = ||xs]|-



Ortokomplement a ortogonalni projekce VIII

Podobng, protoze kosinus je na intervalu (0, 7) klesajici funkce,
podminka (c) predchazejici véty nas opraviuje nazvat vyraz

(x,S) = arccos% = min{<(x,y);0 £y € S}

odchylkou vektoru x # 0 od podprostoru S # {0}, pfipadné
tthlem vektoru x a podprostoru S.



Ortokomplement a ortogonalni projekce VIII

Podobng, protoze kosinus je na intervalu (0, 7r) klesajici funkce,
podminka (c) predchazejici véty nas opraviuje nazvat vyraz

(x,S) = arccos% = min{<(x,y);0 £y € S}

odchylkou vektoru x # 0 od podprostoru S # {0}, pfipadné
tthlem vektoru x a podprostoru S.

Odchylka <t(x, S) je tedy jednoznaéné uréena jako takové realné
&islo o € (0,7/2), pro které plati




Ortokomplement a ortogonalni projekce VIII

Podobng, protoze kosinus je na intervalu (0, 7r) klesajici funkce,
podminka (c) predchazejici véty nas opraviuje nazvat vyraz

(x,S) = arccos% = min{<(x,y);0 £y € S}

odchylkou vektoru x # 0 od podprostoru S # {0}, pfipadné
tthlem vektoru x a podprostoru S.

Odchylka <t(x, S) je tedy jednoznaéné uréena jako takové realné
&islo o € (0,7/2), pro které plati

Zrejmé opét pljde o neorientovany uhel. Pokud xs # 0, tak
<(x, S) = <(x,xs); pokud xs = 0, t.j. pokud x € S+, tak
samozrejmé <((x, S) = /2.



Ortokomplement a ortogonalni projekce IX

Uhel dvou vektorii nabyva hodnoty z intervalu (0, 7r), hodnoty,
které nabyva uhel vektoru a podprostoru, jsou omezené na interval
(0,7/2). Z podminky (e) predchozi véty, pokud S+ # {0}, tak
odchylka vektoru x # 0 od podprostoru S je dana vztahem

X — xs]| |l

<(x,S*) = arccos —— =1 — arcsin
(x.57) [B] []




Ortokomplement a ortogonalni projekce IX

Uhel dvou vektorii nabyva hodnoty z intervalu (0, 7r), hodnoty,
které nabyva uhel vektoru a podprostoru, jsou omezené na interval
(0,7/2). Z podminky (e) predchozi véty, pokud S+ # {0}, tak
odchylka vektoru x # 0 od podprostoru S je dana vztahem

X — xs]| |l

<(x,S*) = arccos —— =1 — arcsin
(x.57) [B] []

Z predchazejici véty, cast (a) mame pfimy navod, jak najit kolmy
priimét vektoru X do konecné rozmérného podprostoru S C V, a
tim i vzdalenosti dist(x, S), dist(x, S*) a odchylky <((x, S),
<I(x, SL).PotFebujeme vsak mit k dispozici alespon jednu
ortonormalni baziv S.



Ortokomplement a ortogonalni projekce X

Tvrzeni

Necht V' je realny vektorovy prostor so skaldrnim soucinem, S je
Jjeho konecné rozmérny linedrni podprostor s bazi
a=(uy,...,ux) ax € V. Potomproc = (ci,...,c,)" € Rk
plati Xxs = ciuy + ... + cxuy pravé tehdy, kdyz c je reSenim
soustavy linearnich rovnic

G(Oé) €= <X, a>Ta

kde (x, at) oznacuje radkovy vektor ((x,u1), ..., (x,ux)) € R¥.



Ortokomplement a ortogonalni projekce X

Tvrzeni

Necht V' je realny vektorovy prostor so skaldrnim soucinem, S je
Jjeho konecné rozmérny linedrni podprostor s bazi
a=(uy,...,ux) ax € V. Potomproc = (ci,...,c,)" € Rk
plati Xxs = ciuy + ... + cxuy pravé tehdy, kdyz c je reSenim
soustavy linearnich rovnic

G(a) €= <X, a>Ta

kde (x, at) oznacuje radkovy vektor ((x,u1), ..., (x,ux)) € R¥.

Rozsifena matice (G(a) | (x, ) T) uvedené soustavy je Gramovou
matici G(uy, ..., ux, X) fadu k + 1, ze které jsme vynechali
posledni rFadek.



Ortokomplement a ortogonalni projekce Xl

Je-li & ortonormalni baze, tak G(a) = Iy, t.]. prislusna soustava
je uz ve vyfeseném tvaru ¢ = (x, ), t.j. ve shodé s podminkou
(a) predchazejici véty.



Ortokomplement a ortogonalni projekce Xl

Je-li & ortonormalni baze, tak G(a) = Iy, t.]. prislusna soustava
je uz ve vyfeseném tvaru ¢ = (x, ), t.j. ve shodé s podminkou
(a) predchazejici véty.

Totiz
prs(x) =xs = (x,a)’ -a=c-a.

Priklad

V R* se standardnim skalarnim souéinem je dany vektor
x=(1,1,1,1)7 a rovina S = [u, V], kde u = (0,—1,0,1)7,
v={(1,-2,1,-3)T.

Najdeme kolmy priimét vektoru x do roviny S a vypocitame
vzdalenost dist(x, S) a odchylku <t(x, S).



Ortokomplement a ortogonalni projekce XlI

Kolmy prtimét budeme hledat ve tvaru xs = cu + dv, kde
(c, d)T € IR? vyhovuje soustavé s rozsirenou matici

(o i | )= (4 2] %)

Jejim fesenim dostaneme ¢ = —3/29, d = —6/29, tedy kolmy
primét vektoru X do roviny [u, v] je

0 1 -2

5 c\ [ -1 -2 -3/29\ 4| 5
XS—(”"’)'(d>— 0 1 '(—6/29)—E —2
1 —3 5



Ortokomplement a ortogonalni projekce XlI|

Pro vzdalenost X od S potom dostavame

dist(x,S) = ||x — xs|| = "1(5,2,5,2)T

7
5 = 558

Pro odchylku x od S dostaneme

. o lx=xsll 7 7
sin<(x,S) = T 2'29\/% =

S pouzitim kalkulacky ¢i tabulek miizeme zjistit, ze

7
<(x, S) = arcsin — ~ 1, 1659rad ~ 66°48'5".
(x,5) =



Ortokomplement a ortogonalni projekce XIV

Priklad

Necht A € R™*" pticemz m > na h(A) = n, t.j. sloupce matice
A jsou linearné nezavislé vektory v euklidovském prostoru R™ se
standardnim skalarnim soucinem.

Oznaéme S C R™ linearni podprostor generovany sloupci matice
A. Potom ortogonalni projekce na podprostor S je linearni operator
prs : R™ — R™.



Ortokomplement a ortogonalni projekce XIV

Priklad

Necht A € R™*" pticemz m > na h(A) = n, t.j. sloupce matice
A jsou linearné nezavislé vektory v euklidovském prostoru R™ se
standardnim skalarnim soucinem.

Oznaéme S C R™ linearni podprostor generovany sloupci matice
A. Potom ortogonalni projekce na podprostor S je linearni operator
prs : R™ — R™.

Najdéme jeho matici B = (prs)__ € R™ " vzhledem ke kanonické
ortonormalni bazi € prostoru R™.

Pokud ztotoznime matici A s usporadanou n-tici jejich sloupci, tak
A je bazi S.



Ortokomplement a ortogonalni projekce XV

Podle predchazejiciho tvrzeni obraz y = prs(x) vektoru x € R"”
dostaneme ve tvaru

y= A C,
kde c € R" je jediné feSeni soustavy
G(A)-c= (x,A)".

Z nezavislosti sloupcii matice A vime, ze G(A) = AT - A je
regularni matice.

Dale plati (x, A) = x” - A, tedy (x, A)T = AT . x.



Ortokomplement a ortogonalni projekce XVI

Po dosazeni
c =G(A) - (x,A)T = (AT-A) ' AT .x,
y =A-c=A. (AT.A)‘l.AT.X.
Tedy hledana matice ortogonalni projekce prs je
B=(px),,=A (AT-A) AT,



Vzdalenost dvou afinnich podprostori |

Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souéinem a X, Y jsou
jeho dvé neprazdné podmnoziny. Vzdalenosti mnozin X, Y
v prostoru V' nazyvame Cislo

dist(X, Y) = inf{[[x —y[; x € X &y € Y}.



Vzdalenost dvou afinnich podprostori |

Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souéinem a X, Y jsou
jeho dvé neprazdné podmnoziny. Vzdalenosti mnozin X, Y
v prostoru V' nazyvame Cislo

dist(X, Y) = inf{[[x —y[; x € X &y € Y}.

Lemma
Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem a M, N jsou
Jeho afinni podprostory. Potom pro libovolné body p € M, q € M
plati:

dist(M, N) = dist(p — q, DirM + DirN).



Vzdalenost dvou afinnich podprostori |

Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souéinem a X, Y jsou
jeho dvé neprazdné podmnoziny. Vzdalenosti mnozin X, Y
v prostoru V' nazyvame Cislo

dist(X, Y) = inf{[[x —y[; x € X &y € Y}.

Lemma
Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem a M, N jsou
Jeho afinni podprostory. Potom pro libovolné body p € M, q € M
plati:

dist(M, N) = dist(p — q, DirM + DirN).

Rikame, ze body p € M, q € N tvoii pricku afinnich podprostorii
M, N, pokud
dist(M, N) = |lp — al,

t.j. pokud se vzdalenost podprostorti M, N realizuje jako délka
vektoru p — q.



H={xcR3a"x=b},|la|| =1,b#0

b= dist({0}, H),qa) = b-a

a’p— b= dist({p}, H)
Pla] = (a’p)-a

) A _ a X
p=0pnH=MXp

Vzdalenost dvou afinnich podprostori |l

alp=b=a")p

b
p' = ﬁp 2
aT(p_p/) = Y
a'p—»b x| b
Pa) = b-2



Vzdalenost dvou afinnich podprostord I

Tvrzeni

Necht M, N jsou koneéné rozmérné afinni podprostory vektorového

prostoru se skaldarnim soucinem V. Potom

(a) body p € M, q € N tvori pricku podprostord M, N pravé
tehdy, kdyz p — q € (DirM + DirN)*;

(b) pro libovolné body p € M, q € N a vektory u € DirM,
v € DirN plati: body p + u, q + Vv tvofi pricku podprostorii
M, N pravé tehdy, kdyz vektor v.— u je kolmym primétem
vektoru p — q do linearniho podprostoru DirM + DirN;

(c) existuji body p € M, q € N tvorici pricku podprostori M, N.



Vzdalenost dvou afinnich podprostord I

Tvrzeni

Necht M, N jsou koneéné rozmérné afinni podprostory vektorového

prostoru se skaldarnim soucinem V. Potom

(a) body p € M, q € N tvori pricku podprostord M, N pravé
tehdy, kdyz p — q € (DirM + DirN)*;

(b) pro libovolné body p € M, q € N a vektory u € DirM,
v € DirN plati: body p + u, q + Vv tvofi pricku podprostorii
M, N pravé tehdy, kdyz vektor v.— u je kolmym primétem
vektoru p — q do linearniho podprostoru DirM + DirN;

(c) existuji body p € M, q € N tvorici pricku podprostori M, N.

Dasledek
Pro kone¢né rozmérné afinni podprostory M, N C V' vektorového

prostoru se skalarnim soucinem plati dist(M, N) = O pravé tehdy,
kdyz M N N £ ().



Vzdalenost dvou afinnich podprostori IV

Primy navod jak najit pricku a vzdalenost libovolnych
konecneé rozmeérnych afinnich podprostorii

Jsou-li M =p+[ug,...,uy]l, N=q+ [vi,...,v,] zadané
parametricky, staci najit jedno Feseni
c=(Cly-Cm Cmtlr---»>Cmin) € R™" soustavy

G(FY) €= <p - q77>T7
kde v = (u1,...,Um, V1, ...,V,), a polozit

u=cu; +...¢pUp, V=CntiVi + ...+ CninVn.



Vzdalenost dvou afinnich podprostori IV

Primy navod jak najit pricku a vzdalenost libovolnych
konecneé rozmeérnych afinnich podprostorii

Jsou-li M =p+[ug,...,uy]l, N=q+ [vi,...,v,] zadané
parametricky, staci najit jedno Feseni
c=(Cly-Cm Cmtlr---»>Cmin) € R™" soustavy

G(FY) -C= <p_q77>T7
kde v = (u1,...,Um, V1, ...,V,), a polozit
u=cu; +...¢pUp, V=CntiVi + ...+ CninVn.

Potom vektor w = u + v = 7 - € je kolmym priimétem vektoru
p — g do linearniho podprostoru

DirM + DirN = [uy, ... Up, V1, - -+, V]
a pricka podprostort M, N je tvorena body p — u, q + v.



Vzdalenost dvou afinnich podprostorti V

Tedy

dist(M, ) I(p —u) — (a+ V]

Ip—a—wl.



Vzdalenost dvou afinnich podprostorti V

Tedy

dist(M,N) = |l(p—u)—(a+v)]|
= [[p—a—w.

Priklad

V euklidovském prostoru R* se standardnim skalarnim soucinem
mame najit vzdalenost rovin

M = (1,1,2,-2)7 + [e; + ez, e; +er +e3],
N = (0)075a_1)T+ [e2+e4,e2—|—e3—|—e4].



Vzdalenost dvou afinnich podprostorii VI

Z prislusnych skalarnych stcinov zostavime (takmer Gramovu)
rozsirent maticu ststavy G(v)-c = (p —q,~)" a upravime ju na
redukovany stupnovity tvar

221 1] 2 100 —1] 13/3
2 31 2| -1 010 1 -3
1122 o] (oo 1 1] -23
122 3| -3 000 O 0



Vzdalenost dvou afinnich podprostorii VI

Z prislusnych skalarnych stcinov zostavime (takmer Gramovu)
rozsirent maticu ststavy G(v)-c = (p —q,~)" a upravime ju na
redukovany stupnovity tvar

221 1] 2 100 —1] 13/3
2 31 2] -1 010 1 -3
1122 o] (oo 1 1] -23
122 3| -3 000 O 0

Reseni soustavy zapiseme vo vieobecném tvaru
c: = (13/3+t,—-3—t,—2/3 —t,t)" s parametrem t € R.
Polozme

u; = C1(e1 aF e2) aF 62(e1 + e+ 93) = (4/3,4/3, —3—t, O)T,
vi = c3(ex+eq)+ cs(ex+e3+eq) =(0,-2/3,t,—2/3)7.



Vzdalenost dvou afinnich podprostorii VI

Potom pro kazdé t € R dvojice bodi

p, = (1,1,2,-2)7 —u; = (-1/3,-1/3,5+t,—2)7
q: = (070757 _l)T + Vi = (07_2/375 + t, _5/3)T

tvori pricku podprostorti M, N.
Vektory

1
Us + Ve = (4/372/37 _37 _2/3)T7 P: —q; = g(_lv 17 07 _1)T
ale od parametru t nezavisi stejné jako vzdalenost

dist(M, N) = ||p; — q.|| =

5l



Odchylka dvou afinnich podprostorii |
Odchylku neboli dhel dvou netrivialnich konecne rozmernych
afinnich podprostorii ve vektorovém prostoru so skalarnim

soucinem V zna¢ime <((M, N) a definujeme ji jako odchylku
<(DirM, DirN) jejich zamérenti.



Odchylka dvou afinnich podprostorti |

Odchylku neboli dhel dvou netrivialnich konecne rozmernych
afinnich podprostorii ve vektorovém prostoru so skalarnim
soucinem V zna¢ime <((M, N) a definujeme ji jako odchylku
<(DirM, DirN) jejich zamérenti.

Odchylku neboli dhel <(S, T) dvou netrivialnich konecné
rozmérnych linearnich podprostorii S, T C V definujeme
nasledovné:

Pro S C T nebo T C S polozime

<(5,T)=0.

Pokud SN T = {0}, klademe

(S, T)=inf{<(x,y); 0 #x€S&0#yec T}



Odchylka dvou afinnich podprostort I
Pokud bychom takovymto zpiisobem definovali odchylku <((S, T),
i kdyz SN T # {0}, libovolny spoleény nenulovy vektor
x € SN T by se postaral o to, aby platilo
(S, T) = <t(x,x) =0, coz nevypada prilis rozumné.
Tedypro SNT #{0}, SZ T, T S, polozime

S=Sn(SNT), T,=TN(SNT).



Odchylka dvou afinnich podprostort I

Pokud bychom takovymto zpiisobem definovali odchylku <((S, T),
i kdyz SN T # {0}, libovolny spoleény nenulovy vektor

x € SN T by se postaral o to, aby platilo

(S, T) = <t(x,x) =0, coz nevypada prilis rozumné.

Tedypro SNT #{0}, SZ T, T S, polozime
S=Sn(SNT), T,=TN(SNT).
Ziejmé Sy, T1 C V jsou netrivalni linedrni podprostory a

Sy N Ty = {0} (za predpokladu SN T = {0} dokonce plati
$,=S5T,=T).

Proto mtzeme kone¢né definovat

<I(5, T) — <I(51, Tl)



Odchylka dvou afinnich podprostort I

Pokud bychom takovymto zpiisobem definovali odchylku <((S, T),
i kdyz SN T # {0}, libovolny spoleény nenulovy vektor

x € SN T by se postaral o to, aby platilo

(S, T) = <t(x,x) =0, coz nevypada prilis rozumné.

Tedypro SNT #{0}, SZ T, T S, polozime
S=Sn(SNT), T,=TN(SNT).
Ziejmé Sy, T1 C V jsou netrivalni linedrni podprostory a

Sy N Ty = {0} (za predpokladu SN T = {0} dokonce plati
$=S5S T, =T).

Proto mtzeme kone¢né definovat
<I(S, T) — <I(51, Tl)

Takto definovany thel podprostorit S, T je Cislo z intervalu
(0,7/2) a plati pro ngj <(S, T) = <(T,S), tedy je to
neorientovany dhel.



Odchylka dvou afinnich podprostor Il

Tvrzeni
Necht V' je vektorovy prostor so skalarnim soucinem a S, T jsou
Jjeho konecné rozmérné linearni podprostory, pricemz S T ani

T < S. Potom

S, T)=inf{a(x, T);0#£xe€SN(SNT)" }.



Odchylka dvou afinnich podprostor Il

Tvrzeni
Necht V' je vektorovy prostor so skalarnim soucinem a S, T jsou
Jjeho konecné rozmérné linearni podprostory, pricemz S T ani

T < S. Potom

S, T)=inf{a(x, T);0#£xe€SN(SNT)" }.

Odchylka pfimky [x], kde x # 0, a kone&né rozmérného linearniho
podprostoru S # {0} je dana vztahem

<(Ix], S) = <(x,9)
pokud xs # 0,
<Z(X>X5)7 t_] X¢5L,
[IXs]]
X[

= arccos =
pokud x5 = 0,

% t.j.x € St



Odchylka dvou afinnich podprostort IV
Priklad

V euklidovském prostoru R* se standardnim skalarnim soucinem
mame najit odchylku rovin

M =(1,1,2,-2)7 + [e1 + ez, e1 + &2 + €3],
N =(0,0,5,—-1)" + [es + e4,e2 + €3 + €e4].

Podle definice <(M, N) = <(S, T), kde S = [e1 +e2,e1 + €2 + €3]
aT=[ex+es4,e+e3+ €4

Vidime, ze SN T = [es3], tedy (SN T)* = [e1, e, eq]. Nutné pak
S$1=SN(SNT)t =[e1+ey], Ti=TN(SNT) = [ex+ey).

Protoze (€1 +ep,ex +e4) =1>0a |le; + ez = |lex + eq] = V2,

1
<M, N) =<(e1 + ez, e2+es) = arccos 5 = g = 60°.



Odchylka dvou afinnich podprostorti V

Kazdy (n — 1)-rozmérny linedrni podprostor S v n-rozmérném
euklidovském prostoru V' ma tvar S = [a]J‘ pro vhodny nenulovy
vektor a € V.
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Kazdy (n — 1)-rozmérny linedrni podprostor S v n-rozmérném
euklidovském prostoru V' ma tvar S = [a]J‘ pro vhodny nenulovy
vektor a € V.

Kazda nadrovina N C V se zaméfenim S ma tvar N = p + [a]*
pro néjaké p € N.



Odchylka dvou afinnich podprostorti V

Kazdy (n — 1)-rozmérny linedrni podprostor S v n-rozmérném
euklidovském prostoru V' ma tvar S = [a]J‘ pro vhodny nenulovy
vektor a € V.

Kazda nadrovina N C V se zaméfenim S ma tvar N = p + [a]*
pro néjaké p € N.

Vektor a se nazyva normala neboli normalovy vektor nadroviny
N. Normala nadroviny je uréena jednoznacéné az na skalarni
nasobek.



Odchylka dvou afinnich podprostordi V
Kazdy (n — 1)-rozmérny linedrni podprostor S v n-rozmérném
euklidovském prostoru V' ma tvar S = [a]J‘ pro vhodny nenulovy
vektor a € V.

Kazda nadrovina N C V se zaméfenim S ma tvar N = p + [a]*
pro néjaké p € N.

Vektor a se nazyva normala neboli normalovy vektor nadroviny
N. Normala nadroviny je uréena jednoznacéné az na skalarni
nasobek.

V euklidovském prostoru R” se standardnim skalarnim soucinem
vystupuje normalovy vektor dané nadroviny pfimo v jeji (obecné)
rovnici. Pokud je totiz nadrovina NN dana rovnici

aix1+ ...+ anx, = b,

tak a = (a1,...,a,)" # 0 je jeji normala a uvedenou rovnici
miZeme zapsat ve tvaru (X,a) = b.



Odchylka dvou afinnich podprostort VI

Tvrzeni
Necht' S je netrivialni, vlastni linedrni podprostor euklidovského
prostoru Va0 # a € V. Potom

<([a]*, S) = g —<(a,S) = <(a,SY).



Odchylka dvou afinnich podprostort VI

Tvrzeni

Necht' S je netrivialni, vlastni linedrni podprostor euklidovského
prostoru Va0 # a € V. Potom

<([a]*, S) = g —<(a,S) = <(a,SY).

Dasledek
Necht M, N jsou dvé nadroviny v euklidovském prostoru V/
s normalami a, resp. b. Potom

(M, N) = <(a, [b]) = min{<(a,b), <(a,—b)}.



Odchylka dvou afinnich podprostort VII

Priklad

V euklidovském prostoru V' vypoéteme odchylku roviny S = [u,v] a
nadroviny T = [a]*.

Podle predchazejiciho tvrzeni plati

las|
Jal

S, T) = % — <(a,S) = arcsin



Odchylka dvou afinnich podprostort VII

Priklad

V euklidovském prostoru V' vypoéteme odchylku roviny S = [u,v] a
nadroviny T = [a]*.

Podle predchazejiciho tvrzeni plati

las|
Jal

S, T) = % — <(a,S) = arcsin

Souradnice ¢, d kolmého priimétu as = cu + dv vzhledem k bazi
(u, v) podprostoru S ziskdme fesenim soustavy

o ) (22

pomoci Cramerova pravidla.



Odchylka dvou afinnich podprostort VIII

Plati
(a,u) (v,u) (u,u) (a,u)
. (a,v) (v,v) e (u,v) (a,v)
G(u, v)| G(u, v)|
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