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Abstrakt

V této kapitole budeme pokracovat ve studiu struktury linearnich
operatorli na konecné rozmérnych vektorovych prostorech se
skalarnim soucinem. Zavedeme pojem adjungovaného zobrazeni
a samoadjungovaného linearniho operatoru a podivame se na
jeho diagonalizovatelnost.



Abstrakt

V této kapitole budeme pokracovat ve studiu struktury linearnich
operatorli na konecné rozmérnych vektorovych prostorech se
skalarnim soucinem. Zavedeme pojem adjungovaného zobrazeni
a samoadjungovaného linearniho operatoru a podivame se na
jeho diagonalizovatelnost.

V celé této kapitole bude V bud realny nebo komplexni vektorovy
prostor, tj. pole skalarii je K = R nebo K = C.
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» Adjungované zobrazeni a samoadjungované operatory.
» Vlastni vektory a vlastni ¢isla samoadjungovanych operatord.
» Veéta o spektralnim rozkladu a jeji dasledky.
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Samoadjungované operatory |
Motivace 1: Vlastni vektory a vlastni cisla symetrické matice

(573):

|A—)\E|: (1—)\)(2—)\):)\2—3)\+1
_ ()\_ 3+2\@)()\_ 372\/5) -0



Samoadjungované operatory |
Motivace 1: Vlastni vektory a vlastni cisla symetrické matice

1 -1
(47)
JA—XE|=(1-X)(2-X)=X-3)+1
= (A =355 - 355) =0

Vlastni €isla jsou \; = 3+‘f a A f
Pro tato vlastni ¢isla nalezneme vlastnl vektory Vi a Vo.

3 V6 3 V6
(1—5—7)X1—X2:0;(1—§+7)Y1—Y2:0
V1—(17—§—T) ’V2_(1’_§+7)

Tyto vektory jsou na sebe navzajem kolmé.



Samoadjungované operatory |l

(53):

existuje ortogonalni baze tvorena vlastnimi vektory.
Toto neni nahoda.

Tedy k symetrické matici



Samoadjungované operatory |l

Tedy k symetrické matici

(53):

existuje ortogonalni baze tvorena vlastnimi vektory.
Toto neni nahoda.

Motivace 2: Kolma projekce

Bud U vektorovy prostor se skalarnim soucinem, V jeho konecné
rozmérny vektorovy podprostor a Py : U — U kolma projekce na
podprostor V. Ukazeme, ze plati

Vu,v € U: (Py(u),v) = (u, Py(v))

(Pv(u),v) = (Pv(u),(v—Pv(v))+ Pv(v)) = (Pv(u), Pv(v))
—— —— ——

ev cvLi ev



Samoadjungované operatory |ll

(u, Py(v)) = ((u—Py(u))+Py(u), Pv(v)) = (Pv(u), Pv(v))
ev-L eVv ev

Pak rikame, Ze Py je samoadjungované zobrazeni.



Samoadjungované operatory |ll

(u,Pv(v)) = {((u—Py(u))+ Py(u), Pv(v)) = (Py(u), Pv(v))
evt eV ev

Pak rikame, Ze Py je samoadjungované zobrazeni.

Definice

Necht ¢: U — V je linearni zobrazeni unitarnich (euklidovskych)
prostorti. Adjungovanym zobrazenim k ¢ se nazyva linearni
zobrazeni * : V — U takové, ze pro vsechny vektory u € U a
v € V plati

(p(u),v)v = (u,¢*(v))u-



Samoadjungované operatory |V

Priklad
Bud ¢: C" — C linearni zobrazeni, ¢(x) = A - x. Hledame
adjungované zobrazeni ¢* : Ck — C" ve tvaru ¢*(y) =B - .



Samoadjungované operatory |V

Priklad
Bud ¢: C" — C linearni zobrazeni, ¢(x) = A - x. Hledame
adjungované zobrazeni ¢* : Ck — C" ve tvaru ¢*(y) =B - .

Musi platit
<§0(X)7 y>Ck — <X7 QO* (y)>(C”
<A - X, y>(Ck — <X7 B Y>(Cn
(A-x)7-y x" - (B-y)
XT'AT‘Y — XT.§.Y

Odtud B =A"  je matice adjungovaného zobrazeni ¢* k .



Samoadjungované operatory V - Souradnicové zobrazeni

Necht & = (uy,...,u,) je ortonormélni baze v unitarnim
(euklidovském) prostoru V' dimenze n. Pak soufadnicové zobrazeni
(=)a: V—=C" ((—)a: V — R") je unitarni (ortogonalni)
zobrazeni, tj.,

(uv)v = (U)o, (V)a)cr - ((u,v)v = ((U)a; (V)a)rn)-

1> —_— n . . —_— n . . A
Totiz, prou =}/l ; cujav =3 7, dju; mdme

(u,v)v = (g cui, Yo7 diup)y = 2570 Do, ciui, uj)vd;
=Y imy Gilu, ui)vd = 3o, cid;
=(u)a - (V)a = ((Wa; (V)a)cr-
Tedy i inverzni zobrazeni (—);1: C" —= V ((=)a: R" — V) je
unitarni (ortogonalni) zobrazeni.



Samoadjungované operatory VI

Véta
Necht « je ortonormélni baze v V', 3 je ortonormélni baze v U,
@ : U — V je linearni zobrazeni unitarnich (euklidovskych)
prostorti, A = (¢)a,5- Potom k @ existuje pravé jedno adjungované
zobrazeni p* a matice adjungovaného zobrazeni ©* : V. — U ma
tvar T

(0" )ga = { A v umte?rnfm pripade,

’ AT v euklidovském pripadeé.

Obrécené, je-livp : V — U linearni zobrazeni a (1), = ZT, pak
Y=o



Samoadjungované operatory VII

Definice

Linearni operator ¢ : U — U na unitarnim (euklidovském) prostoru
U se nazyva samoadjungované zobrazeni, jestlize pro vsechny
vektory u,v € U plati

(p(u),v)u = (u,o(v))u

tj. pokud ©* = .

Véta

Operator o : U — U na unitarnim (euklidovském) prostoru U je
samoadjungovany pravé tehdy, kdyz pro jeho matici v ortonormalni
bazi o plati

(0)an = A = A" v unitarnim pripade,
o AT v euklidovském pripadé.



Samoadjungované operatory VIII

Maticim A, které spliuji podminku A = A se nazyvaji
hermitovské. Dale budeme znacit A* = A" .



Samoadjungované operatory VIII

Maticim A, které spliuji podminku A = A se nazyvaji
hermitovské. Dale budeme znacit A* = A" .

Prikladem hermitovské matice je matice
1 141 2+43i

A= 1-—i 3 —5i
2—3i 5i 0



Samoadjungované operatory VIII

Maticim A, které spliuji podminku A = A se nazyvaji
hermitovské. Dale budeme znacit A* = A" .

Prikladem hermitovské matice je matice

1 141 2431
A= 1-—i 3 —5i
2—3i 5i 0

Podobné samoadjungované operatory na euklidovskych prostorech
(specialné na R") jsou ur€eny symetrickymi maticemi.



Samoadjungované operatory IX

Priklad
Bud nyni U koneéné rozmérny vektorovy prostor se skalarnim
sou¢inem, V jeho vektorovy podprostor a Py/: U — U kolma

projekce na podprostor V. Necht & = (uy, ..., u,) je ortonormalni
baze U a (uy, ..., ux) je baze V. Pak matice kolmé projekce je
10 0O ... 00
01 0O ... 00
oo 1 > 0 ...0
Pv=100 0 o0 00
: 0 0 .0
oo o 0 0 o0
00 o0 0 0O 0O

|



Samoadjungované operatory X

Lemma

Necht linearni operator ¢ : U — U na unitarnim (euklidovském)
prostoru U je samoadjungovany s invariantnim podprostorem V.
Pak V't je rovnéz invariantni.



Samoadjungované operatory X

Lemma

Necht linearni operator ¢ : U — U na unitarnim (euklidovském)
prostoru U je samoadjungovany s invariantnim podprostorem V.
Pak V't je rovnéz invariantni.

Véta
Necht ¢ : U — U je samoadjungovany operator na unitarnim
(euklidovském) prostoru U. Pak plati:

1. Vlastni cisla zobrazeni @ jsou redlna.

2. Vlastni vektory prislusné k riznym vlastnim cisliim jsou
navzdjem kolmé.



Samoadjungované operatory Xl

Véta

O spektralnim rozkladu. Pro kazdy samoadjungovany operator
@ : U — U na unitarnim (euklidovském) prostoru U existuje
ortonormalni baze o prostoru U tvoren vlastnimi vektory, v niz m3
@ diagonalni matici s realnymi vlastnimi Cisly na diagonale.



Samoadjungované operatory Xl

Véta

O spektralnim rozkladu. Pro kazdy samoadjungovany operator

@ : U — U na unitarnim (euklidovském) prostoru U existuje
ortonormalni baze o prostoru U tvoren vlastnimi vektory, v niz m3
@ diagonalni matici s realnymi vlastnimi Cisly na diagonale.

Dasledek
Bud ¢ : U — U linearni operator na unitarnim (euklidovském)
prostoru U. Pak ¢ je samoadjungovany operétor pravé tehdy, kdyz

©=MP14+XP>+ -+ M\Py,

A1, ...y Ak jsou vsechna navzajem riizna vlastni Cisla operatoru ¢ a
P1, ..., Py jsou kolmé projekce do navzajem kolmych vlastnich
podprostori Ker(p — N\jiidy), i =1,..., k.



Samoadjungované operatory Xl|
Dasledek

Pro kazdou redlnou symetrickou matici A existuje ortogonalni
matice P tak, Ze matice

P'AP =P 'AP

je diagonalni.



Samoadjungované operatory Xl|

Dasledek

Pro kazdou redlnou symetrickou matici A existuje ortogonalni
matice P tak, Ze matice

P'AP =P 'AP
je diagonalni.

Dasledek

Kazda kvadratickd forma na euklidovském prostoru U dimenze n
ma ve vhodné ortonormalni bazi analyticky tvar

f(x) = z”: X2
i=1



Singularni rozklad matice |

Priklad

Je-li A realna matice typu m x n, pak matice
ATA

je realna symetricka matice typu n x n.

Snadno pak ovéfime nasledujici rovnost

(AT-A)T=AT . (AT)T =AT . A

k

AT

AT .A




Singularni rozklad matice |l

Priklad

Je-li A komplexni matice typu m x n, pak matice
A*A

je komplexni hermitovska matice typu n x n.

Snadno pak ovéfime nasledujici rovnost

(A*-A) = A*- (A*)" = A" A,

A*

A*.




Singularni rozklad matice Il

Lemma
Necht p: U — V je linedrni zobrazeni mezi prostory se skalarnim

soucinem. Pak ¢* o p: U — U (a pop*: V — V) jsou
samoadjungované, pozitivné semidefinitni, tj.
Yue U: {(¢*op)(u),u) >0.

Specialné, vsechna vlastni Eisla jsou nezaporna a plati

Ker(p* o ) = Ker(y).



Singularni rozklad matice IV

Véta
Necht A € Mat,, kde K = R nebo K = C. Pak existuji unitarni
(pripadné ortogonalni nad R) matice P typu k x k a Q typu n x n

takové, ze
kde -
s; 0O 0|0 0
0 s 0|0 0
0 o olo 0 a Cisla s1,s,...,5 jsou
1 druhé odmocniny kladnych
0 0 | 0 0 vlastnich cisel hermitovské
0 0 010 0 matice A* - A.
0 0 0|0 0
0 0 0|0 0

[
|



K" = Ker(p) @ Ker(p)*, Kk = Im(p) & Im(p)*,

@ Ker(p)t: Ker(o)t — Im(yp).




Pseudoinverzni matice |

Motivace €. 1: Bud ¢: K" — Kk linearni zobrazenti, tj.
o(x) = A-x,x € K". Plati

K" = Ker(¢) @ Ker(o)t, KK = Im(¢) @ Im(p)*,
@ [ Ker(p)t: Ker(p)t — Im(p).

Linearni zobrazeni o | Ker(p)~* je prosté (jeho jadro je trivialni) a
na (Im(¢) = Im(p | Ker(¢)*) z ditvodu stejné dimenze). Tedy k
© | Ker(p)* existuje inverze.



Pseudoinverzni matice |

Motivace €. 1: Bud ¢: K" — Kk linearni zobrazenti, tj.
o(x) = A-x,x € K". Plati

K" = Ker(¢) @ Ker(o)t, KK = Im(¢) @ Im(p)*,
@ [ Ker(p)t: Ker(p)t — Im(p).

Linearni zobrazeni o | Ker(p)~* je prosté (jeho jadro je trivialni) a
na (Im(¢) = Im(p | Ker(¢)*) z ditvodu stejné dimenze). Tedy k
© | Ker(p)* existuje inverze.

Ma-li byt B pseudoinverzni matice k A, polozme ¢(y) = B -y. Pak
¢ KK — K" a urcité by kompozice

Yo Ker(p)t: Ker(p)" — Ker(p)*"

méla byt identita na Ker(p)'.



Pseudoinverzni matice |l

Tedy linearni zobrazeni ¢ o : K" — K" by mélo byt kolmou
projekci na podprostor Ker ().



Pseudoinverzni matice |l

Tedy linearni zobrazeni ¢ o : K" — K" by mélo byt kolmou

projekci na podprostor Ker ().

Podobné by linearni zobrazeni ¢ o 1p: KK — K* mélo byt identita
na podprostoru Im(y), tj. kompozice

o[ Ker(p)" ot Im(p) = Im(p)

by méla byt identita na Im(y).
Tedy linearni zobrazeni ¢ o ¢p: KX — KX by mélo byt kolmou
projekci na podprostor Im(yp).



Pseudoinverzni matice Il|

Ker(o): o

>
Im(e0)*









Pseudoinverzni matice V

Definice
Necht A je matice typu k x n se singularnim rozkladem

510...0
0s...0

A:p.< D ‘Ofv"—r ).Q*,D: 2_ ,5i >0
Onfr,r‘onfr,nfr 00 -.0
00...s

Potom se matice

-1
A(—l) _ Q ( D ‘ 0r,n—r ) . P*

On—r,r ‘ On—r,n—r

typu n x k nazyva pseudoinverzni matice k matici A.



Pseudoinverzni matice VI - Zakladni vlastnosti
1) Je-li A invertibilni, je ACY = A—1,

2) A(*1>)H) — A
)
)

3) ACD . Aa A-ACD jsou samoadjungované matice.

4) Bud ¢: K" — KX linearni zobrazeni tvaru o(x) = A - x,
x € K". Dale polozme o(-D(y) = AD .y yeKka
definujme tak linearni zobrazeni (1) : Kk — K". Pak
kompozice ¢(=1) o ¢ tvaru

(P op)(x) = ACD - A-x

je kolma projekce K" do podprostoru (Ker())* (viz
Motivace 1) a kompozice ¢ o ¢(=1) tvaru

(pop™)(y)=A-ACD .y

je kolma projekce K* do podprostoru Im(¢).



A-ACD . A=A ACD AL AGCD — AR,
ACD — (A*. A) DL A%




Pseudoinverzni matice VIII

Priklad

1 2
Spoctéte A k matici A = ( 10 ) . Plati:
01

1 2
5 (110 (2 2 2 _
A.A(201>.(é(1))<25>,detA A=06.
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