13. SKALARNI SOUCIN NADR i C

Jan Paseka

Masarykova univerzita Brno

20. brezna 2020



Abstrakt

V této kapitole se pokusime o naplnéni linearni algebry
geometrickym obsahem ve vektorovych prostorech nad Eiselnymi
télesy R i C.



Abstrakt

V této kapitole se pokusime o naplnéni linearni algebry

geometrickym obsahem ve vektorovych prostorech nad Eiselnymi
télesy R i C.

Ukazuje se, ze celou zakladni geometrickou strukturu, véetné délek
a whlt, miazeme odvodit z jediné kladné definitni symetrické
bilinearni formy na realném prostoru.
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» Skalarni soucin nad télesem realnych Cisel.
» Skalarni soucin nad télesem komplexnich ¢isel.

» Délka vektoru a ahel dvou vektori
» Gramova matice.
» Cauchyho-Schwartzova nerovnost.
» Uhel dvou vektori.
» Délka vektoru.

» Ortogonalni a ortonormalni baze

» Gramiv-Schmidtiv ortogonalizacni proces.
» QR-rozklad.
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y = ()1, y2) na sebe kolmé, plati Pythagorova véta.
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Skalarni soucin |

Motivace: Uvazujme prostor R?. Jsou-li vektory x = (x1, x2) a
y = ()1, y2) na sebe kolmé, plati Pythagorova véta.

[ly = x[[2 = [x[[* + [ly|”

(1 —x)2+ (2 — %) =x2 +x2 + y2 + 2

Ekvivalentné,

vi-2ya+xZ +ys—2pxo+xE =xF +x3 +yi+yi
To je pravé tehdy, kdyz
—2y1x1 — 2y2x2 = 0 tj. x1y1 + x2y2 = 0.

Plati-li Pythagorova véta, jsou na sebe vektory x a y kolmé a
X1y1 +x2y2 = 0.



Skalarni soucin 1l

Vyraz (X,y) = x1y1 + x2y» méfi, zda jsou vektory x a y na sebe
kolmé. Nazyvame jej skalarni soucin.
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Jedna se o symetrickou bilinearni formu, pfi¢emz pfislusna
kvadraticka forma je tvaru

x3 +x3

a je pozitivné definitni a méri velikost vektoru v druhé mocniné.



Skalarni soucin 1l

Vyraz (X,y) = x1y1 + x2y» méfi, zda jsou vektory x a y na sebe
kolmé. Nazyvame jej skalarni soucin.

Jedna se o symetrickou bilinearni formu, pfi¢emz pfislusna
kvadraticka forma je tvaru

x3 +x3
a je pozitivné definitni a méri velikost vektoru v druhé mocniné.

Definice

Skalarnim nebo téz vnitrnim soucinem na realném vektorovém
prostoru V' rozumime libovolnou pozitivné definitni, symetrickou
bilinearni formu na V. Hodnotu této formy na vektorech x,y € V
budeme znadit (x,y).



Skalarni soucin Il

Nezavisle na znalosti uvedenych pojmi miizeme skalarni soucin na
V definovat jako binarni operaci V' x V — R, ktera kazdé dvojici
(x,y) vektorii z V prifadi realné islo (x,y), takové, Ze pro viechny
X,Y,X1,Xs € V alibovolné ¢ € R plati:

(X1 + X2,¥) =(x1,Yy) + (X2,y) (aditivita),
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Nezavisle na znalosti uvedenych pojmi miizeme skalarni soucin na
V definovat jako binarni operaci V' x V — R, ktera kazdé dvojici
(x,y) vektorii z V prifadi realné islo (x,y), takové, Ze pro viechny
X,Y,X1,Xs € V alibovolné ¢ € R plati:
<X1 + X2, y> — <X17 y> + <X27 y> (aditiVita)'
(cx,y)=c(x,y) (homogenita),

(x,y)=(y,x) (symetrie),

x#0=(x,x) >0 (kladna definitnost).



Skalarni soucin Il

Nezavisle na znalosti uvedenych pojmi miizeme skalarni soucin na
V definovat jako binarni operaci V' x V — R, ktera kazdé dvojici
(x,y) vektorii z V prifadi realné islo (x,y), takové, Ze pro viechny
X,Y,X1,Xs € V alibovolné ¢ € R plati:

(X1 + X2,¥) =(x1,Yy) + (X2,y) (aditivita),

(cx,y)=c(x,y) (homogenita),
(%, y)={y,%) (symetrie),
x#0=(x,x) >0 (kladna definitnost).

Spojeni aditivity a homogenity skalarniho souc¢inu ndm dava jeho
linearitu jako funkci prvni proménné (pfi pevné druhé proménné).



Skalarni soucin 1V

Ze symetrie plyne i linearita skalarniho soucinu jako funkce druhé
proménné (pfi pevné prvni proménné), t.j. rovnosti

(X, ¥1 + ¥2)=(X,¥2) + (X, ¥2),
(x, cy)=c(x,y),

pro viechna X,y;,Y,,y € VaceR.



Skalarni soucin 1V

Ze symetrie plyne i linearita skalarniho soucinu jako funkce druhé
proménné (pfi pevné prvni proménné), t.j. rovnosti

(X, ¥1 + ¥2)=(X,¥2) + (X, ¥2),
(x, cy)=c(x,y),

pro viechna X,y;,Y,,y € VaceR.
Z (bi)linearity plyne podminka kladné definitnosti

(x,x) >0 & ((x,x) =0 < x=0)

pro kazdé x € V.



Skalarni soucin 1V

Ze symetrie plyne i linearita skalarniho soucinu jako funkce druhé
proménné (pfi pevné prvni proménné), t.j. rovnosti

(X, ¥1 +¥2)=(X,¥2) + (X,¥2),
(x, cy)=c(x,y),
pro vsechna X,y;,Y,,y € VaceR.
Z (bi)linearity plyne podminka kladné definitnosti

(x,x) >0 & ((x,x) =0 < x=0)

pro kazdé x € V.

Prvni ¢ast této podminky ndm umoznuje definovat normu neboli
délku vektoru x rovnosti

[X[] = v/ (%, ).
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Vyraz ||x||> budeme zatim chapat jen jako jiné oznaceni pro
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Skalarni soucin V

Vyraz ||x||> budeme zatim chapat jen jako jiné oznaceni pro
kvadratickou formu (x, x) indukovanou skalarnim soucinem.

Definice
Euklidovskym prostorem nazyvame libovolny konecne rozmerny
realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Priklad

Ze stredni skoly v ramci analytické geometrie, pripadné v ramci
fyziky, jsme se potkali s skalarnim soucinem (X,y) = x1y1 + Xo¥»
v roviné R? a se skalarnim soucinem (X,y) = x1y1 + X2y + X3y3
v prostoru R3.



Skalarni soucin VI

Lehce se miizeme presvédcCit, ze stejny vzorecek funguje pro kazdé
n oty prox=(x,. ... %), y=1,.--,¥n)" je predpisem

(x,y) = x" "y = in)/i
i=1

definovany skalarni soucin na sloupcovém vektorovém prostoru R".



Skalarni soucin VI

Lehce se miizeme presvédcCit, ze stejny vzorecek funguje pro kazdé
n oty prox=(x,. ... %), y=1,.--,¥n)" je predpisem

(x,y) y—zx,y,

definovany skalarni soucin na sloupcovém vektorovém prostoru R".

V pripadé radkového prostoru R” mame

<X7y =X y ZX/)’/

proX = (X1, -, %), Y = (V1y- -y ¥n)
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Takovyto skalarni sou¢in budeme nazyvat standardni skalarni
soucin na R". Standardni skalarni soucin vektort x,y € R" (at uz
jde o fadkové nebo sloupcové vektory) se obvykle znaéi x - y.
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= v = ()
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Skalarni soucin VII

Takovyto skalarni sou¢in budeme nazyvat standardni skalarni
soucin na R". Standardni skalarni soucin vektort x,y € R" (at uz
jde o fadkové nebo sloupcové vektory) se obvykle znaéi x - y.

Délka vektoru x vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu je

= v = ()

i=1

V ramci analytické geometrie se pro nenulové vektory x, y dokazuje
znamy vztah
x -y =[] [lyl cos a,

ktery spojuje standardni skalarni soucin v R? & v R3 s délkou
prislusnych vektorii a jimi sevienym ahlem a.



Skalarni soucin VIII

Priklad

Necht V oznacuje vektorovy prostor C(a, b) vsech spojitych
realnych funkci definovanych na uzavieném intervalu (a, b), kde

a < b jsou realna cisla, pfipadné jeho libovolny linearni podprostor.
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Priklad

Necht V oznacuje vektorovy prostor C(a, b) vsech spojitych
realnych funkci definovanych na uzavieném intervalu (a, b), kde

a < b jsou realna cisla, pfipadné jeho libovolny linearni podprostor.

Pro f,g € V polozme

b
(Frg) = / Fx)g(x)dx.

Z komutativity nasobeni v R a aditivity a homogenity integralu
vyplyva, ze (f,g) je symetricka bilinearni forma na V.



Skalarni soucin VIII

Priklad

Necht V oznacuje vektorovy prostor C(a, b) vsech spojitych
realnych funkci definovanych na uzavieném intervalu (a, b), kde

a < b jsou realna cisla, pfipadné jeho libovolny linearni podprostor.

Pro f,g € V polozme

b
(Frg) = / Fx)g(x)dx.

Z komutativity nasobeni v R a aditivity a homogenity integralu
vyplyva, ze (f,g) je symetricka bilinearni forma na V.

Pro ovéreni pozitivni definitnosti si staci uvédomit, ze pro f # 0
(t.j. f ne identicky rovné nule), je £2(x) > 0 pro kazdé x € (a, b).
Ze spojitosti funkce f (a teda téz £2) vyplyva existence né&jakého
netrivialniho uzavreného podintervalu (a;, b1) C (a, b) tak, ze
f2(x) > 0 pro viechna x € (a1, by).



Skalarni soucin IX

Protoze f na (aj, by) nabyva minimum, mame

.0 = [ Pz [P0 (- a)_min £ >0

a a1 a1<x<b;

Teda predpisem (f, g) — (f, g) je definovany skalarni soucin jak na
C(a, b) tak na jeho libovolném linearnim podprostoru, napf. na
prostorech polynomii R[x], R("[x], n € N, uvazovanych jako
spojité funkce na (a, b).
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Protoze f na (aj, by) nabyva minimum, mame

.0 = [ Pz [P0 (- a)_min £ >0

a a1 a1<x<b;

Teda predpisem (f, g) — (f, g) je definovany skalarni soucin jak na
C(a, b) tak na jeho libovolném linearnim podprostoru, napf. na
prostorech polynomii R[x], R("[x], n € N, uvazovanych jako
spojité funkce na (a, b).

V pripadé prostort C(a, b) nebo R[x] jde o skalarni soucin na
nekonecné rozmérnych vektorovych prostorech.



Skalarni soucin IX

Protoze f na (aj, by) nabyva minimum, mame

.0 = [ Pz [P0 (- a)_min £ >0

a a1 a1<x<b;

Teda predpisem (f, g) — (f, g) je definovany skalarni soucin jak na
C(a, b) tak na jeho libovolném linearnim podprostoru, napf. na
prostorech polynomii R[x], R("[x], n € N, uvazovanych jako
spojité funkce na (a, b).

V pripadé prostort C(a, b) nebo R[x] jde o skalarni soucin na
nekonecné rozmérnych vektorovych prostorech.

Norma spojité funkce f (a, by — R potom je

I =V = ([ : i) -



Skalarni soucin X

Priklad
Necht V =R3 a

(x,y) = 3x1y1 + x1y2 + xoy1 + Xoy2 + 2x1y3 + 2x3y1 + TX3Y3.

Pak (x,y) je definitni (pomoci Sylvestrova kritéria) symetricka
bilinearni forma na V.



Komplexni skalarni soucin |

Skalarni nebo téz vnitrni soucin na komplexnim vektorovém
prostoru V' budeme definovat jako binarni operaci V' x V — C,
ktera kazdé dvojici (x,y) vektorii z V priradi komplexni &islo (x,y)
takové, ze pro viechny X,y, X1, X, € V a libovolné ¢ € C plati:

<X1 + X, y> = <X17 y> + <X27 y>
(aditivita),



Komplexni skalarni soucin |

Skalarni nebo téz vnitrni soucin na komplexnim vektorovém
prostoru V' budeme definovat jako binarni operaci V' x V — C,
ktera kazdé dvojici (x,y) vektorii z V priradi komplexni &islo (x,y)
takové, ze pro viechny X,y, X1, X, € V a libovolné ¢ € C plati:

<X1 + X, y> = <X17 y> + <X27y>
(aditivita),
(ex,y) = cxy)

(homogenita),



Komplexni skalarni soucin |

Skalarni nebo téz vnitrni soucin na komplexnim vektorovém
prostoru V' budeme definovat jako binarni operaci V' x V — C,
ktera kazdé dvojici (x,y) vektorii z V priradi komplexni &islo (x,y)
takové, ze pro viechny X,y, X1, X, € V a libovolné ¢ € C plati:

<X1 + X2, y> = <X17 y> + <X27y>
(aditivita),
(exy) = cixy)
(homogenita),
y) = {y.%)

(kosa symetrie),



Komplexni skalarni soucin |

Skalarni nebo téz vnitrni soucin na komplexnim vektorovém
prostoru V' budeme definovat jako binarni operaci V' x V — C,
ktera kazdé dvojici (x,y) vektorii z V priradi komplexni &islo (x,y)
takové, ze pro viechny X,y, X1, X, € V a libovolné ¢ € C plati:

<X1 + X2, y> = <X17 y> + <X27y>
(aditivita),
(exy) = cixy)
(homogenita),
y) = {y.%)

(kosa symetrie),

x#0 = (x,x) >0
(kladn4 definitnost).
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unitarni prostor.
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linearitu jako funkce prvni proménné (pfi pevné druhé proménné).



Komplexni skalarni soucin [l

Komplexni vektorovy prostor V' se skalarnim soucinem nazyvame
unitarni prostor.

Spojeni aditivity a homogenity skalarniho soucinu dava jeho
linearitu jako funkce prvni proménné (pfi pevné druhé proménné).

Dik kosé symetrii z toho vyplyva antilinearita skalarniho soucinu
jako funkce druhé proménné (pfi pevné prvni proménné), t.].
rovnosti
X ¥1+Y¥2) = (X¥2) + (X, ¥2),
(x,cy) = Txy),
pro viechny x,y;,yY, € Vac e C.



Komplexni skalarni soucin |l

Komplexni vektorovy prostor V' se skalarnim soucinem nazyvame
unitarni prostor.
Spojeni aditivity a homogenity skalarniho soucinu dava jeho
linearitu jako funkce prvni proménné (pfi pevné druhé proménné).
Dik kosé symetrii z toho vyplyva antilinearita skalarniho soucinu
jako funkce druhé proménné (pfi pevné prvni proménné), t.].
rovnosti
(X, y1+Y2) = (X,¥2) +(X,¥5),
(x,cy) = T(x,y),
pro viechny x,y;,yY, € Vac e C.
Z kosé symetrie vyplyva realnost vyrazu (x,X) = (x,x) pro kazdé
x € V, coz dava smysl podmince pozitivni definitnosti.



Komplexni skalarni soucin |l
Komplexni vektorovy prostor V' se skalarnim soucinem nazyvame
unitarni prostor.
Spojeni aditivity a homogenity skalarniho soucinu dava jeho
linearitu jako funkce prvni proménné (pfi pevné druhé proménné).

Dik kosé symetrii z toho vyplyva antilinearita skalarniho soucinu
jako funkce druhé proménné (pfi pevné prvni proménné), t.].
rovnosti
X ¥1+Y¥2) = (X¥2) + (X, ¥2),
(x,cy) = Txy),
pro viechny x,y;,yY, € Vac e C.

Z kosé symetrie vyplyva realnost vyrazu (x,X) = (x,x) pro kazdé
x € V, coz dava smysl podmince pozitivni definitnosti.

Mame pak
(x,x) >0 & ((x,x) =0 < x=0)
pro kazdé x € V. Zejména plati (x,0) = (0,x) = 0.



Komplexni skalarni soucin Il

Priklad
Necht V = C". Pak pro x = (x1, ..., %) ",y = (y1,- -, ¥n) "
definujeme predpisem

<X y — ZXIYI

standardni skalarni soucin na sloupcovém vektorovém prostoru

Cn.



Komplexni skalarni soucin Il

Priklad
Necht V = C". Pak pro x = (x1, ..., %) ",y = (y1,- -, ¥n) "
definujeme predpisem

(x,y) = x' .y = ZX/'}T'
il

standardni skalarni soucin na sloupcovém vektorovém prostoru

Cn.

Vétsinu pojmi, které jsme definovali pro euklidovské prostory,
miizeme zavést i pro (konecné rozmérné) unitarni prostory a vétsinu
vysledkii o euklidovskych prostorech miizeme s malymi
modifikacemi dokazat i pro (kone€né rozmérné) unitarni prostory.



Komplexni skalarni soucin IV

Protoze 0 < (x,x) € R, délku neboli téz normu vektoru x
v unitarnim prostoru V' miizeme definovat jako nezaporné realné

cislo
[X[| = v/ {x,x).



Komplexni skalarni soucin IV

Protoze 0 < (x,x) € R, délku neboli téz normu vektoru x
v unitarnim prostoru V' miizeme definovat jako nezaporné realné

Cislo
X[l = v/ {x,%).
Rikame, ze vektory x,y jsou kolmé v unitarnim prostoru V, pokud

—~

x,y) = 0.



Komplexni skalarni soucin IV

Protoze 0 < (x,x) € R, délku neboli téz normu vektoru x
v unitarnim prostoru V' miizeme definovat jako nezaporné realné

cislo
[X[| = v/ {x,x).

Rikame, ze vektory x,y jsou kolmé v unitarnim prostoru V, pokud
(x,y) =0.

Priklad
Uvazme spojité funkce na intervalu [a, b] s hodnotami v C. Jedna
se o komplexni vektorovy prostor se skalarnim soucinem

b
(F.g) = / F(x)g () dx.



Gramova matice |

Necht o = (uy, ..., ux) je libovolna usporadana k-tice vektord v
realném vektorovém prostoru V' se skalarnim soucinem.

Témér vsechny podstatné informace o téchto vektorech jsou ukryté
v tzv. Gramove matici

G(a) = G(uy, ..., ux) = ((ujuy)), .,

vektord Uq, ..., Uy.



Gramova matice |

Necht o = (uy, ..., ux) je libovolna usporadana k-tice vektord v
realném vektorovém prostoru V' se skalarnim soucinem.
Témér vsechny podstatné informace o téchto vektorech jsou ukryté

v tzv. Gramoveé matici

G(a) = G(uy, ..., ue) = ((uj,u))
vektord Uq, ..., Uy.
Determinant Gramovy matice

(ug,ug) ... (ug,ug)

detG(a) = |G(u,...,u)| =

<uk; u) ... (ug,ug)

se nazyva Gramovym determinantem vektorii uy, . . ., U.



Gramova matice |l

Tvrzeni

Necht uyq, . . ., uy jsou libovolné vektory v realném vektorovém

prostoru V' se skaldrnim soucinem. Potom

(a) G(uy,...,uy) je kladné semidefinitni symetricks matice;

(b) vektory uy, ..., uy jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
G(us, ..., uy) je kladné definitni.



Gramova matice |l

Tvrzeni

Necht uyq, . . ., uy jsou libovolné vektory v realném vektorovém

prostoru V' se skaldrnim soucinem. Potom

(a) G(uy,...,uy) je kladné semidefinitni symetricks matice;

(b) vektory uy, ..., uy jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
G(us, ..., uy) je kladné definitni.

Diisledek

Pro libovolné uy, . .., ux € V plati |G(uy, ..., ux)| > 0. Pritom

|G(uy, ..., ux)| =0 pravé tehdy, kdyz vektory uy, ..., uy jsou

linearné zavislé.



Gramova matice |l

Tvrzeni

Necht uyq, . . ., uy jsou libovolné vektory v realném vektorovém

prostoru V' se skaldrnim soucinem. Potom

(a) G(uy,...,uy) je kladné semidefinitni symetricks matice;

(b) vektory uy, ..., uy jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
G(us, ..., uy) je kladné definitni.

Dasledek
Pro libovolné uy, . .., ux € V plati |G(uy, ..., ux)| > 0. Pritom
|G(uy, ..., ux)| =0 pravé tehdy, kdyz vektory uy, ..., uy jsou

linearné zavislé.
Specialné pro libovolné dva vektory u,v € V plati
<U, U> <U7V> ‘ — <u, u>(v,v> _ <u,v><v, u>

(v,u) (v,v)
= [JullPIv[® = (u,v)? >0,

pfiéemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz vektory u, v jsou
linearné zavisleé.

|G(u, v)|




Cauchyho-Schwartzova nerovnost |

Tim je dokazana tzv. Cauchyho-Schwartzova nerovnost pro
realné vektorové prostory:

Véta

(Cauchyho-Schwartzova nerovnost) Pro libovolné vektory

u,v € V v prostoru V' nad R nebo C se skalarnim soucinem plati

[{u, V)| < flul[ v},

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz vektory u, v jsou
linearné zavislé.



Cauchyho-Schwartzova nerovnost |

Tim je dokazana tzv. Cauchyho-Schwartzova nerovnost pro
realné vektorové prostory:

Véta
(Cauchyho-Schwartzova nerovnost) Pro libovolné vektory
u,v € V v prostoru V' nad R nebo C se skalarnim soucinem plati

[{u, V)| < flul[ v},

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz vektory u, v jsou
linearné zavislé.

Pro skalarni sou¢in na R” to znamen3, ze

xayitxoyate - Axnyn < A/XF x5+ +x§\/y12 +y3+-+y2



Cauchyho-Schwartzova nerovnost ||

Pro skalarni soucin na C[a, b] to znamena, ze

[ gt < \/ Ik fz(x)dX\/ [ g




Cauchyho-Schwartzova nerovnost ||

Pro skalarni soucin na C[a, b] to znamena, ze

[ gt < \/ Ik f2(x)dX\/ [ g

Z Cauchyho-Schwartzovy nerovnosti vyplyva, ze pro libovolné

nenulové vektory X, y ve vektorovém prostoru nad R se skalarnim
souéinem plati

1< XYy
— Iyl —



Cauchyho-Schwartzova nerovnost ||

Pro skalarni soucin na C[a, b] to znamena, ze

[ gt < \/ Ik f2(x)dX\/ [ g

Z Cauchyho-Schwartzovy nerovnosti vyplyva, ze pro libovolné
nenulové vektory X, y ve vektorovém prostoru nad R se skalarnim
souéinem plati

1< XYy
— Iyl —

Proto existuje jediné realné ¢islo v takové, ze 0 < o < 7 a

(x,y)

cosy = ————.
[ Iyl



Cauchyho-Schwartzova nerovnost ||

Cislo a nazyvame tthlem nebo téz odchylkou vektorii x, y a
znacime ho a = <(x,y).



Cauchyho-Schwartzova nerovnost ||

Cislo a nazyvame tthlem nebo téz odchylkou vektorii x, y a
znacime ho a = <(x,y).

Ze symetrie skalarniho soucinu vyplyva <t(x,y) = <t(y, x), to
znamena, ze se jedna o neorientovany thel.



Cauchyho-Schwartzova nerovnost ||

Cislo a nazyvame tthlem nebo téz odchylkou vektorii x, y a
znacime ho a = <(x,y).

Ze symetrie skalarniho soucinu vyplyva <t(x,y) = <t(y, x), to
znamena, ze se jedna o neorientovany thel.

Pri této definici thlu dvou nenulovych vektori zlistava vztah
(%, y) = [Ix][ [lyll cos «(x,y),

platny pro standardni skalarni soucin v R? a R3, zachovany
v libovolném prostoru se skalarnim soucinem.



Délka vektoru |

Definice

Normou na realném ¢&i komplexnim vektorovém prostoru V/
rozumime libovolné zobrazeni V — IR, které vektoru x € V priradi
realné &islo ||x||, nazyvané normou nebo téz délkou vektoru X,
takové, ze pro viechny x,y € V a libovolné ¢ € R ¢i ¢ € C plati

Ix+yll < Ix]| =+ llyll (trojahelnikova nerovnost),
lex|| = || |x]] (pozitivni homogenita),

Ix|=0 = x=0 (oddélitelnost).



Délka vektoru |

Definice

Normou na realném ¢&i komplexnim vektorovém prostoru V/
rozumime libovolné zobrazeni V — IR, které vektoru x € V priradi
realné &islo ||x||, nazyvané normou nebo téz délkou vektoru X,
takové, ze pro viechny x,y € V a libovolné ¢ € R ¢i ¢ € C plati

Ix+yll < x|+ yll (trojuhelnikova nerovnost),
lex|| = || |x]] (pozitivni homogenita),
Ix|=0 = x=0 (oddélitelnost).

Z prvnich dvou uvedenych podminek vyplyva nezapornost normy,
t.j. ||x|| > 0 pro kazdé x € V.

Z oddélitelnosti mame ||x|| > 0 pro kazdé 0 # x € V.



Délka vektoru Il

Realny ¢i komplexni vektorovy prostor V' s normou nazyvame
normovany prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém miizeme mérit délky vektoril.



Délka vektoru Il

Realny ¢i komplexni vektorovy prostor V' s normou nazyvame
normovany prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém miizeme mérit délky vektoril.

T¥i definujici podminky pro normu zaruéuji, ze takovéto méreni
délek, tj. prifazeni X — ||X||, ma rozumné vlastnosti, jaké od délek
ocekavame.



Délka vektoru Il

Realny ¢i komplexni vektorovy prostor V' s normou nazyvame
normovany prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém miizeme mérit délky vektoril.

T¥i definujici podminky pro normu zaruéuji, ze takovéto méreni
délek, tj. prifazeni X — ||X||, ma rozumné vlastnosti, jaké od délek
ocekavame.

Vzdalenosti bodii X, y ve vektorovém prostoru V' s normou || - ||
nazyvame délku vektoru X — vy, t.j. &islo ||x — y]].

Pomoci vzdalenosti bodi mizeme trojihelnikovou nerovnost
vyjadrit jinym, ekvivalentnim zptisobem:

Ix =yl +lly — 2] = [Ix — 2|

pro véechny x,y,z € V.



Délka vektoru Ill

Tvrzeni
Necht' V' je realny & komplexni vektorovy prostor se skalarnim
soucinem. Rovnosti

X[l = v/ {x,x)

Je definovand norma na V.

Tvrzeni
Necht' V' je realny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. Potom
pro libovolné nenulové vektory x,y € V plati:

(a) <(x,y)=0 < (3ceR)(c>0&x=cy),
(b) <«(x,y)=7 < (ceR)(c<0&x=cy),
(c) <(x,y)=7/2 & x Ly,
(d) <U(—xy)=<x,—y) =7 —<(x,y),

=%, —y) = <x,y).



Délka vektoru a Cauchyho-Schwartzova nerovnost IV

Tvrzeni
Necht' V' je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. Potom pro
libovolné nenulové vektory x,y € V plati:

(a) (kosinova veta)

I + yHiZIIXIIi + IIYIIE + 2x[[ llyll cos <(x, y),
[ = ylI=I1x[1= + [lyl[* = 2 Il llyll cos <t(x, y);

(b) (Pythagorova veta)

xly =
Ix + ylP=lx = y[I* = [Ix][* + lIyl%

(c) (pravidlo rovnobéznika)
lIx +ylI* + lIx = ylI* = 2(Ix[I* + lylI*);

(d) (thlopricky kosostvorce jsou na sebe kolmé)



Ortogonalni a ortonormalni baze |

Usporadana k-tice @ = (uy, . .., ux) vektorii z vektorového
prostoru se skalarnim soucinem V/, se nazyva ortogonalni, pokud
u; L uj provsechnal </ <j <k

Rikame téz, e vektory uy, ..., uy jsou (navzajem) ortogonalni
neboli kolmé.



Ortogonalni a ortonormalni baze |

Usporadana k-tice @ = (uy, . .., ux) vektorii z vektorového
prostoru se skalarnim soucinem V/, se nazyva ortogonalni, pokud
u; L uj provsechnal </ <j <k

Rikame téz, e vektory uy, ..., uy jsou (navzajem) ortogonalni
neboli kolmé.

Usporadana k-tice (us, ..., ux) sa nazyva ortonormalni, pokud je
ortogonalni a ||u;|| = 1 pro vSechna i < k.

Rikame, ze vektory Uy, . .., Uy tvofi ortonormalni systém.



Ortogonalni a ortonormalni baze |

Usporadana k-tice @ = (uy, . .., ux) vektorii z vektorového
prostoru se skalarnim soucinem V/, se nazyva ortogonalni, pokud
u; L uj provsechnal </ <j <k

Rikame téz, e vektory uy, ..., uy jsou (navzajem) ortogonalni
neboli kolmé.

Usporadana k-tice (us, ..., ux) sa nazyva ortonormalni, pokud je
ortogonalni a ||u;|| = 1 pro vSechna i < k.

Rikame, ze vektory Uy, . .., Uy tvofi ortonormalni systém.
Podobné miizeme definovat pojmy ortogonalnosti a ortonormalnosti

i pro nekoneéné posloupnosti (uy )22, vektordi z V, pFipadné pro
mnoziny X C V.



Ortogonalni a ortonormalni baze Il

Tvrzeni
Necht V' je vektorovy prostor so skalarnim soucinem. Potom pro
libovolnou k-tici ¢ = (uy, ..., uy) € VX plati:

(a) a je ortogonalni pravé tehdy, kdyz jeji Gramova matice G(cx)
je diagonalni;

(b) « je ortonormalni pravé tehdy, kdyz G(at) = .



Ortogonalni a ortonormalni baze Il

Tvrzeni
Necht V' je vektorovy prostor so skalarnim soucinem. Potom pro
libovolnou k-tici ¢ = (uy, ..., uy) € VX plati:

(a) a je ortogonalni pravé tehdy, kdyz jeji Gramova matice G(cx)
je diagonalni;

(b) « je ortonormalni pravé tehdy, kdyz G(at) = .

Dasledek
Pokud uy, . ..,ux € V jsou navzéjem kolmé nenulové vektory,
specialné, pokud uq, ..., Uy tvori ortonormalini systém, tak jsou

linedrné nezavislé.



Ortogonalni a ortonormalni baze Il

Tvrzeni
Necht V' je vektorovy prostor so skalarnim soucinem. Potom pro
libovolnou k-tici ¢ = (uy, ..., uy) € VX plati:

(a) a je ortogonalni pravé tehdy, kdyz jeji Gramova matice G(cx)
je diagonalni;
(b) « je ortonormalni pravé tehdy, kdyz G(at) = .

Dasledek
Pokud uy, . ..,ux € V jsou navzéjem kolmé nenulové vektory,
specialné, pokud uq, ..., Uy tvori ortonormalini systém, tak jsou

linedrné nezavislé.

Véta
Kazdy euklidovsky prostor ma ortonormalni bazi.



Ortogonalni a ortonormalni baze Il

Tvrzeni
Necht ac = (uy, . .., u,) je ortonormalni baze euklidovského
prostoru V. Potom pro libovolné vektory x,y € V plati:

(a)

n

X = Z(x,u,->u,-,

i=1
t.
(X)a = ((x, ui),..., (X, un))T;
(b) (x,y) = 2ilq {x, ui)(ui, y);
(c) I = 327y (x, up)?.
Podminka (c), stejné jako jeji nekonecné rozmérna varianta, se
nazyva Parsevalova rovnost.



Gramav-Schmidtiv ortogonalizaéni proces |

Popiseme algoritmus, ktery umoznuje sestrojit ortonormalni baze,
znamy pod nazvem Gramiiv-Schmidtiiv ortogonalizacni proces.



Gramav-Schmidtiv ortogonalizaéni proces |
Popiseme algoritmus, ktery umoznuje sestrojit ortonormalni baze,
znamy pod nazvem Gramiiv-Schmidtiiv ortogonalizacni proces.

Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souéinem a
Ug,...,u, € V jsou linearné nezavislé vektory.



Gramav-Schmidtiv ortogonalizaéni proces |

Popiseme algoritmus, ktery umoznuje sestrojit ortonormalni baze,
znamy pod nazvem Gramiiv-Schmidtiiv ortogonalizacni proces.

Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souéinem a

Ug,...,u, € V jsou linearné nezavislé vektory.
Chceme sestrojit ortogonalni vektory vq, ..., Vv, tak, aby pro kazdé
k < n platilo

[Vi,...,ve] = [ug,. .., ugl.



Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces |

Popiseme algoritmus, ktery umoznuje sestrojit ortonormalni baze,
znamy pod nazvem Gramiiv-Schmidtiiv ortogonalizacni proces.

Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souéinem a

Ug,...,u, € V jsou linearné nezavislé vektory.
Chceme sestrojit ortogonalni vektory vq, ..., Vv, tak, aby pro kazdé
k < n platilo

[Vi,...,ve] = [ug,. .., ugl.

Pokud polozime v; = uy, tak samoziejmé [vi] = [uy].

Vektor vy € [uy, up] = [vi, up] budeme hledat ve tvaru
Vo = avy + buy, kde a, b € R.

Pokud ma4 v3ak platit [v1, Vo] = [ug, uz], musi byt b # 0.

To nejlépe dosdhneme volbou b = 1.



Gramav-Schmidtav ortogonalizacni proces la

L L
L] L]
L] L
L] L] L] L] L



Gramav-Schmidtiv ortogonalizaéni proces Ib - obracené
poradi vektorti

. . .
. . .
. . .
. . . . .



Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces |

Navic vektor Vo = U + av; ma byt kolmy na vektor vy, t.].
0 = (va,vi) = (up,vi) + alvy, vy).

Odtud dostavame
<U2, V1>

a— — .
<V17V1>



Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces |
Navic vektor Vo = U + av; ma byt kolmy na vektor vy, t.].
0 = (va,vi) = (up,vi) + alvy, vy).
Odtud dostavame

(ug, vy)

a— — .
<V17V1>

Predpokladejme, ze 2 < k < n a uz jsme sestrojili ortogonalni
vektory V1, ..., V,_1 takové, ze pro kazdé 1 < i < k — 1 plati
[Vl, 500 ,V,'] = [Ul,. o .,U,‘].



Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces |
Navic vektor Vo = U + av; ma byt kolmy na vektor vy, t.].
0 = (va,vi) = (up,vi) + alvy, vy).
Odtud dostavame

(ug, vy)

a— — .
<V17V1>

Predpokladejme, ze 2 < k < n a uz jsme sestrojili ortogonalni
vektory V1, ..., V,_1 takové, ze pro kazdé 1 < i < k — 1 plati
[V1; 500 ,V,'] = [Ul,. o .,U,‘].

Pouceni pripadem k = 2 budeme vektor
Vi € [Ul, S | [ uk] = [Vl, ey Vi1, Uk] hledat ve tvaru

Vi = Ui +a1Vy + -+ ak-1Vi_1,

kde a1,...,ak_1 € R.



Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces ||

Navic vektor v, musi byt kolmy na kazdy z vektori v; pro
1<i<k-1,14.

k—1

0= (v, vi) = (uk,vj) + Z aj{vj,vi) = (uk, v;) + a;(v;, v;),
j=1

nebot dle naseho predpokladu (vj,v;) =0 pro j # i.



Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces ||

Navic vektor v, musi byt kolmy na kazdy z vektori v; pro
1<i<k-1,14.

k—1

0= (v, vi) = (uk,vj) + Z aj{vj,vi) = (uk, v;) + a;(v;, v;),
j=1

nebot dle naseho predpokladu (vj,v;) =0 pro j # i.

Z tohoto dtivodu




Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces IV

Véta

Necht' V' je vektorovy prostor se skalarnim soucinem a
Uy, ...,u, € V jsou linedrné nezavislé vektory.
Vektory vy, ...,v, € V definujeme pomoci rekurze:

k—1

_ _ <ukavi>
Vi=UuU a Vk—Uk_E Vi
i—1 <Viavi>

prol < k < n. Potom vy, ...,V, jsou ortogondlni vektory a pro
kazdé 1 < k < n plati

[Vl,...,Vk] :[Ul,...,Uk].

Specialné, pokud uy, ..., u, je baze prostoru V, tak v1,...,v, je
ortogonalni baze prostoru V'; potom vektory

Ivil[Ttva, - llvall Thva

tvori ortonorméalni bazi prostoru V.



Gramav-Schmidtiv ortogonalizaéni proces V

Priklad
Na zakladé Sylvestrova kritéria vidime, ze symetricka matice
2 1 -1
A= 1 2 0 |eRrR¥?
-1 0 3

je kladné definitni. To znamena, ze predpisem
(x.y)=x"-A-y

je definovany skalarni soucin na (sloupcovém) prostoru R3.



Gramav-Schmidtiv ortogonalizaéni proces V

Priklad
Na zakladé Sylvestrova kritéria vidime, ze symetricka matice
2 1 -1
A= 1 2 0 |eRrR¥?
-1 0 3

je kladné definitni. To znamena, ze predpisem
(x.y)=x"-A-y

je definovany skalarni soucin na (sloupcovém) prostoru R3.

Aplikaci Gramiiv-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu na
kanonickou bazi (e, ez, e3) sestrojime ortogonalni bazi (vi, vz, v3)
prostoru R3 s uvedenym skalarnim souéinem:



Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces VI

Vi =e€1 :(17070)T7

v =e— 2V v =e — Jvi = (~1/2,1,0)7,
Vi —e3- 253133 v = (g v2

=e3+ivi—3v,=(2/3,-1/3,1)7,

Totiz <62,V1> =1, <V1,V1> =2, <E3,V1> = —1, <e3,v2) = 1/2 a
<V2,V2> = 3/2
Pokud jesté dopocitame (v3,v3) = 7/3, dostaneme délky

jednotlivych vektort =2, |v2ll = v/3/2, |v3ll = /7/3.

Prislusna ortonormalni baze je potom tvorena vektory

R = \Fv—l N B L



Gramiv-Schmidtiv OP a QR-rozklad VII
Necht V = R™ se standardnim skalarnim soucinem a
Ug,...,u, € R™ jsou linearné nezavislé vektory, tedy n < m.
Vime, ze pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizacniho procesu
miizeme najit ortogonalni (a tedy nenulové) vektory vy, ..., v, tak,

ze

u; = Vi a U, = Z<<\I'—V'>Vi + Vg,
: iy Vi



Gramiv-Schmidtiv OP a QR-rozklad VII

Necht V = R™ se standardnim skalarnim soucinem a
Ug,...,u, € R™ jsou linearné nezavislé vektory, tedy n < m.
Vime, ze pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizacniho procesu
miizeme najit ortogonalni (a tedy nenulové) vektory vy, ..., v, tak,
Ze

u; = v a Uy = ZMW + Vi,

— (i, V)

pro 1 < k < n. Polozme A = (uy,...,up) a Q = (v1,...,vp).
Pak A a Q jsou typu m x n a hodnosti n, navic Q7 - Q = 1,,. Dale
definujme regularni matici R = (r;j) typu n x n jako horni
trojuhelnikovou matici s prvky rjj = 23{&’; pro véechna j < na
i <j, rj=1provsechnaj<n, arj=0proviechnaj<naj<i.




Gramiv-Schmidtiv OP a QR-rozklad VII

Necht V = R™ se standardnim skalarnim soucinem a
Ug,...,u, € R™ jsou linearné nezavislé vektory, tedy n < m.
Vime, ze pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizacniho procesu
miizeme najit ortogonalni (a tedy nenulové) vektory vy, ..., v, tak,
Ze

u; = v a Uy = ZMW + Vi,

— (i, V)

pro 1 < k < n. Polozme A = (uy,...,up) a Q = (v1,...,vp).
Pak A a Q jsou typu m x n a hodnosti n, navic Q7 - Q = 1,,. Dale
definujme regularni matici R = (r;j) typu n x n jako horni
trojuhelnikovou matici s prvky rjj = 23{&’; pro véechna j < na
i <j, rj=1provsechnaj<n, arj=0proviechnaj<naj<i.

Mame tedy A = Q - R, tedy tzv. QR-rozklad matice A (pro
ovéreni staci porovnat k-ty sloupec matice A, tedy uyx s k-tym
sloupcem soucinu Q - R, tj. se soucinem Q - s;(R), coz je prave vyse
uvedena rovnost).




Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces jinak VIII
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci Ize alternativné provést
pomoci vhodnych Gprav jistych matic.

Pokud je ¢ = (uy, ..., up) linearné nezavisla n-tice vektord

v prostoru se skalarnim sou€inem V/, tak jeji Gramova matice G(a)
je pozitivné definitni a je to zaroven matice skalarniho soucinu
zazeného na vektorovy podprostor S = [uy,...,u,| C V v bazi a.



Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces jinak VIII
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci Ize alternativné provést
pomoci vhodnych Gprav jistych matic.

Pokud je ¢ = (uy, ..., up) linearné nezavisla n-tice vektord

v prostoru se skalarnim sou€inem V/, tak jeji Gramova matice G(a)
je pozitivné definitni a je to zaroven matice skalarniho soucinu
zazeného na vektorovy podprostor S = [uy,...,u,| C V v bazi a.

Podle Jacobiho véty a Sylvestrova kritéria mazeme vylucné
apravami typu (11) upravit G(«) na diagonalni tvar
D = diag(di, ..., d,) s kladnymi prvky na diagonale.

Elementarni sloupcové operace odpovidajici témto Gpravam
postupné provedené na matici I, nas privadi k horni trojahelnikové
matici P = (pjj) € R"*" s jednickami na diagonale, t.j. pj =1a
pij = 0 pro véechna i < naj <.



Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces jinak VIII
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci Ize alternativné provést
pomoci vhodnych Gprav jistych matic.

Pokud je ¢ = (uy, ..., up) linearné nezavisla n-tice vektord

v prostoru se skalarnim sou€inem V/, tak jeji Gramova matice G(a)
je pozitivné definitni a je to zaroven matice skalarniho soucinu
zazeného na vektorovy podprostor S = [uy,...,u,| C V v bazi a.

Podle Jacobiho véty a Sylvestrova kritéria mazeme vylucné
apravami typu (11) upravit G(«) na diagonalni tvar
D = diag(di, ..., d,) s kladnymi prvky na diagonale.
Elementarni sloupcové operace odpovidajici témto Gpravam
postupné provedené na matici I, nas privadi k horni trojahelnikové
matici P = (pj;) € R™" s jednickami na diagonale, t.j. pj =1 a
pij = 0 pro véechna i < naj <.
Pokud polozime

a-P=p3=(vi,...,vpn),

tak P = P, g, t.j. P je matici pfechodu z baze B do baze a.



Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces jinak IX
Potom D je matici skalarniho soucinu ziizeného na podprostor S
v bazi 3 a tedy G(B) = D.
Proto je 3 ortogonalni baze podprostoru S. Navic, vzhledem ke
tvaru matice P, plati
k—1
Vi =u a Vi = U + ZPikUiy
i=1
prol < k < n.



Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces jinak IX
Potom D je matici skalarniho soucinu ziizeného na podprostor S
v bazi 3 a tedy G(B) = D.
Proto je 3 ortogonalni baze podprostoru S. Navic, vzhledem ke
tvaru matice P, plati
k—1
Vi =u a Vi = U + ZPikUiy
i=1
prol < k < n.
Nutné tedy pro vsechna k < n plati

[Vl,...,Vk] = [ul,...,uk].

Rovnéz normy vektorili v si miizeme precist pfimo z matice D.
Plati totiz dx = ||vk||? pro kazdé k < n. Tedy pfislusna
ortonormalni baze je tvorena vektory (1/+/di)v1, ..., (1/v/dp)vy.
Tento posledni krok mazeme realizovat Gpravami vynasobeni
sloupce nenulovym skalarem matice D = G(3) a prislusnymi ESO
na matici P.



Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces jinak X

Pokud V = R™ s jakymkoliv (tj. ne nutné standardnim skalarnim
sou€inem), tak po ztotoznéni baze a s matici, jejiz sloupce jsou

vektory této baze, Ize k bazi 3 dospét pfimo (tj. bez matice P),

vykonanim pfislusnych ESO na matici .



Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces jinak X

Pokud V = R™ s jakymkoliv (tj. ne nutné standardnim skalarnim
sou€inem), tak po ztotoznéni baze a s matici, jejiz sloupce jsou
vektory této baze, Ize k bazi 3 dospét pfimo (tj. bez matice P),
vykonanim pfislusnych ESO na matici .

Priklad
Pouzijeme nyni vyse uvedenou metodu na jiz dfive definovany
skalarni souéin pomoci pozitivné definitni matice A, kde

2 1 -1
A= 1 2 0 c R3%3,
-1 0 3

Uvedena matice A je zaroven Gramovou matici G(g).

Nejprve pomoci prvku na misté (1,1) vynulujeme ostatni prvky
prvniho fadku i sloupce. Potom pomoci prvku na misté (2, 2)
vynulujeme prvky na mistech (2,3) a (3,2)



Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces jinak Xl

2 1 -1]1 0 0 2 0 0100
1 2 0/010 1 3/21/2|010
10 3001 |]|-1 1/25/2]001
1 0 0 U 11212 ~
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
2 0 0| 100\ /2 0 0| 100
0 3/21/2|-1/210 | [0 3/2 o|-1/210
0 1/25/2| 1201 | |0 12 73| 1/201
1-1/2 12 112 2/3
0 1 0 0 1-1/3
0 0 1 0 0 1




Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces jinak XlI

2 0 0 100 2 0 0 1 00
0 3/2 0|-1/210 0 32 0|-1/2 10
0 1/2 7/3| 1/201 0o 0 7/3| 2/3-1/31
1-1/2 2/3 1-1/2 2/3
0 1-1/3 0 1-1/3
0o o0 1 0o 0 1

2 0 0 1-1/2 2/3
G(B) = (o 3/2 0) B=|0 1-1/3

0 07/3 0o 0 1
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