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Abstrakt

Ustiedni pojmy této kapitoly jako vlastni hodnota, vlastni vektor
a spektrum linearniho operatoru hraji klicovou alohu nejen
v samotné linearni algebre, ale i v jejich aplikacich.



Abstrakt

Ustiedni pojmy této kapitoly jako vlastni hodnota, vlastni vektor
a spektrum linearniho operatoru hraji klicovou alohu nejen
v samotné linearni algebre, ale i v jejich aplikacich.

Budeme pracovat s vektorovym prostorem nad télesem K.
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Matice linedrniho operatoru a podobnost matic |

Pripomenme, ze linearnim operatorem na vektorovém prostoru V/
nebo téz linearni transformaci prostoru V' nazyvame libovolné
linearni zobrazeni ¢ : V — V.
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Pripomenme, ze linearnim operatorem na vektorovém prostoru V/
nebo téz linearni transformaci prostoru V' nazyvame libovolné
linearni zobrazeni ¢ : V — V.

Pokud V je koneéné rozmérny, tak linearni operator ¢ : V — V je
injektivni pravé tehdy, kdyz je surjektivni, coz je ekvivalentni
s rovnosti h(p) = dimV.



Matice linedrniho operatoru a podobnost matic |

Pripomenme, ze linearnim operatorem na vektorovém prostoru V/
nebo téz linearni transformaci prostoru V' nazyvame libovolné
linearni zobrazeni ¢ : V — V.

Pokud V je koneéné rozmérny, tak linearni operator ¢ : V — V je
injektivni pravé tehdy, kdyz je surjektivni, coz je ekvivalentni
s rovnosti h(p) = dimV.

Matici linearni transformace ¢ : V' — V vzhledem k bazi
a = (uy,...,u,) nazyvdme matici

(P)a=(P)aa = ((P(u1))ars - - - 5 (P(Un))a) € K™,

tvorenou soufadnicemi obrazii ¢(u;) vektorti u; baze cx vzhledem
na tu stejnou bazi c.



Matice linedrniho operatoru a podobnost matic Il

Jednim ze zakladnich zaméri této kapitoly bude dosahnout
vhodnou volbou baze « co nejjednodussi tvar matice A = (¢)q
linearniho operatoru ¢.



Matice linedrniho operatoru a podobnost matic |l

Jednim ze zakladnich zaméri této kapitoly bude dosahnout
vhodnou volbou baze « co nejjednodussi tvar matice A = (¢)q
linearniho operatoru ¢.

Poznamenajme, ze pokud bychom netrvali na pfirozeném
pozadavku vyjadfovat soufadnice vzor( i obrazii vektorii x € V
vzhledem na tu stejnou bazi prostoru V/, slo by o specialni pripad
— vzdy totiz miizeme zvolit bazi 3 a bazi a prostoru V tak, ze ¢
ma vzhledem na bazi 3, a matici v blokovém tvaru

( ) _ Ih 0h,n—h
Plop On—nn On—pn—n )’

kde n =dimV a h = h(yp).
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N4&s pozadavek v = (3 znacné zGzuje moznost nasi volby, coz
komplikuje situaci.

Analogicka aloha byla fesena pro symetrické bilinearni formy —
volbou vhodné baze Ize vzdy dosdhnout diagonalni tvar matice

prislusné formy.
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volbou vhodné baze Ize vzdy dosdhnout diagonalni tvar matice
prislusné formy.

Pro linearni operatory sa nam nic podobné nepodari.



Matice linedrniho operatoru a podobnost matic Il

N4&s pozadavek v = (3 znacné zGzuje moznost nasi volby, coz
komplikuje situaci.

Analogicka aloha byla fesena pro symetrické bilinearni formy —
volbou vhodné baze Ize vzdy dosdhnout diagonalni tvar matice
prislusné formy.

Pro linearni operatory sa nam nic podobné nepodari.

Prozkoumame ale strukturu linedrnich operatorii na kone¢né
rozmérnych vektorovych prostorech do té miry, Ze dokazeme
charakterizovat operatory diagonalizovatelné ve vhodné bazi a
identifikovat prekazky diagonalizovatelnosti u téch ostatnich.



Matice linedrniho operatoru a podobnost matic IV

Na zacatek si uvédomme vztah mezi maticemi linedrniho operatoru
vzhledem na riizné baze. Plati:

Véta
Necht ¢ : V' — V je linearni transformace kone¢né rozmérného
vektorového prostoru V' a a, 3 jsou jeho dvé baze. Potom

(¥)s =Ppa:(¥)a Pas:
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Ctvercové matice A, B € K™ se nazyvaji podobné, piseme
A =~ B, pokud existuje regularni matice P € K"*" tak, ze plati

B=P ' AP



Matice linedrniho operatoru a podobnost matic 1V
Na zacatek si uvédomme vztah mezi maticemi linedrniho operatoru
vzhledem na riizné baze. Plati:
Véta
Necht ¢ : V' — V je linearni transformace kone¢né rozmérného
vektorového prostoru V' a a, (3 jsou jeho dvé baze. Potom

(¥)s =Ppa:(¥)a Pas:

Ctvercové matice A, B € K™ se nazyvaji podobné, piseme
A =~ B, pokud existuje regularni matice P € K"*" tak, ze plati

B=P' A P
Zrejmé podobné matice maji stejnou hodnost a pro libovolné
matice A, B, C € K™ plati
A~xA,
Ax~B = BxA,
Ax~B&B~C = AxC.



Matice linedrniho operatoru a podobnost matic V

To znamend, ze vztah podobnosti je reflexivni, symetricka a
tranzitivni relace, t.j. je to ekvivalence na mnoziné K"*".
Mame pak

Véta

Necht V' je n-rozmérny vektorovy prostor nad éiselnym télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K"*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice téze linearni transformace p : V — V
vzhledem na néjaké dvé baze prostoru V/;

(i) A ~ B,

Stopu matice A € K"*", piseme trA (z anglického trace),
definujeme jako soucet jejich diagonalnich prvkii, t. .

trA:all+...+ann:Za;;.
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Tvrzeni
Necht A € K™" B € K™ ™. Potom

tr(A-B) =tr(B - A).

Dasledek

Podobné matice maji stejny determinant i stopu.

Determinant a stopa jsou invarianty podobnosti matic.
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Tvrzeni
Necht A € K™" B € K™ ™. Potom

tr(A-B) =tr(B - A).

Dasledek

Podobné matice maji stejny determinant i stopu.
Determinant a stopa jsou invarianty podobnosti matic.
Pokud tedy matice A, B € K"*" maji rizné determinanty nebo

riizné stopy, tak nemohou byt podobné. Na druhé strané vsak ani
rovnost determinantu a stopy jesté nezarucuji jejich podobnost.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice |

Linearni operator ¢ : V — V na konecné rozmérném vektorovém
prostoru V' se nazyva diagonalizovatelny, pokud existuje né&jaka
baze prostoru V/, vzhledem ke které ma ¢ diagonalni matici.
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Linearni operator ¢ : V — V na konecné rozmérném vektorovém
prostoru V' se nazyva diagonalizovatelny, pokud existuje né&jaka
baze prostoru V/, vzhledem ke které ma ¢ diagonalni matici.

Necht tedy ¢ : V — V je diagonalizovatelny linearni operator a

B = (v1,...,V,) je takova baze prostoru V, ze matice B = (¢)g
je diagonalni se skalary A1, ..., A, € K na diagonale. Potom pro
bazické vektory v; plati

QO(V,') = /\,'V,'.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice |

Linearni operator ¢ : V — V na konecné rozmérném vektorovém
prostoru V' se nazyva diagonalizovatelny, pokud existuje né&jaka
baze prostoru V/, vzhledem ke které ma ¢ diagonalni matici.

Necht tedy ¢ : V — V je diagonalizovatelny linearni operator a

B = (v1,...,V,) je takova baze prostoru V, ze matice B = (¢)g
je diagonalni se skalary A1, ..., A, € K na diagonale. Potom pro
bazické vektory v; plati

QO(V,') = /\,'V,'.

Rikame, Ze skalar A € K je vlastni nebo téz charakteristicka
hodnota (¢islo) linearniho operatoru ¢ : V' — V/, pokud existuje
vektor 0 # v € V/, pro ktery plati ¢o(v) = Av. Tento vektor
nazyvame vlastni nebo téz charakteristicky vektor linearniho
operatoru ¢ : V — V.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice Il

Rikame také, ze v je vlastni vektor prislusejici k vlastni
hodnote ), resp. ze A je vlastni hodnota prislusejici
k vilastnimu vektoru v.
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Rikame také, ze v je vlastni vektor prislusejici k vlastni
hodnote ), resp. ze A je vlastni hodnota prislusejici
k vlastnimu vektoru v.
Vlastni hodnota prislusejici k danému vlastnimu vektoru je urcena
jednoznacné; na druhé strang, k dané vlastni hodnoté miize
prisluset vic, dokonce linearné nezavislych vektord.
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Rikame také, ze v je vlastni vektor prislusejici k vlastni
hodnote ), resp. ze A je vlastni hodnota prislusejici
k vilastnimu vektoru v.

Vlastni hodnota prislusejici k danému vlastnimu vektoru je urcena
jednoznacné; na druhé strang, k dané vlastni hodnoté miize
prisluset vic, dokonce linearné nezavislych vektord.

Vlastni (charakteristickou) hodnotou (vlastnim &islem), resp.
vlastnim (charakteristickym) vektorem Etvercové matice A € K™*"
nazyvame vlastni hodnotu, resp. vlastni vektor linearniho operatoru
K" — K" daného predpisem x — A - X.
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Rikame také, ze v je vlastni vektor prislusejici k vlastni
hodnote ), resp. ze A je vlastni hodnota prislusejici
k vilastnimu vektoru v.

Vlastni hodnota prislusejici k danému vlastnimu vektoru je urcena
jednoznacné; na druhé strang, k dané vlastni hodnoté miize
prisluset vic, dokonce linearné nezavislych vektord.

Vlastni (charakteristickou) hodnotou (vlastnim &islem), resp.
vlastnim (charakteristickym) vektorem Etvercové matice A € K™*"
nazyvame vlastni hodnotu, resp. vlastni vektor linearniho operatoru
K" — K" daného predpisem x — A - X.

Vlastni hodnota A € K a k ni prislusejici vlastni vektor
0 # v € K" matice A jsou tak spojeny vztahem

A-v=)\v.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice Il

Vlastni hodnoty podobnych matic jsou vlastnimi hodnotami téhoz
linearniho operatoru.

Tvrzeni
Podobné matice maji stejné vlastni hodnoty.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice Il

Vlastni hodnoty podobnych matic jsou vlastnimi hodnotami téhoz
linearniho operatoru.

Tvrzeni
Podobné matice maji stejné vlastni hodnoty.

Rikame, ze linearni podprostor S vektorového prostoru V je
invariantni podprostor linearniho operatoru ¢: V — V/, pokud

plati  ©(S)CS ,t.j @(x) €S pro kazdée x € S.
Jednorozmérny podprostor [v] generovany vlastnim vektorem v

linearniho operatoru je specialnim pfipadem invariantniho
podprostoru.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice Il
Vlastni hodnoty podobnych matic jsou vlastnimi hodnotami téhoz
linearniho operatoru.

Tvrzeni
Podobné matice maji stejné vlastni hodnoty.

Rikame, ze linearni podprostor S vektorového prostoru V je
invariantni podprostor linearniho operatoru ¢: V — V/, pokud

plati  ©(S)CS ,t.j @(x) €S pro kazdée x € S.

Jednorozmérny podprostor [v] generovany vlastnim vektorem v
linearniho operatoru je specialnim pfipadem invariantniho
podprostoru.

Trivialni podprostor {0} a nevlastni podprostor V' jsou vzdy
invariantni.

Jednorozmérny podprostor [v] je invariantni pravé tehdy, kdyz v je
vlastni vektor prislusného operatoru.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice IV

Jednorozmérné podprostory generované vlastnimi vektory linearniho
operatoru jsou tedy pfiklady netrivialnich, a pokud navic
dimV > 1, tak i vlastnich invariantnich podprostorti.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice IV

Jednorozmérné podprostory generované vlastnimi vektory linearniho
operatoru jsou tedy pfiklady netrivialnich, a pokud navic
dimV > 1, tak i vlastnich invariantnich podprostorti.

Pokud S je invariantni podprostor linearni transformace
p: V — V, tak zazeni linearniho operatoru ¢ na podprostor S je
opét linearni operator ¢ [ S: S — S na vektorovém prostoru S.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice IV

Jednorozmérné podprostory generované vlastnimi vektory linearniho
operatoru jsou tedy pfiklady netrivialnich, a pokud navic
dimV > 1, tak i vlastnich invariantnich podprostorti.

Pokud S je invariantni podprostor linearni transformace
p: V — V, tak zazeni linearniho operatoru ¢ na podprostor S je
opét linearni operator ¢ [ S: S — S na vektorovém prostoru S.

Pokud & = (uy, ..., Uk, Uks1, ..., Up,) je baze prostoru V
takova, ze jejich prvnich k vektorii tvofi bazi invariantniho
podprostoru S, tak matice ¢ v této bazi ma blokovy tvar

- - A M
A - (@)a - ( 0”71(71< A2 ) )

kde A; € K¥<k je matice linearni transformace ¢ [S: S — S
v bazi (uy,...,ux)a M € petie—i) = e tgpde—id)



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice V

Pokud V =S @ T je dokonce pfimym souctem invariantnich
podprostorti S, T, tak V ma bazi

a = (ug, ..., U Ukiq,...,Uy,), jejichz prvnich k vektord tvori
bazi S a zbyvajicich n — k vektorii tvori bazi T.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice V

Pokud V =S @ T je dokonce pfimym souctem invariantnich
podprostorti S, T, tak V ma bazi

a = (ug, ..., U Ukiq,...,Uy,), jejichz prvnich k vektord tvori
bazi S a zbyvajicich n — k vektorii tvori bazi T.

Vzhledem k takovéto bazi ma matice operatoru ¢ blokové
diagonalni tvar

A Oy e .
A = (Qp)a - ( On—i,k %2,() = dlag(A17A2)a

kde A; € K¥*K je matice linearni transformace ¢ [S: S — S
v bazi (uy,...,ux) a Ay € K (n=k)x(n=k) je matice linearni
transformace p [ T: T — T v bazi (uxyq,...,u,).



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice VI

Toto pozorovani mizeme zrejmym zpiisobem zevseobecnit na primy
soucet libovolného koneéného poctu invariantnich podprostord.

Véta

Necht ¢ je linedrni operator na konecné rozmérném vektorovém

prostoru V. Potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) @ je diagonalizovatelny;

(ii) existuje baze prostoru V' sestavajici z vlastnich vektori
operatoru p;

(iii) 'V je pfimym souctem jednorozmérnych invariantnich
podprostorii linearniho operatoru .
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Toto pozorovani mizeme zrejmym zpiisobem zevseobecnit na primy
soucet libovolného koneéného poctu invariantnich podprostord.

Véta
Necht ¢ je linedrni operator na konecné rozmérném vektorovém
prostoru V. Potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) @ je diagonalizovatelny;

(ii) existuje baze prostoru V' sestavajici z vlastnich vektori
operatoru p;

(iii) 'V je pfimym souctem jednorozmérnych invariantnich
podprostorii linearniho operatoru .

V tomto pripadé ma matice operatora (¢ v bazi vlastnich vektori
B = (vi,...,Vv,) tvar

(p)s = diag(A1, ..., \n),

kde \; je vlastni hodnota pfislusejici k vlastnimu vektoru v;.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice VII

Vo = (_171)7 x Vi = (1’1)7
A]_:]. ] )\1:—1
' e [3,2]
................ - Goooooodboooool> %

(
[_27 _3]

Preklopeni podle pfimky y = —x



Z4adna realna
vlastni ¢isla




Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice VIII

Tvrzeni

Necht A1, ..., A\x jsou navzajem riizné vlastni hodnoty linedrniho
operatoru p: V' — V. Potom k nim prislusejici vlastni vektory
V1, ...,V jsou linedrné nezavislé.



Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice VIII

Tvrzeni

Necht A1, ..., Ak jsou navzajem riizné vlastni hodnoty linearniho
operatoru p: V' — V. Potom k nim prislusejici vlastni vektory
V1, ...,V jsou linedrné nezavislé.

Tvrzeni

Necht @ je linearni operator na n-rozmérném vektorovém prostoru
V. Pokud o ma n navzéjem riznych vlastnich hodnot Ay, ..., A\,
tak je @ je diagonalizovatelny v bazi jim prislusejicim vlastnich
vektorid. Navic kazdy vlastni vektor v; prislusejici k vlastni hodnoté
Aj je uréeny jednoznacné az na skalarni nisobek.



Charakteristicky polynom |

Nyni si ukazeme, jak k dané Etvercové matici A € K™ miizeme
najit jeji vlastni hodnoty a k nim pfislusné vlastni vektory.

Reprezentace linearniho operatoru na koneéné rozmérném
vektorovém prostoru pomoci jeho matice v néjaké bazi nAm potom
umozni vyresit analogickou alohu i pro ngj.



Charakteristicky polynom |

Nyni si ukazeme, jak k dané Etvercové matici A € K™ miizeme
najit jeji vlastni hodnoty a k nim pfislusné vlastni vektory.

Reprezentace linearniho operatoru na koneéné rozmérném
vektorovém prostoru pomoci jeho matice v néjaké bazi nAm potom
umozni vyresit analogickou alohu i pro ngj.

Charakteristickym polynomem matice A € K"*" nazyvame
polynom

chp(x) = det(A —xl,)

di; — X aio a0 din
dni dyp — X ... don
dni dn2 ... dpp — X

v proménné x s koeficienty z télesa K, t.j. chp (x) € K[x].



Charakteristicky polynom Il

Charakteristicky polynom je zfejmé polynom stupné n
s koeficientem (—1)" pFi nejvyssi mocning x".
Charakteristickou rovnici matice A nazyvame rovnici
ChA(X) =0, t.j.

det(A — xl,) = 0.



Charakteristicky polynom Il

Charakteristicky polynom je zfejmé polynom stupné n
s koeficientem (—1)" pFi nejvyssi mocning x".
Charakteristickou rovnici matice A nazyvame rovnici
chp(x) =0, t.j.

det(A — xl,) = 0.

Véta
Necht A € K"*". Potom skalar A € K je vlastni hodnotou matice
A pravé tehdy, kdyz

det(A — \l,,) =0,

tj. pravé tehdy, kdyz \ vyhovuje charakteristické rovnici matice A.



Charakteristicky polynom [lI

Zejména tedy vlastni vektory Etvercové matice A prislusejici k jeji
vlastni hodnoté A jsou pravé vsechna nenulova feseni homogenni
soustavy s matici A — Al; pfitom pravé singularita uvedené matice
zarucuje jejich existenci.



Charakteristicky polynom [lI

Zejména tedy vlastni vektory Etvercové matice A prislusejici k jeji
vlastni hodnoté A jsou pravé vsechna nenulova feseni homogenni
soustavy s matici A — Al; pfitom pravé singularita uvedené matice
zarucuje jejich existenci.

Véta
Necht A, B € K™ ". Pokud A ~ B, tak chA = chg; jinak
receno, podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Charakteristicky polynom je tedy invariantem podobnosti matic.



Priklad: osova soumérnost |

Priklad

Soumérnost roviny podle osy prochazejici po¢atkem a svirajici
s osou X Ghel o je linearni operator S, : R? — R?, ktery ma
vzhledem na kanonickou bazi € = (e, e;) matici

S — cos2a  sin 2«
>\ sin2a¢ —cos2a )

Charakteristicky polynom

cos2o — X sin 2«
sin 2« —cos2o — X

det(S, — xl,)=

=x2 — cos?2a — sin®2a = x2 — 1

ma dva koreny x; , = £1.



Priklad: osova soumérnost ||

K nim prislusné vlastni vektory najdeme fesenim homogennich
soustav s maticemi

S _| — cos2a — 1 sin 2av
« - sin 2« —cos2a — 1

N sind — Cos«
0 0 !

cos2a + 1 sin 2«
sin 2« —cos2u +1

cosa sina
0 0 '
Oba podprostory feseni jsou jednorozmérné, generované vektory
(cosa,sina)’ respektive (—sina, cos ).

resp.



Priklad: osova soumérnost |1l

To znamen4, ze operator S, ma vzhledem k bazi tvorené sloupci

matice
cosa —Ssinw
sinx  cosa

ol 1) = ( o )

(cosa,sina)’ je smérovy vektor nasi osy soumérnosti a
(—sina,cosa)’ je smérovy vektor kolmice na ni v pogatku, coz
se presné shoduje s geometrickym nazorem.

diagonalni matici



(cos 270°  sin270°
Si350 =

sin 270° — cos 270°




Priklad: Otoceni roviny okolo pocatku |

Priklad
Otoceni roviny okolo pocatku o thel « je linearni operator
R, : R? — RR?, ktery ma v kanonické bazi € = (e1,e;) matici

cosa —sino
R, = ( . ) .
sina cos
Charakteristicky polynom

cosa—x —sSinw

det(R, — xl2)= sin cosa — X

=x2 — 2xcos a + cos? a + sin® o
=x%2 —2xcosa + 1

ma diskriminant D = 4 cos?a — 4 = —4sin a.



Priklad: Otoceni roviny okolo pocatku I

Mimo trivialni pripad, kdyz sina = 0, t.j. R, = |, kterym se dale
nebudeme zabyvat, je D < 0, tedy charakteristicky polyném nema
realné koreny. Preto R, nema realné vlastni hodnoty a neni
podobna se zadnou diagonalni matici nad RR.

V &iselném télese C jeji charakteristicky polynom uz ma dva koreny
x12 = cosa + isina = e*'*, kterym odpovidajici vlastni vektory
dostaneme feSenim homogennich soustav s maticemi

R _ olo] — —isina —sina 1 —i
Gt sinae —isina 0o 0 )’

resp.

R _ e—ia] — isinae —sino N 11
a— € ~ \ sina isina 0 0/



Priklad: Otoceni roviny okolo pocatku Ill

Oba podprostory feseni jsou jednorozmérné, generované vektory
(1,—i)7 resp. (1,1)". To znamena, ze operator C*> — C? dany
predpisem X — R, - X ma vzhledem k bazi tvorené sloupci matice

1 1
—il 1l
diagonalni matici diag(e'®, e71%).

Totiz

Podobné



Z4adna realna
vlastni ¢isla

(7 7)

cos90° —sin90°
sin 90° cos 90°




Priklad: Stejnolehlost |

Priklad

Stejnolehlost v rovine se stredem v pocatku a koeficientem
podobnosti ¢ € R je linearni operator R? — R2, ktery ma

v kanonické bazi € = (ey, e;) diagonalni matici cl,. Jeji
charakteristicky polynom

det(cly — xl,) = (¢ — x)?

ma jeden dvojnasobny realny koren x; » = c. Podprostor feseni
homogenni soustavy s matici cly — cly = 0,5 je samoziejmé celé
R2.

To znamena, ze nase stejnolehlost ma v libovolné bazi prostoru R?
diagonalni matici cl,. Vétsinou si, pokud z n&jakych divodii
nedame prednost jiné volb&, vybirame kanonickou bazi €.



Priklad: Stejnolehlost Il

y
o
0,3 ¢
p [ ]:>
[0,1.5] ¢

---------------- g-----of:*-o----->x

v [1.5,0] [3,0]

2 0 E
A= (52) :

Stejnolehlost v roviné se stfedem v pocatku
a koeficientem podobnosti 2



