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' = f(z), feC(D,R™),D CR™je oteviena (1)

Definice

Mnozina M C D se nazyva invariantni, jestlize pro kazdé feSeni x(t)
rovnice (1) spliwjici (0) € M plati z(t) € M prot € (—o0,00). Je-
li tato vlastnost platna pouze pro ¢ > 0 (resp. t < 0), nazyva se M
pozitivné (resp. negativné) invariantni.

Ozna¢me C™ trajektorii rovnice (1) odpovidajici Yesenf z(t), t > to. A
podobné C~ je trajektorie odpovidajici feseni z(t), t < to. CT a C~
nazyvame polotrajektorie (kladna a zaporna).
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Definice

Necht C'* je trajektorie Fesenf z(t) rovnice (1). w-limitnim bodem tra-
jektorie C rozumime libovolny bod 2y € R™ takovy, Ze existuje po-
sloupnost {t,}>,, t, — oo tak, ze x(t,) — xo pro n — oco. MnoZina
Q(C™) viech w-limitnich bodt trajektorie C* se nazyva w-limitni mno-
Zina trajektorie C'T.

Definice

Necht C~ je trajektorie FeSeni z(t) rovnice (1). a-limitnim bodem tra-
jektorie CT rozumime libovolny bod zg € R™ takovy, Ze existuje po-
sloupnost {t,}, tn = —o0 tak, Ze x(t,) — zo pro n — co. MnoZina
A(CT) vsech a-limitnich bodii trajektorie C~ se nazyva a-limitni mno-
7ina trajektorie CT.
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Co plyne z definice?

QCT)={zg € R™ |VT aec> 0,3t >T:|x(t) — x| <&}

Qe cecr, AcCcT)cCo

3. a-limitni mnozina je vlastné w-limitni mnozina s ¢asem bézicim
pozpatku

4. Je-li C = CT U C~ mizeme definovat limitni mnoZinu

A(C) = A(CT)UQ(CH)
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Véta

Mnozina Q(C7T) je uzaviend. Md-li C* v D kompaktni uzdver pak je
mnozina Q(CT) kompaktni a souvisld.

Véta
Necht xg € DN Q(CT). Je-li zo(t) uplné resenti

7 = f(x), z(0) = xg

s mazimdlnim intervalem existence (w—,wy), pak zo(t) € Q(CT) pro
t € (w_,wy).

Md-li navic C* v D kompaktni uzdvér, existuje Feseni xo(t) prot €
(—00,00) a pro jeho trajektorii Cy plati

CoUA(Cy)UQ(Cy) CQ(CH).
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Diisledek
Je-li Q(CT) C D, pak Q(C™T) je invariantni mnoZina. J

Disledek

Jestlize se mnozina Q(C) sklddd z jediného bodu xog € D, pak xq je
staciondrnim bodem a lim;_,oo x(t) = zo pro feseni x(t) jemuz odpovidd
trajektorie C'.

Véta
Necht V.- C D je neprdzdnd pozitivné invariantni kompaktni konvexnt

mnozina rovnice (1). Pak (1) md alespoti jeden singuldrni bod v mno-
Zine V.
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Definice
Trajektorie odpovidajici FeSeni z(t), t € (—o00,00), rovnice (1) tako-
vému, ze
lim z(t) = 1, lim z(t) = o, ] # X9
t—o0 t——o00
kde x1, x9 jsou stacionarni body rovnice (1), se nazyvé heteroklinickd.
Trajektorie odpovidajici FeSeni x(t) rovnice (1) takovému, Ze
li = li =
Jim 2(0) = Um_a(f) = o1,
kde x; je stacionarni bod rovnice (1) se nazyva homoklinickd.
Trajektorie Cp odpovidajici uplnému FeSeni zo(t), t € (w—,w+) takova,
7ze Cyp C Q(CT), CT & Cy pro néjakou polotrajektorii CT, se nazyva w-
limitnd trajektorii. Jestlize kromé toho je feSeni x((t) periodické, nazyva
se trajektorie Cy w-limitnim cyklem.

v
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o = f(x), fe C(D,RQ), D C R?je oteviena (2)

Véta

Necht z(t), t € (—o0,00), je periodické TeSeni rovnice (2), jehoZ tra-
jektorie je cyklus C leZici v D i se svym wvnittkem I'. Pak ' obsahuje
staciondrni bod rovnice (2).

Véta (Poincaré-Bendixson)

Necht C* je trajektorie feseni z(t), t > 0, rovnice (2), magici kom-
paktni uzdvér v D. Predpoklddejme, Ze w-limitni mnoZina Q(C™) neob-
sahuge staciondrni body. Pak Q(CT) je cyklus.
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Struktura w-limitni mnoziny dvourozmérného
autonomniho systému obsahujici stacionarni body

Véta

Necht C* je trajektorie Feseni z(t), t > 0, rovnice (2), majici kom-
paktni uzdvér v D. Predpoklddejme, Ze w-limitni mnozina Q(CT) obsa-
huje konecny pocet k > 1 staciondrnich bodii.

Jestlize se mnozina Q(C) sklddd z jediného bodu xo € D, pak xq je
staciondrnim bodem a limy_,oc z(t) = x¢ pro Tesent x(t) jemuz odpovidd
trajektorie C.

Je-li Q(CT) tvorena vice neZ jednim bodem, pak Q(CT) sestdvd ze sta-
ciondrnich bodi z!Y, xm, e ,x[k] a konecného nebo spocetného systému,
trajektorii Co: x = xo(t), t € (—o0,00) neprochdzejicich staciondrnimi
body a magici vlastnost, Ze limity xo(£oo) = limy_, 1o xo(t) existugi a
splyjvagi s jednim z bodii 2 g2 gl
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Slibené € — ¢ definice asymptotické orbitalni stability

Definice

Necht C,,: x = x,(t), t € (—00,00), je cyklus rovnice (2) odpovidajici
periodickému feSeni z,,(t) s periodou w > 0. Cyklus C,, se nazyva orbi-
talné stabilni (orbitalné stabilni zvnéjsku/zvnitiku) pro t — oo, jestlize
ke kazdému ¢ > 0 existuje § = d(e) > 0 takové, ze jestlize bod x¢ lezi
ve vzdalenosti mensi nez § od cyklu Cy, (a ve vnéjsku/vnitiku cyklu),
pak polotrajektorie Cy : © = x¢(t) FeSeni z¢(t) pocitecniho problému
' = f(x), z(0) = zg zistava pro viechna ¢t > 0 v e-okoli cyklu C,,.
Cyklus C,, se nazyva asymptoticky orbitdlné stabilni
(zvnéjsku/zvnitiku) pro t — oo, jestlize existuje & > 0 takové, zZe
jestlize bod z¢ lezi ve vzdélenosti mensi nez § od cyklu C,, (a ve
vngjsku/vnitiku C,,) pak pro polotrajektorii Cj : @ = o (t) fedent xo(t)
poéétecniho problému 2’ = f(z), (0) = xo plati Q(C;) = C,.
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Véta

Necht Cy,: x = x,(t), t € (—00,00), je cyklus rovnice (2) odpovidajict
periodickému Tesent x,,(t) s periodou w > 0. Pak
i) pro to, aby C,, byl cyklus asymptoticky orbitdlné stabilni zvnéjsku
rovnice (2) prot — 00, je nutné a staci, aby trajektorie C,, byla
w-limitnd mnoZinou pro polotrajektorii C’S’ nékterého Teseni xy(t),
t >0, lezictho ve vnéjsku Cy,;
it) pro to, aby C,, byl cyklus orbitdlné stabilni zvnéjsku pro t — oo je
nutné a staci, aby trajektorie Cy, byla w-limitni mnoZinou pro né-
kterou polotrajektoroii Car lezici ve vnéjsku C,, nebo aby pro kazdé
e > 0 ezistovala uzaviend trajektorie rovnice (2) leZici ve vnéjsi
cdsti e-okoli trajektorie C,,.
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