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1 Dvojny integral

1.1 Riemanniv urcity integral - opakovani
Pri zavedeni urcitého integralu funkce jedné proménné vychazime z geometrického vyznamu: integral
je cislo vyjadiujici obsah rovinného obrazce, ktery je ohraniceny danou funkei na intervalu [a, b].

Necht f je ohrani¢ena funkce na intervalu [a,b]. Uré¢ity (Riemannuv) integral funkce jedné pro-
ménné lze zavést pomoci tzv. Riemannovych soucti:
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Dany integral existuje, existuje-li limita na pravé strané. V tom pfipadé rikame, Ze funkce je inte-
grovatelné na intervalu [a, b].

Je-li funkce spojita na intervalu [a, b], pak je integrovatelna. Ptikladem funkce, kterd neni inte-
grovatelna, je Dirichletova funkce (jeji hodnota je v racionalnich bodech 1 a v iracionalnich 0).

Pro vypocet Riemannova integralu plati Newton-Leibniztuv vztah

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a),

kde F(z) je primitivn{ funkce k funkci f(x) na [a,b].

1.2 Dvojny integral na obdélniku

Predpokladejme, ze funkce f(z, y) je definovana a ohrani¢ena obdélniku
R=la,b]x[c,d={(z,y) eR*|a<a<b c<y<d}.

Mira obdélniku je jeho velikost, tj.

Déleni obdélniku

Rozdélime oba intervaly
a=x9g<x1<-<xy=0>0,

c=yo <y < <yp=d.

Dostaneme tak obdélniky Ry,..., Rk, kde k = m - n. Déleni obdélnika R je pak mnozina
D={Ry,..., R} .

Norma délent je ¢islo
v(D) = max{dy,...,dy},

kde d; je velikost uhlopricky obdélnika R;.
Nyni méme dvé moznosti, jak zavést dvojny integral.
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Zavedeni dolnich a hornich souc¢ta

Necht D je pevné zvolené déleni obdélnika R. Ozna¢me

a; = inf f(z,y), Bi= sup f(z,y),
(z.y)ER; (z.y)ER;
kde i =1,..., k. Poznamenejme, Ze takovi «; a [3; existuji, protoze funkce f je ohranicené.

Definujme dolni a horni souc¢ty funkce ptislusné danému déleni D obdélnika R

k k

s(f,D) =) aim(Ry), S(f,D)=>_ Bim(R;).

i=1 i=1

Ztejme plati
s(f,D) < S(f,D).

Zvolme nulovou posloupnost déleni {D, }, -, obdélniku R, tj. takovou posloupnost, ze plati

lim v (D,) =0.

n—oo

Pro kazdé déleni D,, ozna¢me piislusny dolni soucet s, (f, D,) a horni soucet S,,(f, D,,). Ziejme plati,
ze posloupnost {s,(f, D,)}, -, je neklesajici a shora ohranicena, existuje tedy jeji limita

n—o0

lim s,(f,D / f(z,y)dxdy.

Podobné posloupnost {S,(f,D,)},—, je nerostouci a zdola ohrani¢ena a jeji limita je

lim S, (f, D /fxydxdy
n—oo

[ spasay - Wf(m) dz dy

fikame, ze funkce f(z,y) je integrovatelnd na obdélniku R. Dvojny integral této funkce na obdélniku

R je
/fxy //fxydxdy—/fxydxdy

Zavedeni integralnich soucti

Je dano déleni D = {Ry, ..., Ry} obdélniku R. V kazdém délicim obdélnicku zvolme bod T; = [&;, ni],
i=1,...,k Oznac¢me V = {T,...,T}} vybér reprezentantu piislusny déleni D.

Definice 1.1. Jestlize
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K zavedeni integralnich soucti

Integralni soucet piislusny funkeci f, déleni D a vybéru reprezentanti V' definujeme jako

k

P(£,D,V) =D f(&,m)m(R;).

=1

Definice 1.2. Necht f je definovana a ohranic¢ena na obdélniku R. Rekneme, ze funkce f je integro-
vatelna na R, jestlize existuje ¢islo I s nasledujici vlastnosti: Ve > 0, 30 > 0 takové, Ze pro vSechna
déleni D obdélnika R, jehoZ norma v(D) < 4, a pro libovolny vybér reprezentanti V' tohoto déleni
plati

|] - gO(f,D,V” <E.

Cislo I nazyvame dvojnym integralem funkce f na R a piSeme

//Rf(ac,y)dxdyzl.

Postacujici podminku pro integrovatelnost funkce uvadi nasledujici véta.

Kdy dvojny integral existuje?

Véta 1.3. Necht funkce f(x,y) je spojitd na obdélniku R. Pak je na tomto obdélniku integrovatelnd.

Poznamka 1.4. Aby dvojny integral funkce f existoval, funkce f nemusi byt nutné spojita. Staci,
aby byla na R ohrani¢ené a nespojita pouze na konecném poctu ,hladkych krivek*.

Poznamka 1.5. Piikladem funkce, ktera neni integrovatelné je obdoba Dirichletovy funkce: f(z,y) =
1 pro z a y racionalni ¢isla, a f(z,y) = 0 v opa¢ném piipadé (tj.  nebo y je iracionélni ¢islo).

Jak dvojny integral spocitat?

Véta 1.6 (Fubini). Necht f(z,y) je funkce spojitd na obdélniku R = [a, b] X [c, d] potom

//Rf(x,y)dxdyZ/ab (/cdf(x,y)dy) de =
_/Cd(/abf(m,y)dx) dy .

Poznamka 1.7. V piipadé, Ze se funkce f d& psét ve tvaru f(x,y) = g(z) - h(y), je mozné vypocet

zjednodusit b )
J[ emaay= [ gac- [ nway.



Priiklad 1.8. Vypoctéte

// 2y dx dy,
M

kde mnozina M je obdélnik s vrcholy A =[0,1], B =[2,1], C' =[2,2] a D = [0, 2].

Resent: Vidime, ze plati 0 <z <2 a1 <y < 2. Podle Fubiniho véty pak dostavame

2 2 2 yg 2
// nydxdy—/ (/ fc2ydy) dx—/ [:cQ—l de =
M 0 1 0 2|
2 1 2 3 2
:/ P dx:/ §x2dx: T = 4.
0 2 0 2 2],

Pokud zvolime opa¢né poradi integrace, bude vypocet vypadat takto:

v ([ )= [ [

4,)° 4
37 ], 3 3

2

2
8
dy:/ Fydy =
0 13

Vzhledem k tomu, Ze integracni oblast je obdélnik a integrované funkce je tvaru f(x,y) = g(z)h(y),
muzeme vyuzit predchozi poznamky

2 2 372 272
8 1
xzydxdy:/ x2dx~/ ydy:{x—] [y_] :--(2——):4_
/ /M 0 1 31 L2, 3 2
Piiklad 1.9. Vypoctéte objem télesa, které lezi pod plochou z = 4 — 2 —y? a nad ¢tvercem s vrcholy

~1, -1], [-1, 1], [1, 1], [1, —1].

Resent: Objem télesa je dan integralem

/Kiﬂ—n?—yﬂ(Md%

kde M je zadany ¢tverec, tj. —1 < x <1 a —1 <y < 1. Podle Fubiniho véty tak dostavame

1 1 1 371
// (4—x2—y2) dxdy:/ (/ (4—%2—y2) dy)dx:/ {4y—x2y—y—] dr =
M —1 \J-1 -1 31,
L /26 26 2 4]
= -2 Jde = | — 2% =16
1[1(3 ”) ’ {3x 3x}4

1.3 Dvojny integral na méritelné mnoziné

Nyni rozsifime definici dvojného integralu funkce dvou proménnych na tzv. méfitelné mnoziné. Jed-
noduse Teceno, je to takovd mnozina, které lze priradit velikost neboli miru.

Méritelnd mnozina

Obdélnik ma miru (velikost) rovnu soucinu velikosti jeho stran a je nejjednodussim piipadem méfi-
telné mnoziny. Pro libovolnou mnozinu nejprve definujeme charakteristickou funkci a jeji miru jako
integrél z této charakteristické funkce na obdélniku, v némz je danéd mnozina obsazena.

Definice 1.10. Necht M je ohrani¢end mnozina v roviné. Charakteristickd funkce mnoZiny M je
dana predpisem

1 pro (z,y) € M
0 pro(z,y) & M.

>

X (2, y) = { (1)



Mnozina M je méritelnd, jestlize existuje obdélnik R takovy, ze M C R a charakteristicka funkce s
mnoziny M je integrovatelna na tomto obdélniku. Jeji miru (obsah) definujeme

Wwﬂf)Zi/y;XnAx,y)dxdy-

Tato mira se nazyva Jordanova mira mnoziny M.

Definice miry je korektni. Da se ukazat, ze velikost miry nezalezi na volbé obdélniku R, ktery
danou mnozinu obsahuje.

Véta 1.11. Pro Jordanovu miru plati
a) m(D) =0,
b) m(M) >0 pro libovolnou méFitelnou mnoZinu M,
c) Jestlize My, My jsou méfitelné mnoziny, pak také My U My, My N My a My \ My jsou méFitelné.

d) Nechty = g(x), x € [a,b], je spojitd funkce. Pak graf této funkce je méFitelnd mnoZina a jeji
mira je nula.

Mnozina méritelnych mnozin tvofi okruh vzhledem k rozdilu a koneénému sjednoceni a pruniku
mnozin.

Véta 1.12. Jsou-li My a My meéritelné mnozZiny, pak plati
m(M; U My) = m(My) + m(My) — m(M; N Ms).
Zegmeéna, jsou-li My a My disjunkini, pak
m(M; U My) = m(My) + m(M,). (2)
Vlastnost (2) plati pro konecny pofet mnozin a nazyva se aditivnost miry.
Véta 1.13. Je-li M meéritelnd mnoZina, pak jeji hranice h(M) je meéritelnd a m (h(M)) = 0.
Priklad 1.14. Typickym piikladem méritelné mnoziny je mnozina dané predpisem

M={(zy) eR|a<z<b o) <y<i)}

kde ¢(x), ¥ (x) jsou funkce spojité na intervalu [a, b], viz obrazek (a).
Zaménou proménnych dostavdme mnozinu znazornénou na obrazku (b).

yl\

@______
8y
8

Témto mnozinam tikdme elementdrni mnoZiny.



Zavedeni dvojného integralu na méritelné mnoziné

Mame-li zavedenou miru v roviné, miuzeme definovat dvojny integral na méritelné mnoziné pomoci
dvojného integralu jisté funkce na obdélniku, ktery danou mnozinu obsahuje.

Definice 1.15. Necht f je funkce ohrani¢ena na méfitelné mnozing M C R2. Necht R je obdélnik,
ktery obsahuje mnozinu M, tj. M C R. Jestlize je funkce g urcena predpisem

ey — 4 (@) pro (z,y) € M
9(,y) {0 pro (z,y) & M

integrovatelné na obdélniku R, pak funkci f nazveme integrovatelnou na mnoziné M. Dvojny integrdl
funkce f na mnoziné M definujeme vztahem

//Mﬂx, y)dxdyz//Rg(x, y)dzdy.

Podobné jako u definice miry lze ukézat, Ze definice dvojného integralu je korektni, tj. integral
nezavisi na volbé obdélniku R.

Podobné jako u dvojného integralu na obdélniku plati, Ze funkce, kterd je spojitd na méritelné
mnoziné, je na této mnoziné integrovatelné.

Jak dvojny integral vypocteme?
Véta 1.16 (Fubini). Necht p(z), (x) jsou funkce spojité na intervalu |a, b] a necht f(x,y) je funkce
spojitd na mnoziné

M={(z.y) eR*|a<a<b ) <y<d(@)})

fapaedy= [ ([ fe vy do
/1, L

Analogicky, jsou-li ¢(y), ¥(y) funkce spojité na intervalu [c, d] a f(z,y) je funkce spojitd na
mnoziné

Pak

M={(z,y) eR*|c<y<d, ¢(y) <z<y)}

f(z, y)dedy = flx,y)dx | dy.
I (L )

Vlastnosti dvojného integralu

pak

Véta 1.17. Necht funkce f a g jsou integrovatelné na M a ¢ € R. Pak plati

a) funkce f + g je integrovatelnd na M a

//Mf(rv,y)w(:v,y)dxdy:/Mf(x,y)dxdy+//Mg(a:,y)dxdy,

b) funkce c- f je integrovatelnd na M a

// xydxdy—c/ f(z,y)dzedy.

c) Je-li navic f(x,y) < g(z,y) pro¥(x,y) € M, pak

/Mf(fv,y)dxdyﬁ/Ag(x,y)dwdy.
7



Véta 1.18. Necht M je meéritelnd mnoZina. Pak

J[ azdy=mon).

Véta 1.19. Je-li f ohranicend na mnoziné M a m(M) = 0, pak [ je integrovatelnd na M a

/y;f@;wdxdy:o.

Nésledujici vlastnost nAm umoziuje integrovat funkei f(z, y) i pfes mnozinu, ktera neni elemen-
tarni mnozinou, ale da se na elementarni mnoziny rozdélit.

Véta 1.20. Necht f(x, y) je funkce integrovatelnd na konecném poctu uzaviengjch elementdrnich

mnozin My, Ms, ..., M,, které maji spolecné nejvyse hranicni body a necht M = M;UMyU---UM,,.
Pak plati
| tedsdy= [ faydedys [ fgdedyss [ o) dedy,
M My Mo My

Priklad 1.21. Vypoctéte

/A}x+yﬁhd%

kde mnoZina M je ohranicena kiivkami y = 22, y = .

Reseni: U prikladi tohoto typu je dobré si nakreslit ilustrac¢ni obrazek, abychom mohli popsat
mnozinu pfes kterou integrujeme pomoci nerovnosti a dostali tak meze naSeho integralu.

YA
/
/
/
Iy:mQ/
/ 7
/ 7
/ //y:I
/ 7
//
b
W74 .
// 1 z
Vidime, ze pro mnozinu M plati
0<z<1, x2§y§x.

Podle Fubiniho véty dostaneme

1 T 1 277
//(a:+y)dxdy: (/ (x +y)dy dx:/ [mery—] dr =
M 0 2 0 2 22

Priklad 1.22. Vypoctéte

2
// w—dedy,
MY

kde mnozina M je ohrani¢ena kiivkami y =z, z =2 a xy = 1.



Resend: 7 obrazku vidime, ze plati 1 <x < 2a i <y < x, pricemz soufadnici x = 1 jsem dostali
z TeSeni rovnice * = z. Integrovana funkce je na oblasti M spojita. Podle Fubiniho véty dostavame

2 2 z .2 2 217
/ I—dedy:/ / x—2dy dx:/ [_x_] dx =
MY 1 Ly 1 YL

x

1.4 Transformace dvojného integralu

P1i vypoctu dvojného integralu ¢asto pouzivame transformaci integralu do polérnich soutradnic p, .
Tuto metodu pouzijeme, jestlize mnozina M, pfes kterou integrujeme, je ohrani¢ena kruznici (¢asti
kruznice, mezikruzim).

Transformace mnoziny do polarnich souradnic

Necht bod v roviné mé kartézské soutadnice [z, y]. Pak polarni soufadnice o je vzdalenost bodu
od poc¢atku a ¢ thel, ktery svird privodic (tj. usecka spojujici bod s pocatkem) s kladnym smérem
osy z. Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych soufadnic do polarnich:

y b'e
T = pCos ¢,

Yy = psin .

/

SR

Napftiklad, kruh o poloméru r je v polarnich soutadnicich popsan ¢ = r, 0 < ¢ < 27. Podobné
polopiimka y = x pro x > 0 je popsana ¢ = %, 0 > 0.

Priiklad 1.23. Znazornéte mnozinu, kterad je zapsana v polarnich soutradnicich:

2<0<4, <p<

| N

N

Reseni: Jde o mezikruzi ohranicené kruznicemi se stfedem v poc¢atku a poloméry r =2, r =4 a
omezené piimkami y =z a = = 0 (tj. osa y).
P1i transformaci integralu do polarnich souradnic hraje dilezitou roli determinant

cos sin @
—psiny pcos

Lo Yo
Lo Yo

J(u,v) = = ocos’ ¢ + psin® p = o.

Tento determinant se nazyva jakobidn zobrazeni pro prevod kartézskych soufadnic do polarnich.



Transformace integralu do polarnich souradnic

Jestlize pfi vypoctu dvojného integralu pouZzijeme pro vyjadieni mnoziny M polarni soufadni-
ce o, ¢, pak dany integral transformujeme do polarnich soufadnic, kde se objevi jakobién, a po té
pouzijeme Fubiniovu vétu. Tento postup mizeme popsat nasledujicim zpisobem:

Véta 1.24. Necht funkce f(z,y) je spojitd na mnoziné M a necht je tato mnozina uréend v poldrnich
soutadnicich nerovnostms

01 <p <, 0i1(p) < o< o(p).

P2 02(¢)
// f(x,y)dxdy:/ / f(ocosp, osinp) odo | de.
M ®1 Ql(%ﬂ)

Piiklad 1.25. Vypoctéte
M

Reseni: Nejprve popieme mnozinu M v polarnich soufadnicich. Rovnice 22 + y?> = 9 urcuje
kruznici se stfedem v pocatku a polomérem 3. V polarnich souradnicich tak dostavame

Pak plati

kde M je kruh 2% + 9% < 9.

0<0<3, 0 << 2m.

Nyni podle véty 1.24 dostaneme

2 3 27 1 3
// (x—y)dxdy:/ (/ Qz(cosgo—singo)d,g> d@z/ l—gﬂ (cosp —sing) dp =
M 0 0 o L3 Jo
=0.

2
= 9/ (cos p — sin ) dp = 9 [sin ¢ + cos go]gﬂ
0

Priklad 1.26. Vypoctéte
// V1—2%2—y?2dxdy,
M
kde oblast M je ¢tvrtinou kruhu 22 + y? < 1 lezici v prvnim kvadrantu.

Reseni: Nejprve zapiSseme mnozinu M v polarnich souradnicich

0<o=<1, 0<ep<

bo|

Pripomenme, ze plati
sin?x + cos®z = 1.

Podle véty 1.24 dostaneme
Tl
// \/1—x2—y2dxdy:/ (/ g\/1—92(81n2x+0082x)dg) dp =
M 0 0
L z 1
:/ / Q\/l—QQdeSOZ/ dw/ oV/1—o*do=
o Jo 0 0

1-g*=t | T |2 °
=| —20dp=dt :[go}g/ —Vtdt = —= | SV ==
L2 403 6

10,0~ 1 1

Priklad 1.27. Vypoctéte

//M (* +y?) dady,

kde pro oblast M plati 1 < 22 +y? <4,y > |z|.
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Reseni: Nejprve vyjadiime mnozinu M v polarnich soufadnicich. Tato mnozina je ¢ast mezikruzi,
kterd je ohranicena primkami

y=x a y=—x.

Popsat mezikruzi umime, jak muzeme popsat dané piimky? Jedna z moznosti je pfimo, z ndzorného
. , , “ . . o . T o . 3 L, o . ,
vyznamu polarnich souradnic, tj. y = x je ¢ = 7 ay = —x je ¢ = “F. Druhd moZnost je pomoci
dosazeni transformacnich rovnic a TeSeni prislusné goniometrické rovnice. Naptiklad pro y = =,

dostavame cos ¢ = sin ¢ a odtud ¢ = 7. V polarnich sourfadnicich tak miZeme mnoZinu M popsat
nerovnostmi:

3
1

IN

1<o0<2, o <

T
4
Pro dany integral plati

//M(x2—|—y2) dxdy—/ (/ (cos? ¢ + sin go)dg)d

3m
4

:/ g?’dg-/ (cos® ¢ + sin? @) dip

1

_ Q_
4

Nyni podrobnéji popiSeme transformaci dvojného integralu. Tu lze provést nejen pro polarni
soufadnice, ale pro libovolnou ,,péknou transformaci. Prikladem je zobrazeni, které transformuje
rovnobéznik na obdélnik (takové zobrazeni je linearni), nebo zobrazeni které transformuje elipsu na
obdélnik. Vybér transformace se provadi podle tvaru mnoziny, pfes kterou integrujeme (nikoliv podle
funkce, kterou integrujeme, jako tomu je u jednoduchého integrélu).

e
||
3

Obecna transformace integralu

Definice 1.28. Necht je dano zobrazeni F': R? — R? uréené rovnicemi
r = k(u,v), y=Iu,v), (3)

kde funkce £k a [ maji spojité parcialni derivace prvniho fadu. Pak F' se nazyva spojité diferencovatelné
zobrazeni a determinant

T(u0) = ‘ 2 L,

v l’U

se nazyva jakobidn zobrazeni F. Jestlize J (u,v) # 0, pak se toto zobrazeni nazyva reguldrni.

Napriklad, linearni zobrazeni z = au + bv, y = cu + dv ma jakobian J = ad — bec. Toto zobrazeni
je regularni, jestlize ad # be. Toto zobrazeni pii vhodné volbé konstant transformuje rovnobéznik
v roviné xy na obdélnik v roviné uv.

11



Véta 1.29. Necht je ddna spojitd funkce f promeénnygch x a y na mnoziné M dané vztahem (3).
Necht F: R? — R? je prosté requldrni zobrazeni zadané rovnicemi (3) a necht M = F(B). Pak plati

//M flz,y)dedy = //B flE(u,v), l(u, v)]|T (u,v)] dudo.
Priklad 1.30. Urcete obsah rovnobézniku M:
r<y<xz+1, 2r — 2 <y < 2zx. (4)
Resent: Oznatme nové proménné
u =y—u, v =y —2x. (5)

Pak z (4) dostaneme
0<u <1, —2<v <0,

coz je obdélnik o stranach 1 a 2 a méa velikost m(B) = 2.
Z (5) dostaneme
rT=u —v, Yy =2u—w.

Jakobian tohoto zobrazeni je
1 2
-1 -1

mn) = [[ avay= [[ ey —m(m) -2

1.5 Aplikace dvojného integralu

7~ -1

Podle véty 1.29 plati

7 definice dvojného integralu plynou geometrické aplikace:

/[ aray

e objem télesa omezeného obecnou valcovou plochou tvofenou hranici M a funkci f(z, y)

//M f(z, y)dx dy.

Priklad 1.31. Urcete obsah kruhu o poloméru R.

e obsah mnoziny M v roviné

Resent: Pro urceni daného obsahu musime spocitat [/, 1 Az dy, kde mnozina M je tvorena da-
nym kruhem. Kvili jednoduchosti umistime kruh do po¢atku a mnozinu M popiSeme v polérnich
soutadnicich, dostaneme tak 0 < p < R, 0 < ¢ < 27. Pro dany integral tedy méme

m(M)Z//M dxdy:/:ﬂ(/fgd@) dcp:/o% dso-/OR@dgz[@]g”' {%}:ZWRQ‘

Piiklad 1.32. Vypoctéte obsah obrazce ohranic¢eného kruznici 2% + y?> = 2z a pifmkami y = z,
y=0.

Resent: Hledany obsah bude uren integralem [/ o dzdy, kde M je mnozina uréend danym
obrazcem. Upravime-li doplnénim na tplny ¢étverec rovnici 22 + y? = 2z, dostaneme

(z =12 +y* =1,
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y A //
JSy==
’
11 -~
Ve
/
) >
,’ 1 /2 x
4 \ /
\\ //
-14 -
22 +y?2 =2

coz je rovnice kruznice se stfedem v bodé [1,0] a polomérem 1. Dosadime-li za © = pcosp a za y =
osin ¢ z transformacnich rovnic, dostaneme pro danou kruznici rovnici 0° cos? p 4 0% sinp = 2pcos v
a po upravé o = 2cos . Dané pifimky maji rovnice ¢ = 0 a ¢ = T, mame tak popis mnoziny M

0 <p<2coso, 0<p<

e

Pripomenme, ze plati
9 1+ cos2x
cos" T = ———.

Podle véty 1.24 dostavame

I 2cos ¢ 1 T J12c0s I )
// dxdy:/ (/ ng)d(p:—/ [Q]O d(p:2/ cos” pdp =
M 0 0 2 Jo 0

i 1 I
:/ (14 cos2p)dy = <p+§sin2go =
0 0

+

19
N | —

Dalsi aplikace

Primérné hodnoty funkeci:

e primérnd hodnota funkce f(z, y) na mnoziné M o obsahu m(M) (zne¢isténi ovzdusi, hustota
populace atd.)

1
fave:W/Mf(xa y)dl’dy

Fyzikalni aplikace:

e hmotnost desky o tvaru M a hustoté o(zx, y)

m = //M o(w, ) dv dy

e stacionarni moment desky o tvaru M kolem osy z (M,) a kolem osy y (M,)

Mzz// yo(z, y)drdy My:// ro(x, y)dedy
M M

Yo

1 1
j:_// zo(z, y) de dy 3?:—// yo(x, y)drdy
m J S mJJm

e moment setrvac¢nosti desky o tvaru M a hustoté o(z, y) okolo osy x a okolo osy y

]—//ygxyd$dy ]—//xga:ydxdy

13



e moment setrvacnost desky o tvaru M a hustoté o(z, y) okolo po¢atku (polarni moment)
Iy = // («® +y")o(x, y) dz dy
M

Dalsi aplikace zavisi na vyznamu funkce f(x, y) a tedy na vyznamu objemu, ktery vyjadiuje
dvojny integral. Dvojny integral se téz d& vyuzit k urcéeni souctu fad nebo jednoduchych integralii,
u kterych nezname primitivni funkei.

2 Trojny integral

Podobné jako jsme v predchézejici kapitole integrovali funkci dvou proménnych na mnoziné v roviné,
budeme se nyni zabyvat integraci funkce t¥f proménnych na mnoziné v prostoru — trojnym integrdlem.

Nejprve zavedeme trojny integral na kvadru a pak tento integréal rozsifime na libovolnou meé-
fitelnou mnozinu, pri¢emz se postupuje analogicky jako pii zavedeni dvojného integralu. Ukazeme
si alespon definici trojného integralu na kvadru a formulaci Fubiniovy véty pro specidlni piipady
méfitelnych mnozin.

2.1 Trojny integral na kvadru

Uvazme funkci f(z,y, z) definovanou a ohrani¢enou na kvadru
V={(z,y,2)|a<zx<bc<y<de<z<g}.
Mira kvadru je jeho objem, tj.
m(V) = (g —e)(d—c)(b—a).

Tento kvadr rozdélime na mensi kvadiiky tak, Ze interval [a, b] rozdélime na [ subintervali, podobné
rozdélime i dalsi intervaly na m a n subintervali.

Roviny rovnobézné se souradnicovymi rovinami, které jdou koncovymi body téchto subintervali,
rozdéli kvadr na p =1 -m - n kvadiitka V;, i = 0,...,p. Timto dostaneme déleni daného kvadru, za

normu tohoto déleni nam poslouzi nejvétsi télesova thlopricka kvadru V.
Utvorime sumu

o(f. D, V) =Y flaf,y} 2)m(Vi)
i=1

kde (zF,y7r, zF) je libovolny bod z kvadiiku V;. Tato suma tvoii integralni soucet piislusny funkci f,
danému déleni a vyberu reprezentanti.

Definice 2.1. Necht f je definovana a ohrani¢ené na obdélniku V. Rekneme, 7e funkce f je integro-
vatelna na V, jestlize existuje ¢islo I s nasledujici vlastnosti: Ve > 0, 30 > 0 takové, Ze pro vSechna
déleni D kvadru V| jehoz norma v(D) < 4, a pro libovolny vybér reprezentanttt V' tohoto déleni plati

I —o(f,D,V)| <e.

Cislo I nazyvame trojnym integralem funkce f na V a piSeme

///Vf(x,y,z)dxdydzzj'

Pro vypocet trojného integral na kvadru mame opét Fubiniovu vétu.

Véta 2.2 (Fubini). Necht funkce f(x,y,z) je spojitd na kvddru (trojrozmérném intervalu) V. =
[a,b] x [c,d] X [e, g]. Pak trojny integral je

///Vf(x,y,z)dxdydz—/ab{/cd (/egf(x,y,z)dz) dy} de.
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Poznamka 2.3. Kdyz jsme pocitali dvojny integral pres obdélnik, nezalezelo na pofadi v jakém
integrujeme. Podobné, integrujeme-li pres kvadr, nezalezi pri integraci na poradi v jakém integrujeme.

Priklad 2.4. Pomoci trojného integralu odvodte objem kvadru m(V') o velikosti stran a, b a c.

Resent: Podle definice je objem mnoziny roven trojnému integralu pres tuto mnozinu, t;j.

m(V) = ///V dz dy dz,

kde mnozina V' je kvadr, pro ktery plati 0 < x < a,1 <y <ba 0 < z < c. Podle Fubiniovy véty je
trojny integral roven trojnédsobnému integralu

///dedydz:/oa{/gb</ocdz) dy} dx:/oa{/obcdy} dx:/oabcdx:abc,

Priklad 2.5. Vypoctéte trojny integral

[ @ azaya

kde mnozina V' je krychle, pro kterou plati 0 <z <1, 1<y <2a0<z< 1.

Reseni: Opét pouzijeme Fubiniovu vétu 2.2, pficemz meze trojnasobného integralu jsou ziejmé
ze zadani.

///v(x+y) dxdydz—/ol{/12 (/01(x+y) dz) dy} dx—/ol(/IQ(x—l—y)[z]édy) dr =
2/01(/12(x+y)dy> d$:/01[:vy+y;}jdx:
(e N [ (Y

2.2 Fubiniova véta pro trojny integral

I
—
|R
2

+
| oo

8
[
—

I

[\

Nyni budeme integrovat pfes méritelnou mnozinu v prostoru, neboli pres "deformovany"kvadr.

Véta 2.6 (Fubini). Necht je dina mnoZina v roviné
M ={lr,y] eR*: a <z <b, p(x) <y < P(a)},
kde o(x), ¥(x) jsou spojité funkce na intervalu |a,b] a ¢(x) < (x), a mnoZina v prostoru
Vo ={lz.y.2] €R®: [wy] € M, O(a,y) <z < V(z,y)},

kde ®(x,y), Y(x,y) jsou spojité funkce na mnoziné M a ®(z,y) < V(z,y).
Je-li funkce f(x,y,z) spojitda na mnozZiné V v prostoru, pak plati

///V f(z,y,2)dedydz = /ab {[::) <[I:(I::)f(3c,y,z) dz) dy} de.

Jinymi slovy, trojny integral prevedeme na trojnésobny integral ,,od bodu k bodu*, ,od funkce
k funkci® a ,,0od plochy k plose*. Postupné integrujeme podle z, pak podle y a nakonec podle x.

Priklad 2.7. Vypoctéte trojny integral

/// rzdrdydz,
v

kde pro mnozinu V plati 0 <2 <2, 0<y<zal0<z< r+y.
15



Reseni: Mizeme rovnou pouzit Fubiniovu vétu 2.6 a dany integral pfepsat jako trojnasobny

2 z Vzty 1 2 z
/// xzdxdyd,z:/ / / rzdz | dy dx:—/ </ [xzﬂo"ﬁy dy> dr =
1% o (Jo \Jo 2 Jo \Jo
1/2(/32 ) ) 1 2 ) $y2 z
= - x4+ zy)dy dx:—/ ry+ —| dr=
1 [2), a8 3 (7, 3 [24]?

Priklad 2.8. Vypoctéte
/ / / zdxrdydz,
1%

kde mnozina V je ohrani¢ena rovinami z+y+z2=1,2=0,y=0ax = 0.

(a) (b) (c)

Resent: P vypoctu trojného integralu, kdy dand mnozina neni dana nerovnostmi, je vyhodné si
nakreslit dva obréazky, jeden pro danou mnozinu V' a jeden pro jeji projekci na nékterou ze soutadnych
rovin (napf. rovinu zy). V tomto pfipadé muzeme vidét, Ze spodni hranici naseho télesa je rovina
z = 0 a horni hranici je rovina x +y + 2z = 1, resp. 2z = 1 — x — y. Obé tyto roviny se protinaji
v piimce x +y =1 (y = 1 — x), které lezi v roviné zy. Projekce do roviny zy je proto trojihelnik a
méame tak popis dané mnoziny

V ={(z,4,2):0<2<1,0<y<1—2,0<z <1l—z—y},

coz nam umozni vypocitat dany integral pomoci Fubiniovy véty

w4 [T )
N %/;(/01_9:(1 — —y)2dy) do = %/01 {—w};x do

ol -

Priklad 2.9. Pomoci trojného integralu odvod'te objem koule o poloméru r.

Resent: Objem koule miizeme spoc¢itat pomoci jednoduchého integralu jako rotaci polokruznice

kolem osy x.
Nyni si ukazme, jak postupovat pomoci trojného integralu. Rovnice koule je

P2 <t
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Objem koule vyjadiime jako trojny integral, ktery prevedeme na dvojny integral

m(V):///V dxdydz://ﬂj\/mdxdy,

kde mnozina M je kruh z? + y? + 22 < r2. Vzhledem k symetrii sta¢i uvaZovat mnoZinu v prvnim
oktantu (tj. mnozinu, ktera je ohrani¢ena kulovou plochou z = /72 — (22 4+ y?) a rovinou z = 0 na
¢tvrtkruznici) a tento objem vynasobit osmi.

Pro dvojny integral pouzijeme transformaci ¢tvrtkruznice do polarnich soufadnic, tj. 0 < ¢ < 7/4,
0 < p <r. Objem koule je

m(V) = 8/;/4{/; mdg} de,

a pouzitim substituce t? = r? — p? dostavame

w/4 r 4
m(V) = 8/ {/ t2dt} de = §7T7“3.
0 0

2.3 Transformace trojného integralu do valcovych souradnic

Postupujeme podobné jako u dvojného integralu: nejprve transformujeme téleso do vélcovych sou-
fadnic a po té trojny integral.

Transformace télesa do valcovych souradnic

Integrujeme-li pres vilec V' nebo jeho ¢éast, pak misto kartézskych souradnic z, y, z je vyhodné
pouzivat valcové souradnice p, ¢ a z.

Necht bod v prostoru ma kartézské souradnice [z, y, z]. Pak valcové soufadnice jsou z (beze zmény)
a misto kartézskych souradnic x, y jsou polarni souradnice prumétu tohoto bodu do roviny xy. Odtud
plynou rovnice transformace pro pirevod kartézskych soutradnic do valcovych:

T = 0COs p,
. Yy = osin g,
z = z.

Je vidét, ze valcové souradnice transformuji valec na kvadr.
Priklad 2.10. Zapiste ve valcovych soufadnicich néasledujici mnoziny:
(a) vélec s osou v ose z, polomérem r = 10 a vyskou v = 100;

(b) ¢ast koule se stfedem v pocatku, polomérem r = 2 lezici v prvnim oktantu (tj. x > 0, y > 0,
z > 0).

(c) kuzel o poloméru r a vySce v s osou v ose z.
Resent:
a) P

( rumétem valce do roviny zy je kruh o poloméru 10. Vzhledem k tomu, Ze popis v této roviné
provadime pomoci polarnich souradnic a vyska vélce je 100, musi vSechny body valce splhovat
nerovnosti

0<ep<2rm, 0<p<10, 0<z <100.
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(b) Pramétem ¢asti koule do roviny xy je étvrtkruh, ktery miazeme v polarnich souradnicich popsat
nerovnostmi

0<¢p< 0<p<2

™
92 )

Rovnice koule o poloméru 2 a stiedu v pocatku je v kartézskych souradnicich 22 4 y? + 22 = 4.
Rovnici ve valcovych soutadnicich dostaneme tak, Ze za x a y dosadime transformacni rovnice,
tj.

T = QoS p, y = osiny,

z =4 — 0%

Celkem tak dostavame popis nasi mnoziny ve tvaru

mame tak

0<p<s, 0<p<2  0<z < Vi-¢

(¢) Jde o mnozinu popsanou v kartézskych soufadnicich

24+ <r? a4 y2<z<o.

Ve valcovych souradnicich

Transformace trojného integralu do valcovych souradnic

Pro transformaci integralu opét potfebujeme urcit jakobian zobrazeni.

Jakobidn zobrazeni F' pro prevod kartézskych soutfadnic do valcovych je determinant

To Yo Zo cos singp 0
J =%y Yo 2, |=| —osing gcosy 0 |=op.
T: Yz Z 0 0 1

Vidime, Ze tento jakobian je stejny jako pro polarni soutradnice.

3 Transformace trojného integralu

Protoze valcové soutradnice jsou analogii polarnich souradnic v roviné, postupujeme pii transformaci
trojného integralu do valcovych souradnic podobné jako pfi transformaci dvojného integrélu.

Véta 3.1. Necht funkce f(x,y,z) je spojitd na mnoZiné V C R3 a necht je tato mnoZina urcend ve
vdlcovyjch souradnicich nerovnostmi

01 << 01(p) <o<0(p), Plo,p) <z<U(o,¢p),

kde funkce o1, 02, ®(0,¢), Y(0,p) jsou spojité. Pak plati

®2 02(¢) U(o,p)
/// f(l’,y,Z)dwddeZ/ / / flocos g, psing,z) odz | do ¢ dp.
% 1 o1(p) @ (0,)

Priklad 3.2. Vypoctéte trojny integral

///v (x2+y2) drdydz,

kde pro mnozinu V plati 22 + 3% <2z a 2z < 2.
18



Z A 2Ay 21\y

T T
2 T 2 2
(a) Pramét do roviny xz (b) Pramét do roviny zy (c) Graf funkce z = 22 + 3?2

Obréazek 1: Mnozina V z prikladu 3.2

S . ~ . v 2 v/ . 2 2 .ot Xz
Reseni: Mnozina V' predstavuje ¢ast rotacniho paraboloidu z = = ;y , ktery je shora seriznut

rovinou z = 2, ktera je rovnobézna s rovinou O,,. Integral transformujeme do valcovych souradnic.
Rez rovinou z = 2 ziskdme dosazenim do rovnice paraboloidu, mame tak 4 = z? + 3%, Vidime, Ze
fezem je kruznice se stfedem v pocatku a polomérem 2, do stejné kruznice v roviné zy se promita i
dané téleso. Pro mnozinu V' tak dostavame ve valcovych soutradnicich popis

<z <2

Pro dany integrél tak dostdvame

[ oo [ (fo) oo [([ 5 0) o

LU -9 e ) e

2 5 4 672 16
:277/ 293_9_ do =27 ¢ _ ¢ :_7T_
0 2 2 120 3

/// Va2 +y?dedydz,
1%

kde V je mnoZina omezena nerovnostmi 2 +y*> <1, 2 <1—ya z > 0.
AY
2 4
/\ |
Yy

-1 1

Priklad 3.3. Vypoctéte

(a) Pramét do roviny yz (b) Primét do roviny zy

Obrazek 2: Popis mnoziny V' z ptikladu 3.3

Reseni: Mnozina V' je valec, ktery je sefiznut rovinami z = 0 a z = 1 —y. Prevodem do valcovych
soufadnic dostaneme 0 < o < 1, 0 < ¢ < 27 a dosazenim transformacnich rovnic do rovnice roviny
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0 <z<1—psinp. Mame tak

ez [}
[ (L ) o
([ - o
LT o[ o

L1 T op
= |z — COS = —.
3P TR T 3

/// zdxdydz,
1%

kde pro mnozinu V plati 22 +y? > 2z, 22 +9> <1, 2 > 0.

Priklad 3.4. Vypoctéte

\ Y z

z A

1__

vy

\ B

T
-1 1

(a) Pramét do roviny zz (b) Pramét do roviny ay (¢) Obraz mnoziny V

Obréazek 3: llustrace mnoziny V' z prikladu 3.4
Reseni: Mnozina V je valec, ze kterého je ,,vyfiznut* kousek rota¢niho paraboloidu. Opét pomoci
transformace do vélcovych soufadnic dostaneme ¢ € [0,27], o € [0,1] (celé téleso je uvniti daného

vélce), ve sméru osy z je téleso omezené rovinou xy a danym paraboloidem, tedy z € [0, 2% + 3]
neboli z € [0, ¢?] po dosazeni valcovych soufadnic. Dostévame tak

[[[ =araa: - /{ [ ( [ e dz) dg} do= 2 [7([ ol a0) ae-

1 27 1 1 27 1 1 27
= - °do | dp = — 61" dp = — dy =
2/0 (/O@ @> v =1 [0°], dy ) 4

1
12

™

2m

[900

Transformace do sférickych souradnic

Trojny integral lze transformovat také do jinych soutfadnic. Dalsim typickym piikladem trans-
formace jsou sférické souradnice o, ¢ a 6, které jsou definovany takto: Necht bod v prostoru ma
kartézské souradnice [z, y, z|. Pak soufadnice p je vzdélenost bodu od pocatku (pruvodic), € je thel,
ktery svird pruvodic¢ s kladnym smérem osy z, a ¢ thel, ktery svird prumét privodic¢e do roviny xy,
tj. hodnota psinf, s kladnym smérem osy .
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Zmamena to, ze v roviné xry méame misto kartézskych souradnic x, y polarni souradnice s pruvo-
dicem psin@ a thlem . Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych souradnic do
sférickych:

z
P
|
e/ x = psinf cos p,

5 | y = osinfsin p,
|
: z = pcost.

® , y e

X
Jakobian tohoto zobrazeni je J = —0?sinf.

Priklad 3.5. Zapiste ve sférickych souradnicich kouli se stfedem v poc¢atku a polomérem r = 4.

Resent: Vyhodou sférickych souradnice je fakt, ze koule se v nich d& popsat, podobné jako kvadr
v kartézskych souradnicich, pomoci nerovnosti s konstantnimi mezemi. V tomto p¥ipadé budou tyto
nerovnosti tvaru
0<o0<4, 0<p<2r, 0<6<m.

Poznamka 3.6. Podobné jako u dvojného integralu bychom mohli formulovat vétu o obecné trans-
formaci trojného integralu, opét je nutné integrovanou funkci pii prechodu k novym souradnicim
nasobit absolutni hodnotou jakobidnu této transformace.

Priklad 3.7. Vypocitejte miru mnoziny V', ktera je uréend nerovnostmi
4yt 4+ 22 —22<0, 24 y* — 2% <0.

Resent: Pro ureni miry mnoziny V, potfebujeme spocitat [ [ fv dx dy dz. Prvni nerovnost mi-
zeme upravit do tvaru
2, .2 2
rt 4yt 4 (2 —1)° < 1,

jedné se proto o kouli se stfedem v bodé [0, 0, 1] a polomérem 1. Druha nerovnost predstavuje ¢ast
kuzele s vrcholem v pocatku. Dosadime-li do obou rovnic sférické soufadnice dostaneme

0?sin® 0 + o® cos’§ — 2pcosf =0 tj. o= 2pcosb
0°sin® 0 — o cos? = 0 = cos20 =0 tj. 9:%
Dostavame tak integra¢ni meze

0<p<2m, 0<H<7, 0<o<2pcosh

a vypocet daného integralu je podle predchozi poznamky

T 27 2 cos 6
/// dxdydz:/ {/ (/ stin9dg) dcp} do =
1% 0 0 0
i 2 2cosf
1 1 3} ) 8
= -0 sin 6 dg d9:—/
/0 </0 [3 0 ) 3Jo

2m
(/ cos3ﬁsin9dg0) df =
0
16 cosf =t

:—ﬂ/4cos3981n9d9: sinfdf = —dt | =
3 0 ﬁ

2
16 !
:—7T/ 2dt = 7.
3 s

i

N

0~ 1,5~
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4 Aplikace trojného integralu

Vsechny aplikace dvojného integralu miizeme piimo zobecnit i pro integral trojny. Tedy naptiklad,
je-li p(z,y, z) funkce popisujici hustotu télesa, které vyplituje mnozinu V', pak jeho hmotnost je

m=[[[ e aya:

a jeho stacionarni momenty okolo soutradnicovych rovin jsou

M,, = /// zp(z,y,z)dedydz, M,, = /// yp(z,y,z)dedydz, M, = /// zp(x,y, z)dzrdy dz.
1% 1% v

vy

M, M, M,
T = ) Y= ’ z = .
m m m

Déle mtuzeme spocitat napiiklad momenty setrvacnosti kolem soutadnych os

I, = ///V (v + 2°) p(z,y, z) de dy dz, I, = ///V (2* + 2%) p(z,y, 2) dz dy dz,
I, = ///V (2 +y?) p(x, y, 2) dz dy dz

nebo celkovy elektricky naboj @) télesa

Q- ///Va(x,y,z)dxdydz,

kde o je hustota naboje.
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