Linearni modely
(strucné shrnuti)



(Obecné) linearni modely

* Jedna odpoveéd’, jeden a vice prediktoru

- Prediktory kvantitativni i kategorialni

- ANOVA s prediktorem o n urovnich je analogicka
mnohonasobné regresi o n-1 prediktorech

* Rovnice:y=a+bx1+cx2+ ... +¢
- y: odpoved
- a: intercept
- b,c: regresni koeficienty prediktoru

- ¢: rezidualy (residua): predpoklada se, ze vSechny pochazeji
ze stejného normalniho rozlozeni N(O, o)



Modely s vice prediktory

* Dvoucestna (Vicecestna) ANOVA
- odpoved ~ faktor.1 + faktor.2 + ...
* Mnohonasobna regrese
- odpoved ~ lin.prediktor.1 + lin.prediktor.2 + ...
* Linearni model (Analyza kovariance):
kategorialni i linearni prediktory

« Aditivni efekty prediktoru vs. interakce — odpoved
na faktor.1 (prediktor.1) zavisi na hodnotée
faktoru.2 (prediktoru.2)

— aditivitu lze statisticky testovat a pripadne zamitnout
ve prospech interakce



Interakce mezi prediktory

*Prikazna interakce znamena vzajemné
ovliviiovani vlivu prediktort na odpovéd

-y =a+bx, +cx,+dxx,+¢
*Test interakce HO: d =0
—-d > 0O: pozitivni int., vySSi hodnoty nez aditivita
—-d < 0 : negativni int., nizSi hodnoty nez aditivita
.dfint = C“:x1*d1:x2
*Jak napsat
—x (Alt + 0215) formalne v odbornych textech
— vV R pouze interakcni Clen
—* v R znamena additivitu dohromady s interakci
—-rovnici nahore v R napiSeme takto
y - X1*X2
*Interaction plot
Znazorneni interakce
—Pokud int. neni pfitomna, budou Cary paralelni
‘Interakce neznamena korelaci prediktoru!
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data

biomass

Reakce rustu rostlin na zalévani a

watering
65 Control
58 Control
74 Control
65 Control
81 Control
78 Control
92 Watered
86 Watered
94 Watered
100 Watered
89 Watered
90 Watered
110 Control
118 Control
128 Control
121 Control
119 Control
116 Control
185 Watered
196 Watered
201 Watered
195 Watered
193 Watered
191 Watered

fertil
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized

hnojeni

Experimentalni design: 24 kvétinacu s rostlinami rozdélenymi
nahodné do 4 skupin s faktorialnim usporadanim hnojeni a velikosti
zalivky

Otazka: Jaky je vliv hnojeni a zalévani na produkci nadzemni
biomasy rostlin?

aov.l<-aov (biomass~watering*fertil, data=plants)
summary (aov.1l)
Df Sum Sg Mean Sg F wvalue Pr (>F)

watering 1 13968 13968 336.38 5.604e-14 **x*
fertil 1 33825 33825 814.57 < 2.2e-16 ***
watering:fertil 1 4240 4240 102.11 2.654e-09 ***
Residuals 20 831 42
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data

biomass

Reakce rustu rostlin na zalévani a
hnojeni

watering
65 Control
58 Control
74 Control
65 Control
81 Control
78 Control
92 Watered
86 Watered
94 Watered
100 Watered
89 Watered
90 Watered
110 Control
118 Control
128 Control
121 Control
119 Control
116 Control
185 Watered
196 Watered
201 Watered
195 Watered
193 Watered
191 Watered

fertil
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Control
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized
Fertilized

7 v O

Experimentalni design: 24 kvétinacu s rostlinami rozdélenymi
nahodné do 4 skupin s faktorialnim usporidanim hnojeni a velikosti

zalivky

Otazka: Jaky je vliv hnojeni a zalévani na produkci nadzemni
biomasy rostlin?

aov.l<-aov (biomass~watering*fertil,
summary (aov.1l)

watering

fertil

data=plants)

Df Sum Sg Mean Sg F wvalue Pr (>F)

1
1

watering:fertil 1

Residuals

20

13968
33825
4240
831

13968
33825
4240
42

Zaver: Hnojeni i zalevani maji

prukazny pozitivni vliv rust rostlin.

Mezi prediktory je navic pozitivni

interakce.

336.38 5.604e-14 **~*
814.57 < 2.2e-16 ***
102.11 2.654e-09 **x*
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Regresni diagnostika

« Umoznuje vyhodnotit naplnéni pfedpokladu regresnich metod
(normalita rezidualli, homogenita varianci) a zhodnotit vliv outliert

» plot(Im.object) nebo plot(aov.object)
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Regresni diagnostika

« Umoznuje vyhodnotit naplnéni pfedpokladu regresnich metod
(normalita rezidualli, homogenita varianci) a zhodnotit vliv outliert

» plot(Im.object) nebo plot(aov.object)

Fitted values
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Regresni diagnostika po log-
transformaci odpovedi

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
g8 220 2 o 220
4° . o 2 - 092"
L[; o g < o oo
'tzj (=] o T T — ° B, QOQO
s O _2 & o @ .g o A .WGP
[E] B~ a0
S o : s| B T e
: 20 n ot
| | | T T | | | | | | |
44 45 46 47 48 49 50 -2 -1 0 1 2
Fitted values Theoretical Quantiles
Constant Leverage:
Scale-Location Residuals vs Factor Levels
® o _os e = 220
g = e g — 3 o o
= _ 8 B e 8
= ® o © o = o ° 8 o
3 o 8g o T i e
=] 1 ' @ 5 o o o
E g =] o g — <
" .
E —° & & Ou 8 g
0] | n o 20
v o T | | T T T | watering - T | w
44 45 46 47 48 49 50 Eiﬁ'cntml Watered

Fitted values Factor Level Combinations



Testovani vlivu jednotlivych
prediktoru / vybér prediktoru do

modelu
* Cile
- ukazat, které prediktory maji prukazny vliv

* |ze testovat jednoduché (marginalni) efekty, tj. parové korelace mezi
jednotlivymi prediktory a odpovedi

- sestavit minimalni adekvatni model, ktery bude zahrnovat
pouze prukazné prediktory

 kondicionalni (parcialni) efekty prediktoru
» Statisticke testy tohle moc neumi

— umi otestovat model, porovnat kvalitu vice modelu

* test signifikance
« AIC



Akaike information Criterion

* Kvantifikuje mnozstvi informaci v odpovedi, kterou
vysvetluje model

- umoznuje porovnani dvou modelu, které se lisi po€tem
stupnu volnosti (modelu)

— nizsi AIC znaci lepsi fit nez vyssi AlC (absolutni
hodnoty nejsou dulezité)
* AIC = 2k — 2log(L) , (log = prirozeny log), k je
pocCet parametru (tedy df model v lin. modelu)

- vlin. mod. AIC = 2k — 2 log (n/RSS) + C, kde RSS je
rezidualni suma Ctvercu, C je konstanta (Ize ignorovat)

* RUzné nazory na moznost kombinovat s F-testem
prukaznosti



Vyber prediktoru do modelu

* Postupny
- Forward selection: k nulovemu modelu pridavam
postupne prediktory
* vhodngjsi pro observacni data

— Backward selection: ze saturovaného modelu
odebiram nevyznamné prediktory

* vhodngjsi pro experimentalni data
- Oba smery: zvazuji v kazdem kroku pridani |
odebrani prediktoru



Problém s mnohonasobnym
paralelnim testovanim

* Provedu-li vice testu s pravdépodobnosti chyby I. druhu 0.05,
pravdépodobnost, Ze udélam chybu aspon jednou velmi vzrusta.

- pro dva testy p = 0.05 + 0.05 - 0.05 x 0.05 = 0.0975

» Redeni: rtizné korekce (Holm, Bonferroni, false detection rate —
FDR) upravuji p-hodnoty nahoru, ¢imz kontroluji/redukuji riziko
chyby

 Alternativa: “protected multiple testing”

— spoctu test saturovaného modelu se vSemi prediktory. Je-li prikazny, dalSi
korekci kvuli multiple testing uz nefeSim

- Je-li ovSem neprukazny, tak s testovanim konc¢im se zavérem, ze regrese
neni prikazna.

« SkuteCny problém hlavne v analyzach “velkych” dat z databazi.



Linearni model pro experimentalni
data

Q: Jaky je vliv obhospodafovani louky
(koseni, pastva) na pocet semenacku, které
se objevi na jare? Ovliviiuji semenacky jesté

Sample seedlings treatment
7 control
5 control

12 control
8 control

13 contro

12 contro
7 control
5 control
7 control
6 control

19 grazing

2, O OWoO~NOOOGPWN -~

_

... to be continued

productivity
714
518
379
686
703
775
651
630
470
557
394

temperature

7.2
4.5
7.4
5.4

5

6
6.2
7.6
8.4
4.7
6.8

dalsi faktory prostredi?

Design: 30 experimentalnich ploch (10 na
kazdy typ obhospodarovani) nahodné
rozmisténé v krajiné (ruzné lokality). Control
= opusténa nekosena louka. Zaznamenana
byla i produktivita a praimérna teplota
lokality.

Im.full<-1m(seedlings~treatment*productivity*temperature,

anova (1lm.full)

Df Sum Sg Mean Sg F value
.5710 1.301e-06
605 29.
0.

07
61

.88
.02
.87
.25
.48
.19

309.
290.

1.
.509
.434

O W o whN

# Analysis of Variance Table

#

# Response: seedlings

#

# treatment 2 618.
# productivity 1 290.
# temperature 1 1
# treatment:productivity 2 5
# treatment:temperature 2 6
# productivity:temperature 1 0
# treatment:productivity:temperature 2 6
# Residuals 18 176
.

# Signif. codes: 0 Y*x**/ (0.001 ‘**’" 0.01 *' 0.

033 31

882

.250
.242
.789

05

O O O O

data=seedl)

Pr (>F)

6883 3.553e-05

0.
L1767
.7088
.8747
L1223

1922

.2563 0
.3508 0
.0256 0
.3312 0
0.1 " 1

6663

* Kk %

* K %

Tuto tabulku Ize
pouzit jako vystup
testu jednotlivych
prediktoru a jejich
interakci



Linearni model pro experimentalni
data

DalSi krok: odstrarte neprukazné prediktory z modelu (pomoci backward selekce;

ponechejte | neprukazné main efekty pokud je prukazna interakce)
Im.final<-Ilm(seedlings~treatment+productivity, data=seedl)
summary (lm.final)

Call:
Im(formula = seedlings ~ treatment + productivity, data = seedl)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-4.698 -1.840 -0.315 1.975 4.741
Coefficients: KoeﬂClenty

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]) prediktoru (nebo

(Intercept) 22.315470 2.437909 9.154 1.29e-09 *** kontrasty pro
treatmentgrazing 9.581024 1.251180 7.658 3.98e-08 x** fakt
treatmentmowing  2.173362  1.268726 1.713  0.0986 . aktory)
productivity -0.0247064 0.003996 -6.198 1.48e-06 ***

Signif. codes: 0 ‘***" (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 .7 0.1 " 1

Celkovy test
Residual standard error: 2.75 on 26 degrees of freedom < d |y
Multiple R-squared: 0.8221, Adjusted R-squared: 0.8015 modaelu
F-statistic: 40.04 on 3 and 26 DF, p-value: 6.857e-10



Linearni model pro experimentalni
data

DalSi krok: odstrarte neprukazné prediktory z modelu (pomoci backward selekce;

ponechejte | neprukazné main efekty pokud je prukazna interakce)
Im.final<-Ilm(seedlings~treatment+productivity, data=seedl)
summary (1lm.final)

Call:
Im(formula = seedlings ~ treatment + productivity, data = seedl)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-4.698 -1.840 -0.315 1.975 4.741
Coefficients: KoeﬁCienty

Estimate Std. Error t value Pr(>[t]) -« prediktoril (nebO
(Intercept) . 22.315470 2.437909 9.154 1.29e-09 **+* kontrasty pro
treatmentgrazing 9.581024 1.251180 7.658 3.98e-08 *** fakt
treatmentmowing  2.173362  1.268726 1.713  0.0986 . aktory)
productivity -0.024764 0.003996 -6.198 1.48e-06 ***
Signif. codes: 0 Y***’ (0.001 ‘**’ 0.01 *’ 0.05 . 0.1 Y"1
Celkovy test

Residual standard error: 2.75 on 26 degrees of freedom < d |y
Multiple R-squared: 0.8221, Adjusted R-squared: 0.8015 modaelu

F-statistic: 40.04 on 3 and 26 DF, p-value: 6.857e-10

Zavér: Prukazny vliv na po€et semenacku ma zpusob obhospodafovani a produktivita
maji. Jejich efekty jsou aditivni. Produktivita snizuje poCet semenackld. Obhospodafivani
jejich pocet zvySuje. Prukazné zvysSeni je ale zplusobené pouze pastvou.



Linearni model pro observachni data

Typicky mnoho potencialnich prediktoru

- mnohdy nemoznost fitovat saturovany model (potencialnich
prediktort vice nez pozorovani)

Forward selection s korekci — akceptovatelna varianta

Korelované potencialni prediktory: tezko resitelny
problém

- napf. v CR: nadmoftska vyska, pramérna teplota a uhrn
srazek

- Moznost prezentovat jednoduché korelace spolu s finalni
linearnim modelem



Vybeér prediktoru do linearniho
modelu

e Spousta moznosti jak to udelat v zasade
dobre

— postupny vybér s korekci (at' uz jakoukoliv)
- vyuziti “test protection”
* Jednoznacne spatne — Statistical fishing

- Forward selekce bez korekce pro observacni data
e specialné pfi pouziti mnoha potencialnich prediktoru
- Upravy testl “aby to vyslo prakazng”
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