8.2 Poslonpnosti a fady potfeti — funkce

Problematiks éiselnych posloupnosti a fad se moina jevi jako jakasi hra® s éisly, hromadnymi
body a nekoneény. Bez jejiho pochopeni bychom se vaak nemohli zabyvat chovanim posloup-
nosti a fad funkei, které maji znaény prakticky viznam. Nékterveh moznesti pouziti fad funkei
jsme se dotkli jiz v avodu k této kapitole. Také Fefeni nékterych diferencidlnich rovaic jsou vyja-
drena fadami funkei. V tomto odstave vyuzijeme znalosti o éiselnych posloupnostech a fadach
k formmulaci definie konvergentnich posioupnosti funkei a fad & charskterizaci jejich vlastnosti.

8.2.1 Posloupnosti funkeci — neni konvergence jako konvergence

Vzpomeame na definici éiselné posloupnosti (8.1) — ko o zobrazeni, které pfifazovalo kazdémn
prirozenémm éislu n € N néjaké realné éislo. Nyni pijde o to, pfifadit pfirozenym éislim
funkee. UvaZujme o viech realnych funkcich proménné » definovanych na tomtéz definiénim
oboru ) € R, vétéinou na otevieném. uzsvieném nebo jiném intervalu, nebo i na obeenéjsi
mnozing, ktera mitze byt tieba sjednocenim intervali. V definicich s vétach se pro jedneduchost
omezime na situace, kdy I je interval Mnozinu vioech funkei definovanych ne ) oznaéme Fj,.
Pozdéji budeme pracovat s podmnozinami funked, které msji pfedepsané viastnosti. Napgiklad
jsou spojité, diferencovatelné (maji derivacij, apod.

V nékterveh tvrzenich potfebujeme pojem monotonni posloupnosti funkel. Posloupnost. funkei
{ fo{z)} nen se nazyva na intervalu D neblesajict, resp. nerostouct, je-li kazdi éiselné posloupnost
{fula))on. 2 © D, neklesajici, resp. nerostouci. Neklesajici o nerostouci posloupnosti funkei
e Lonni
Také posloupnosti funkei mohou mit své limity. Tém pochopitelné jsou opét funkece. Vyéishi-
me-li vSechny funkee dané posloupnosti (8.8) v uréitém bodé a € 1), mazeme se zajimat o to,
zda konverguje éiselna posloupnost | fu(a))nen. Pokud ano, fikime, Ze posloupnost funkei kon-

verguje v bodé a. Bodi, v nichz posloupnost konverguje, miize bt vice, dokonce mohou vyplnit
cedou mnozinu D. Odtud se odviji definice bodové konvergence posloupnosti funkei.




Ohdobné samozfejmé mitzeme hovofit o bodove konvergenci na néjaké podmnoziné oboru [).
V nasledujicim pfikladu si formulujeme definici bodové konvergence jinym, ale ekvivalentnim
zpisobem. Tato formulace bude vychézet pfimo z definice konvergence éiselné posloupnosti
Bude sice zdanlivé slozitéjsi, sle s vwhodou se pak od ni  odrazime* pfi vvmezeni  Jepsiho”
typu kouvergence. tzv. konvergence stemomémne.
Priklad 8.21: Definice bodove konvergence jmak

Preformulujme tedy definici bodové konvergence posloupnosti funkci: Rekneme, 3¢ posloupnost funkci
{Fnl) facn bodméhuvuxnjemmmnébkﬁmkuﬂz),jdlﬁe&hﬂméﬂu:>0.pmkndy
bod.:eDmtu)emdexNM,upmviedmn>h’phtﬂ[.{x)-ﬂ:)l<c Uvisdomme @, 2o index N,
od kterého vyic uvedeni nerovoost plati, zivis obeené na tam, juk jeme zvolili © a konkrétnd bod z, v némz
jednotlivé imkee posloupoosti i funka f(r) vy@idujeme, tj. N = N(c,x). Obwyklé je, #e fim mendi ¢ volime,
tim wi# vychdsd index N. Take obecnd plati, e v nékterych bodech ohoru D koaverguje posloupnost | Jépe”
a v jnych hare. Také v bodech _bocdi™ konvergenoe vychizi indox N viéts.

Uknizne s predebozi obecné avaly on prikladu velimi jednoduedié posloupmosti funkdd, pesloupnosti geome-
trickd, pro nid plsti f(x) = ™ n ¢ NU [0}, (Zobrmeti indexn 5 - 0 _do hry* je u mocnimmych posloupnosti
obryklé a neprinddi Zddnou podstatnon xménn v definici posloupnosti, pouze podivi nulty clen.) Posloupacet
je definovinn pro viochna r € B Jejim kvocientem je pnive r, Poéitame-li Hmitu limg, o (7™}, vidime (& vime
10 122 e stiwini fkoly ), 2¢ pouxe pro |z} < 1 je tato limita viastni a je rovon mle. Pro z > 1 je limita nevinstni
A rovna +00, pro x < —1 pasloupnost csciluje. Pro x - 1 jsou viechny Sleny poslouprosti roviy jedog, stejnd tak
jako jei vinstni limita. Situeci nkaage naslodujici tabulks, kterd pro aplnost ukazuje teké intervaly Sonvesgence
posioupaiosti tvofené nbeolutnimi hodnotnmi funka foiz) -

Nejeajimnvéy® éasti realné osy z pohledu bodove kanvergence teto posloupnasti je tody nterval (1, 1), kde
padoupaost konverguje k identicky nulove funkei,
Jim (fal=)} = fiz}=0.

Dile predpoklidejne, ze jr] < 1. Zvolme © > 0 a sledujme, jak zivis index N(c, r), od ktercho vise bude platit
n:mvnod‘j,,[x) fix}| < ¢, nu volbé ¢, aejménn viak na bodu x, ve kterém peivé posloupnost vyéishujeme.
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Dokizete eddivodnit, proé jame pfi logusitmovind vychos nerovnosti ponechali zunk nerovnosti o pfi dulét apeavé
jumue jej mmeli oto&t? Mohl by byt podil logaritand Inc a Injx! také xaporsy? Co by to znamenalo? Abychom
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Obr. 5.9 Konvergence geametricke posloupnosti fimka v zavisiost na kvocientn .
we vyhnull komplikacim s avaluun o maménkn vislednébo viTaen, vexméme

N(r,x)-l-l-“-:—':‘].

phdemnz hruuté zavorky xonmennji celodiselnon st vyraen v pich. Pro viechny indexy n > Nz, x) bude
po'ndonnimlx'|<Obapetnépldi!.m”uyﬁmnhhmidu.\'k,:).Jdno:ivillmﬁ
mzumﬂﬁaxMZﬁvﬂu‘vﬂnﬁny' !mh’jpmrt( L0) w0, 1) akazupe graf s obnicko 89
(pro — 0 se kfivky blizi nsymptoticky ke svialé coe). Blizi-B se kvodent = hodoots | nebo —1, nabyva vyra
pro N libovolaé velkych hodnot. Jeho xavislost na r bychom dokizali odstranit pouze tak, Ze bydhom omezli

obor kanvergence posloupnosti z intervalu (—1,1) oo néjuky men#i mtervul, tfeba (-1 + 6,1 -4}, 0<d < L.
&blbypmddobylpkhimhhmdnﬁmpkwbadnwhﬂmm&w
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Pazn.: Wimﬁmw(fp*nmwm“mmw
(1,1}, Jeji limiton je funkee. kteri je identicky mullovii na otevfeném imtervalu (—1.1), v bodé = - 1 uabyva
hodooty f(1) = L Je tedy v bodé x = 1 nespojiti. zatimeo viechny funkoe posloupnosti jsou spojité




Uvahy v piikladu 8.21 mohou técha i pitsobit dojmem zhyteéné _jemnosti*. Jsou visk
ditlezité pro zavedeni dalsiho, podstatné silnéjsiho pojimu stefnomémeé konvergence.

Cim se vlastné li&i tato definice od definice bodové konvergence, kierou jsme alternativné (ekvi-
valentné) formudovali v prikladu 8.217 Zda se, Ze se tyto dvé definice lidi pouze jinym zaélenénim
textu _pro kazdy bod = € D”, tedy fakticky pouze slovesledem. Tato odliEnost vak neni pou-
hou gramatickou hfickou. Naopak, je velice podstatna. Zatimeo slovosled v definici bodové
konvergence znamena, e index N, od kterého vyse plati pozsdovans nerovnost, zavisi jak na
volbé =, tak na volbé bodu r € D). pro ktery konvergenci zjistujeme. tj. N = Nz, x), zdvisi
tento index v pfipadé stejnomémeé konvergence pouze na volbé = a pro celou mmozinu 1) je
univerzalni, tj. N = N{z).
Priklad 8.22: Konverzuje geometricka posloupnost funkei stepnoméme?

Na tuto otizkn odpovida fedend prikiado 821 Ziavidosti indexu N pa bodu r € D se 1n ocddém intervalu
( 1,1) nelze zhavit. Na intervalu (1, 1) tedy posloupnost kouverguje bodové, we nekonvenmje stejnamémé.

Stadi viak interval schesuéné zmendit a na intesrvalu (—1 +4,1— l),ndnbncem[-l+5,l leipchmpnat
kouverguje stejuoméns®. Nua obréecch 8.10 a 811 je znizornéno nékolik '

Obr. 5.10 Geometricka posoupnost funkes.

# vyzaucemm odBinosti bodové konvergence na intervalu (—1, 1} & stejnomérné konvergence na mtesvalu (-1 +
+ 6,1 - §). Obrizek 8.10 vievo mndzorfusje grafy funkei g - =™ v indervalu [~2, 2] pro n nabfvujici hodnot 1 ui




Obs. 8.11 Geometricki poslouptost fankri.

12, {Obesaek berte jnko ilastracni. Viivemn znaéndho rocsala hodnot n nejsou nékterd grufy dobfe roadiseny.) Na
obrizkn 8.10 vpravo jsou funkoe y « ™ v intervalu bodowe keavergence (—1,1] pro n postupaé 1, 2. 3, 4, 5, 10,
15, 25, 35, 60 o 100. Obedzek 8.11 zndzoriuje viv omezent intervalu konvergence on (-1 + 8.1 — §). \"umlo
intervalu jii posloupaost funkel konverguje stejnomémeé. Pro konkrétné zvolené © — 1.2 je graf odpovidajici
mdexa N(z) = 10, §2 pezdvidémn na x. vyznoaéen Gervend, grafy pro hodpnoty indexu n - 15, 256, 35, 60, 75
-Im,\j.n>h’(:),jnuvym.&nymdit,pnfypmahmiinduy,tj.u-l,2,3,4,5,fpouéﬂ'ué.l’ﬁmﬁ
un interval (—1 + 4,1 — §) = (—055 0.85) lefi v mtervaln (—0.2,0.2] wiechuy grafy funkd g — 2™ pro n > 1L

Nakonec uvaime libovolay bod £ € (—1,1) u svolme 6 > 0 tak, aby -1 + 6§ < = < 1 — 4. V intermin
(=1 +4 1~ 4} posloapnost konveruje stejuomérné Pro kaddy bod x x imtervalu (-1, 1) tedy dokideme nalét
takové jeho okoli, v némi posloupnost kouverguje stejnomémé. Rikime, #e na imtervalu (—1,1) koaverguje
posloupnost [okding steynomémé. Z predchozich ivab takeé vyplyvii, ie posloupnost koaverguje stejoomémé na
kxddém usavieném podintervalu intesvaln (-1, 1)

Vzpomencte si josité na Cauchyove Bolzenovo kritérium konvergence éiselnych posloup-
nosti? Toto kritérium fikalo, Ze éiselnd posloupnost je konvergentni pravé tehdy, kdyz jsou
jeit éleny s dostateéné vysckvmi indexy _natésnany” libovolné blizko sebe. V matematickém
jazyce to formulovala véta 83 — pro libovolné zvolené = > 0 existuje takovy index N, Ze pro
viechny dvojice indextt na 1+ m, kde n > N a m je libovolné, je [anim — 2.l < . Thké
pro stejnomérnoun konvergenci posloupnosti funkei takova véta plati, index N viak muosi byt
LJmiverzalni® pro cely interval hodnot proménné r, které se véta tyka. Mize (a obecné bude)
zaviset na volbé =, ne viak ma =

Véta 8.8 (Canchyovo- Bolzanovo kritérium pro posloupnosti funkei): Po-

damasfﬁmlm’ { fa(z) ) mens, In(:)efo.)!dqrmnbnékomwml) prové
Y, kdyé ke kaidému éislu = > O existuje indez N tak, Ze pro wechnan > N,

wdwlmameN a pro kazdy bod x € D plats | fosm(z) — fulz)] < =

Dilezitost tohoto kritéria spoéiva, podobné jeko u éiselnych posloupnosti, mj. v tom, 2e pracuje




pouze so éleny posloupnosti, nikoli s konkrétni funkei f{z), ktera je jeji limitou. Dikaz je velmi
jednoduchy & v podstaté sleduje dikaz véty 8.3. Ponechame jej tedy do cviéeni.

Stejnomémné konvergentni posloupnost funket se obdobng jako u posloupnosti éiselnyeh na-
zyva cauchyovskd.

Jednotlivé éleny dané konvergentni posloupmesti funkei mobou mit uréité vlastnosti. Jsou
tieha spojité, diferencovatelné (maji derivaci), integrabilni, atd. Zajimavou s zejména pro fyzi-
kilni. technické & jiné praktické aplikace ditlezitou otazkou je, jak se tato vlastnost .pfenasi*
na limitu posloupnesti. Tedy: Je limits posloupnosti spojitych funkei také spojitd funkee? Jeo
limita posloupnosti diferencovatelnyech funkei také diferencovatelna funkee? A podobné. Jakon
roli pfi odpovédi na tyto otazky hraje to, zda konvergence posloupnosti na daném intervalu
j¢ stejnomérna, nebo jen bodova? A prave nyni uvidime ditbeZitost _silnéjs®, ij. stejnomémeé
konvergence.

Priklad 8.23: Jeité jodnou geometricka posloupnost funkei

Ze mnfi prodebozi otizky snysd, je vidét hied un piikisdu geometrické posloupnosti funkei { fulT) jneN,
Sfulx) = =™ (ptikind 8.22), Pro jednodischost omezme definicni obor ma isderval 17« |0, 1), abychom se vyhoudi
funkcim s zapornym xikladem. Viechny cleay posloupnosti jsou spojite funkee nn IJ. Posloupnost, jak vime
2 fedeni piikiadu 5.22, konverguje bodové k funke f(x), kteri je nn intervaln 0, 1) midovii » £(1) = 1. Na rodil
od vioch flenit posloupnicnty tedy jefi Bmitn nens spojitd. Omexime-E definién obor jesité o kowsck. jakkoli malo,
un intervad J0. 1 — &), resp. (0,1 - 8, 0 < § < 1, bude nn ném eadand posdoupnont jiz konvergovat stejnomémeé,
Juk jrane se rovnéE peeavidéli v prikladu 8.22. Jeji hmitou je fumkee fix) = 0 na (0,1 - §), nesp. [0, 1 - 5}, tedy
funkee spojiti.

Je to pravé viastnost stemoméme komvergence, ktera zaruéuje, e se viastnosti élenit po-
ktora se tohoto problému tvkaji

Viéta 8.9 (Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti funkei):

Necht { f.(2)) uen ¢ poslospnost funkes, kters konverguje na D k funkei f(x). Viastnosts

denit posloupnosti se predpoklidail pro viechna n € N. Plaii

Necht (predpoklady) Pak (torzeni)
konveryence posloupnosti je stefnoméma =+ funkee f(z) je spojitd na D
a funkee fofx) jsou spojité ns )

konvergence posloupnosts je stenoméma Sunkee f(z) je integrabilnd

a funkce [ (z) jsou integrobilni na jabl C D — nf]a.b] a plati .
[1@yda=tm [1.z)as



konvergence posloupnosti je stenoméma na = uistnje;h_n;f(z):_.l?;{b.}
D\ {0} @ existuji Gmity lim fuz)) = Ly
Junkce fu(x) map derivace na otevieném mnterve = f(x) ma derivaci na

tu D, {fi{x)}nexs konvergwie stejnomérné na D a plati f'(x) = _IEI;_,U.'.(!))
pasloupnost je monotinni, funkee [o(z) == posloupnost konveryuje
o f(x) jsou spojité na D stemomémé na D

Proé jsou tyto vlastnosti tak _prakticky dilezité, jak jsme avizovali? Nejde jen o _pfeneseni
vlastnosti élent posloupnosti funkei na funkei, ktera je jeji limitou (spojitost, diferencovatel-
nost, integrabilita, apod. ), ale také o zaménnost uréitych operaci. Napfiklad, potfebujome-li
wmat fimitu posloupnosti {In}nen, kterd je dans integraly funkel f.(r) na intervalu ja, b, ne-
musime poéitat viechny tyto integraly, resp. hledsat obeeny vzoree pro [, & pak poéitat limitu
vyskdné posloupnosti. Misto toho mitzeme nejprve uréit limitu f{z) & pak teprve spoditat
jeji integral. Podobué je tomu se zameénnosti vypoétu limity funkee f(z) v bodé a s limiton
posloupnosti limit, nebo se zménnosti pofadi derivoviani. Za pfedpokladu spinéni pozadavki
vity 8.9 mitzeme vztshy zaménnosti vyjadfit takto:

(i { ,))) =t {1 1)

5 [t )] = {2} @)

8 o
[ (i {fut)}) o = fim {/f.(r)dr} .
Diakazy téchto tvrzeni shrmutych ve vité 8.9 json zalozeny na Cauchyové Bokanové kritériu,
ale samozfejmé také na definicich @ vlastnostech operaci, jichz se tykaji (integrabilita funkei,
diferencovateinest funkei, apod.) Vesmés jsou lehke. Ukazeme si alespofi jedem z nich, tfeba
pravidlo o derivaci. Na ném je zajimave to, ze nepozadujeme stejnomérnou konvergenci pi-
vadnd posloupnosti funkei, stadi nam konvergence obydejna (bodovd). Naopek u posloupnosti
vytvortens z derivaci pitvodnich funkel pozadujeme stejnomérnou konvergenci. Béhem ditkazu
uvidime proé.

Nez se viak do dikszu pustime se vii obecnosti, osvétlime si vyznam pfedpokladil nazorné
na prikladech. Uvedomme si: Jake je napfiklad postaven: pozadavku stejnomérné kouvergence
ve vété 8.97 Stejnomérna konvergence {(spolu s dalfimi pozadavky) zajisfuje platnost tvrzeni,
ma tedy charakter jedné ze souboru postaéujicich podminek. Pokud by nebyla splnéns, nemus:



zévér platit, jak jsme tfeba vidéli v piikladu 8.23. Maze se oviem stat, Ze soubor pozadavki
tvoficich postadujici podminku nebude jako celek splnén, avisk vlasinosti popsané jako dii-
gledek tohoto souboru, nebo aspof nékteré z nich, splnény budow. Pro podrobnéjai vysvétleni
pouzijeme predposledni pravidlo vity 8.9, tykajici se posloupnosti a derivované posloupnesti.
Piiklad 8.24: Neijodnodudsi pikind

Nejjednoduisim pfikladem je grometricki posloupnost | fu(z) lneN. flr) = =%, ji@ jsme se podrobaé vénovadi
jiE v prikladech 821 822 u 8.23. Vheod,hhmmkﬁnﬁnj(r)-ﬂumt 1,1). Tato
kouvergenoe sice neni stejromémi, ale = hlediske pravidla peo derivad posloupniosti to nevadi. Co by wdit
mohlo, je skuteénont, Ze tnké poaloupaost derivaci funkei fa(x), t}.podmpuu(],'.(x))..eu, fx) = ns*l,
kotvergue ua (-1 1) pouze bodove, s to romé k identicky mmlovd funkri. Jedna 2¢ souboru postafujicich
podminek, poiadavek stejnomérmé sonvergence derivované posdoupnosti, je tedy porusens n lanita posloupiosti
{Fa(x) bmeN by se texdy nemusela rovnad funkei f7(z). Ale rovod se ji, nebof oo (—1, 1) plati

Jim {ns™) =0, fz) -
Je vidét, e podminka postadujici néco s jistoton maruéuje, aviak ono to mitie nutat, i kdyz neni spinéna. Pro

nazornost uksuje obricek 8.12 nékolik deni geometrické posloupnosti {x™},,.n & posloupaosti denivované nn
intervalu |0, 11

Ober. £.12 K prikiadu 824

Posn.: Pokud poufijeme stejny Arik® jako v péikladech §.21 n 8.22, Lodelime* &ist definiénibo intervalu po-
sloupnosti a omezime se nn mterval (-1 + 48,1 — &), resp. [~1 + 4,1 - 6], konvergence derivované posloupnosti
(n té plvodal roveéz) bude 52 stefnomérmd.

Piiklad 8.25: Priklad take jednoduchy
Posloupnost funka

e }_EN



konvergup nn celé reilné ose R k identicky mmlové funke: f{x) = 0. Tuta koavergence je dokonce
Skuteéné, zvoline HSbovolné ¢ > 0. Pro nalezend indexu N odkhc&ovyie;ﬂnﬁlf.(z)—j{x)|<t.feﬂmc

nerovnost
sinnr
<.

Protoge je |mnnr < lpmvﬁﬂmnneﬂn:rc-n,lh&nlilh' >ty N = e+ L. Podutatng je, Ze tato
hodnota je univerzilni pro celou redlnou ceu (newivist ne r) — kanvergence je vxkutkn stejnomérnd. 7 hlodisks
predposdedni vistooesti véty vink typ kouvergence zadané posloupnosti nend dilezity.

Kundda 2 funkei dané posloupnosti ma na celé redlné ose derivaci f(x) = cos nr. Posloupaicst derivact ovien
nekonverguje ani bodove, nnlor stejnomérné. Situaci ilastruje obeizek 8.13. Punkce f(x) = 0, kteri je hmitou
zadnné posloupnosti, mé viude na R derivaci f7(x) — 0. Posloappost utvofena = derivaa f7 () vink limitu
vithec pemd. Vitah uvedeny v pfedposiodnim tvreend véty 8.9 proto pro nndi fudu neplati,

Otbe. 813 K péikladu 8.25.

Priklad 8.26: Priklad trochn ndroéngjs
Posloupniast fimkes { fa(z) N — (noctg nrjncn konverguje na R k funke
fiz)= Bm (artgns}, fiz)= -7 po <0, fiz)=F pro >0, f(0)~0.
Thato funkee neni sioe uni spojitd, nle predposiednimu tvrzent ve vété 8.9 to nevadi. Ma uulovou derivaci na
mnoziné [—oc,0) U (0,00), v bodé x = 0 jeji dcﬁvumimm&dpuhmﬁmjimn
derivace
fatx= l-f-n':’

Posloupnost téchto funkrei konverguje na (—00,0) U (0,00} k identicky malowé funkd g(x) = 0, v bodé x -
= 0 mi odpovidajict Gselni posloupacet tvar { [(0))neN = {n]neN & diverguje k +oc. Nékolik dendt zndané
poslouprosti & posloupacsti derivomné je zuizoméno na obricku 8.14 Konvergence posloupesosti { f7(2)) nen



Obr. 8.14 K pikladu 5.26.

s (—o0;0) U (0,00) nend stejnomémii. Ukddeme to. Zvolme > 0 o feime vzhledem k indexu n nerovnost

ﬁ-ﬂ(t—o (Fem®-n+c>0 pro =4 0. {8.10)
{Proé¢ myslite, Ze jane mulu zatim z vypoftu vyloodihi?) Kofeay levé strany

= (1:vT =)

tﬂnépmporél-,’—.%] mﬁamﬂnkvyhnﬁ,npo&ozé[ O)U(O,,]In&xNod
kterého vyfe plati poiadovani perovniost (8.10), je pak uréen vé&tiim 2 obou Iniuil,

N> o (1T

Jevﬂt,iednﬁmndmﬁ“mx—nkhﬁﬁnxmauﬂmﬂo.hoxe(—no, =) U (g 0)
md vy (xzjn® — n + ¢ o levé stoand drubé nerovnosti (8.10) kladné xamménko pro viechina n, problémy tedy
délaji jen body blizko™ x « (. Jich se mizeme xbavit podobné, jako jame to uddali u geometrické posloupnosti
v prikindech 821 a 822 Zvolune B néakd § > (). jakkoli mahinkaté, bude jiZ sadamd posloupnost s mnoziné
[ —oo, —§)Ul, oo) kenvergovnt k ideniticky nulove funkei stejnomémé. Tento vistedek ji7 je postadujici k za jisténi
stejuomérne konvergence posloupnosti derivaci Elend posloupnosti [arctgnr | neN k funkd, kterd je identicky
mlové us mooEing [ -oc, — &) U (4,00), a rovoosti desivace limity pavodnd posloupoosti o limity derivované
posloupnosti na téde muofing. Roviost limit je xfejmi — desivace konstanty (—3 na intervalu (—oo, —§)a 3
1 intervalu (4, 00) ) j¢ nulovd, Bmita poxdoupnosti

{{arctgnz)'} o = {#}‘"

je tuké nulovi.




Priklad 8.27: Jak jeité lee ponZivat pravidia véty 80

V predchozim prikladu june se dikladné abyvali posloupoost | fu(r) jnen, kde folx) = arctgnzx, de-
finovane pa cdé redalnd ome, Z écho vicho miizeme zjistit, Ze tuto posloupnost na R sice kouverguje, ule ne
stejnoendéné? Moznosti jo nélolik. Vychodiskem pevni 2 nich mde byt sumoefejmé definice. Jsou vink i daléi
mognoati, které vyplyvajl = véty 8.9,

Obe. 810 K peikindu 8.27.

o Pomoci viastnoati spojitosti: Zjistili jsme, Ze nade poaloupnost bodoveé konverguje k funka definovand
rovoéz na R ktecd nabyvil konstantnd bodnoty —x /2, nsp. = /2 nn intervalu { —oo, 0), resp. (0, oo} & nulove
hodnoty pro x « 0. Je tady v bodé z « 0 nespojitd o ars v ném nemi limitu. Kdyby pdvodni posloupnost
spopdgeh funkel fo(x) - arctgnr kanvergovala na R stejnomémé, byln by jeji limite podle pruiho
pravidia véty 8.9 tuké spojiton funkei s R Ale to ona neni. Je tedy nutné ponsien péktery x prodpokdndi
toboto pravidia. Je jim poddavek stejnomémné konvergence posloupmonti.

o Pomoci viastnosti derivace: Nisdedujici posdoupacst vypadi slodité a modui uméle vymysiens,

{galx)}eyr  Gnix) = zarctgnz - —'- In(l +n’z*).

Jesthize vink jeji cleny adesivujeme, obpvi:,,n-i:"podwpu:u {gnlT} neN, iz} = f.(x)-mgu:.
bmuoupulmpm{g.(x)}-eupfunhmg(x) Fi=| » ta nemi v bodé = — 0 derivaci. Kdyby
posloupnost arkistangent konvergovaln stejnomérné na R, musela by funkee g(r) mit derivaci on R
(Z cvicnych davodi « lanitn Hma o {galx)] vypodtite.)
A pokud jde o typ konvergence pasloupoosti {gn(7) juen k funka 3 x| Tak ta je na R stejnomémai. Posloupoost
3¢ totiz nn R monotonmi (s v¥fmkou bodu r - 0, v némi je tvofenn samymi oulumi, je dokonce rostoud ),
mitieme proto pouzit posldni pravidlo véty 8.9. Z pevmibio peavidin zase plyne. Ze limita g{x) je spojti.
Obrizek 15 zndzorfiuje ndkolik clenlt posloupnosti {galx) jeeN. Je na ném péné vidét, juk se s rostoucim n
blizi k funka g(x) - Zix|.
Parn.: Podlivy &tendr se podiopitelné nespokoji = obrizkem 815 jalo ditkesem® monotonie posloupnosti
(9a(x) lncs & oV 5 ji vipotem.




Prikiad 8.28: K éemu jeou posioupnosti funkel dobrd — jeden piiklad 2 fyziky

Ctendfi snmétenu prokticky si ji jisté divno kladon otdzkn, 2dn hen s poslonpoostmi & fadami Ssel o funkel
neni jen pepraktickou wilefitosti, kteni mide xajimot ledn tak zaryté matemnticks tooretiky. 2e tomuo tak
neni, se pondéji jeité ndlolikrit presvédéime. Tod viak alespofi joden peakticky poudfitelny fyzikalni prikind
z oblasti atomové fyziky. Ze &koly i x praxe Stendf vi, Ze se riznd Litky chowmji nizné, kdyz jsou viezeny do
magnetického pole, nékteré se daji zmagnotovat o zase odmagnetovat, nékteré nikoli. Za chovani litek odpovidagi
tnkzvané muygnetické momenty jejich stomd. Ty se nemohou ménit spojité. Jsou kvantowiay. Kvanta® takového
magmetického mometstu poa dentiffkovine kvantovymi Eisly, ktera jsou celodiselng, nebo polovinnd. Velikost
magnetického momenty uréitého objemn litky pok zivisl jednak nn uréité spojité proménné r souvisejici thebn
s teploton, jednak na kvaatovém &sle n. A posloupnoat funket je ale. Andi bychom rozebirnli podrobmosti,
ulcadme si takovy konkrétal priped.

Magnetizace (celkovy magneticky moment ) uréitého objemu litky je dina takzvanou Srillouinosou funked
B(z). kde x je spojiti proméund (konkréné je to velidina fmémi prevricené hodnaté teploty vaorku litky)
altj tme&omﬁaﬂquhymmm&dombynvpmw:mﬁq
(0,,, &2, ...} Ozoofimel n = 2.7, ke Arillouinovy funkci zapsat ve tvaru

n+1 n+1
()~ 2 Lcongh (232~ Lot (3)
Pro jednotlive bodonoty n € N jsou tyto funkee sice definoviny na mnoginé (—oo, ) U (o), aviak fyzikilni
vyzun proménné x je takovy, Ze x > 0. Uvatujeme tedy o posloupnosti funkei {Bn(r))neN na mnoginé
D = {0,20). Pro jeji limitu plati

z nt1exp(3is) ¢ exp(-2pls) lﬂv‘“’l’(_“} &
rIII‘B-( H - “{ n cxp(_:_:) exp (- _!—z) up—— (—-)} X

&nypulmqmuﬁmn-l,Z,SnMJmpmxe(O,N)xnm’vk-w&ﬁ‘iohhh&lﬂ,vpué

Obr. 8.16 K pfiklndu 825

&ﬁjmxyﬁymﬂutuﬁm‘mﬂquwb&uyx,:uﬁmjfpﬂﬂdm Celkovi
magnetizace litky sumozfejmé souvist s duléimi fyzikaluimi velifinumi popisujicimi jeji stav, tieba s energii. Je



proto tfeha prodetfit. mxin je konvergence padoupnosti k jefi lanité stejonomémnd, & nikoliv, abychom védéh, zda
mitieme s posloupnosti  beztrestné® providét néktere opernce (nupf. derivoviad & integrovini ). Zjisfovat stej-
nomérnon konvergenct zrovna u takto pomérné sdozitych fmkei jisté nobude dobre schidné. Pomoboa nim viak
providla obsaZend ve veté 8.9, Pokuste se jich vyuiit a stanovit intervaly stejuomérme komvergence posloupnosti

Na samém konci tohoto odstavee jesté provedeme slibeny dikaz predposlednibo pravidia
vity 8.9, které se tvka derivace posloupnosti funkel. Kdo vété 8.9 véfi a podstatu postadujicich

podminek jednotlivyeh pravidel si ujasnil alespon zhruba pomoci priklada, mize rovnon pfejit
k dalénnu odstavei

Tak tedy predpokladejime, Ze posloupnost { fo(z)}een konverguje na D k funkei f(r) a 2o
posloupaest derivaci [ f1(x)},cn konverguje také na D, aviak dokonce stejnomérné. Jeji li-
mitu oznafme g{x). Je tfeba dokazat, ze funkee f(z) ma na D derivaci a plati f'(z) = g(x).
Potfebujeme proto ukazat, ze pro viechna r € D existuje limits

fim 0 — (=)
¥z y-T

a ze je rovna g(rx). Zvolme bod r € D na chvili jeko pevny. Funkee

fn(V) = !n(-r)
vV-—r

tvofi posloupnost {g,(y. = pevné) |, cn. definovanon na D\ (). a maji limity

2.y, 7 = pevne) =

lim gy, z = pevné) = [1(z).
=

Pokud by posloupnost {ga(y.7 = pevné))e.en byla stejnomémé konvergentni, mohli bychom
pouzit tictiho pravidla véty 8.9, tj. aplikovat na ni ziménnost limity lim,, . & linity lim__ ..
K dikazu stejnomérné konvergence posloupnosti { gu(y. # = pevné) fuen vyuzijeme predpokls-
dané stejnomérne konvergence posloupnosti { f!(z)),..n na I7 a Canchyova Bolzanovs kritéria.
Abychom mohli toto kritérium uplatnit na posloupnost { g.{y. = = pevné)}.on. musime poéitat
vyraz (stale s pevnym r)

Jaim(y) — fuim(Z) . Jul¥) — fulx)
Y-z V-7

- ’[f....(y) — fal@)] = [fuseml®) — ful2)]

{Gnsmiy, T) — gnly.x)| =

V-

Na funkee @,..(2) = fuim(2) — fa(2) 2o ns intervalu = € [z,y), nebo 2 € [y.z] uplatnit
Lagrangeovn vétu o stfedni hodnoté (v prvnim dilu odstavee 2.1.7, véta 2.2), nebof jsou na D




spojité a maji derivaci 7, _(2) = [,,.(2) — [1(2)- Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté
existuje bod £ € (=, y)hk,mphn

Pamll) = Papm(Z) = )y —2) =

= [fasml®) = fal¥)] — [faiml®) — fol2)] = [fos &) — Lol)}(w — =)
a odtud
[9nim(¥:2) — gulwrs 2)| = | £, &) — Fl8)]-

A uz mame vetah umediingici vywzit stejnomérné konvergence posloupnosti { f1(7)}nen na 1D,
kterou opét vyjsdfime pomoci Cauchyova Bolzanova kritéria. Zvolme £ > 0 libovolné. Pak

existuje index N tak, Ze pro viechns n > N a viechna £ € D plati |/}, (¢) - f2(¢)] < =, odtud
plyne, Ze pro viechna n > N a viechna 7,y € D je g nly. 2) — gu{y.7)| < = upniost
funkci {g.(y,r = pevné)} .n tedy konverguje stejnomérné na 7\ {z) pro viechns x € ).
Podle tretiho pravidla véty 5.9 existuje pro kazdé x € D limita lime .o {limy . ga(y. 7)) & plati

9(z) = lim {fi(x)} = lim {lim gu(y, 7)} = lim{ lim gu(y,7)} —

— o {lm 1aly) ST f i falw) - f.(z)} ) (€

n-exc | pex g—= Y= | a—ex y—x s y—=

8.2.2 Rady funkci a posloupnosti jejich édsteénych souéti

Tento odstavec bude velice struént. Chovani fad funkei je toti uréeno posloupnostmi jejich
éastecnych souctit. A posioupnosti funkei jsme probrali opravdu dikladné. Pro pofadek zdii-
- Tazndme:




Pozn.: Znovu pfipomefime, Ze mnozinami [ v nasich avahach rozumime nejéastéji intervaly,
popfipadé jejich sjednoceni,

Nejprve jednoduchy & étendfern jiz pravdépodobné oéekdvany peiklad — geometricka fada.
Priklad 8.29: Ceumetricka fuda

Vzarec pro n-ty éistedny soucet grametricke fady a, 3.7 | ¢™ 1 kvocientem ¢ jpune odvodili §2 v prvnim
dilu v péikindech 2.20 & 221 — vainhy (2.8) a (2.9). Budou-li kvocart fady nebo joji prvai Sen o) Amkecemni
proménng T, 4. g = giz), a; = a;|z), méme grometrickou fndu funkd. Pak

nfz) --.(xxz ") - aa T
Pro |g(z)} < I fada konverguje, jeji limitou je funkoe

ag{x)
1-q(=)"

Jak vypada mnodina promnénne r. nn niE fada konvermje stejnomémé, resp, lokdlng steinomérné (pojem lokalni
stejoomérné konvesgence viz péiklad B.22), zdlefi no tvara funkee g(=).

Typickym jednoduchym prikladem geometrices fady funked je

n,Z[:-a}"'- a (1 +[:-a}+(x—n]‘+---+(:—n)‘+~-). na £R.

#[x] - ‘lilg:{snfx)} -

Tato fadu konverguje stejuomérné na knidém intervala (@ — 1 +d,a+ 1 - 4), 0 < § < 1, o konverguje Jokilné
stejnoméné na (a — 1, a+ 1).

Nyui, jak jinak. uvedeme Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pro fady funkei. Jeho dikaz pro-

vadét nebudeme, jen bychom reprodukovali diksz pro posloupnosti funked aplikovany na po-
sloupnost édstecnych souétt fady.

Véta 8.10 (Cauchyove Bolzanovo kritérium pro fady funkei): Rada funker
Y=, ful@), fulz) € Fo, je stemomémné konvergentnd na D) privé tehdy, kdy: ke
kaidému Gisly £ > 0 existuje index N tak, Ze pro viechna n > N, vechna m e N,
@ pro kazdg bod 2 € D plati |f.s(2) + fusa(2) 4+ 4+ fram()| < =.

Uvédomte si. ze uvnitf absolutni hodnoty je rozdil smin{r) — 2.(x). Nejde tedy o nic jiného,
nez o Cauchyovo-Bolzanove kritérium pro posloupnost éasteényeh souéti fady.

V niasledujicim textu jiz pouze shroeme dalsi kritéria stejnomérné konvergence a viastnosti
stejnonemé konvergentnich fad funkei v podstaté jako disledky odpovidajicich kriterii a vlast-
nosti posloupnosti funkei. Vadyf piece fady jsou uréeny posloupnostmi svych éasteénych souéti.
Nékterd kritéria a viastnosti jsou obdobou kritérii a vlastnosti fad &isel.

Doplnime jesté jeden potfebny pojem, jimz je stejnomérna chraniéenost posloupnosti funke.
Posloupnost { fu(7)) een se nazyvi stenomémé ohranidend na D, jestlize existuje éislo M tak,
ze pro viechna n € N a viedma = £ D plati If,,(z)l < M. Viinméme si, Ze je pozadovana
existence cisla M univerzdintho pro celou mnozinu ).




Véta 8.11 (Stq;nnmérnn konvergence fad — kritéria a vlastnosti):

Nech( Y%, f.(x) je rada funkei definovangich na D, {s,(z)}oe poslonpnost jejich éds
teéngch soudtil

Necht (predpoklady) Pak (torzeni)
(zobecnéné) Wererstrassovo kritérium =
pro jistow posloupniost {ga(z)}nex nezdporngch = Y falz) konveryuje stei-

funkei ge | f(z)| < 9.(z) na D pro viechna ;:o:rne‘mé o ahsolutné na D
neNa ig,,(m) konverguje stejnomémé na D

Abelows kestdriim _

{9n(z)} mexe je momotanni = 3 ful7) ga(x) komverguje
a steynomémé ohranicend na D, xjnomémé na )

. (e) omerye scuomirn o

{9a() ) nex je na ) monotdnni a konverguje =% f: [alZ) 9o(x) komverguje
na [} stepnomérné k nulovd funkes, :e;uamémé na )
{8a{T) )} nen je stegmomémné ohranidensd na D

spopitost souctu rady

i [alz) konverguje stemomérné na DD —==> s{x) je spojitd funkce na I)

Z:aam}tu &(r) a viechny [, (z) jsou spojité na D

integrovani élen po élenu

Zf,,(:r} konverguje stenomémé na la, bl =5 8(1'] J€ mtegmbdm na la, b,
=1

k souéty s{x) a viechny funkce fu(x) / a(xr)dr = Z / fulz)dx

jsou wmiegrabilng na |a, bl



3" fulz) komverguje na otevieném D k sow- —» #(z) ma derivaci na [}

Fiu (), wiechny f(z) ma deriacs na D a platt #(2) = ¥~ fo(x)
an:(z)komrgajeltéjuam&nl.naD 2
n=1

Prvni vlastnost je dilezita pro progetfovini steinomérné konvergence fad. Zefména je iéinna
v pripadech, kdy 377, g.(7) = ¥ 2, a, je ¢iselna fada s nezdpornymi éleny. Rada Y ae19a(T)
se nazyva majoranta. Pro praktické vipoéty jsou nejdilezitéisi posledni dvé viastnosti. Predsta-
viji moznost takzvaného integrovdns, resp. derivovand  den po denu®. Vyznam tohoto nazvu je
jasny. Plati-li pfedpoklady, je saruden integral, resp. derivace funkce predstavujici soucet fady.
neni viak nutné fadu napred sefist a pak vysledek integrovat, resp. derivovat. Lze to ndélat
v opaéném pofadi, tj. napfed integrovat, resp. derivovat jednotlivé éleny fady a teprve potom
sotist. Tento postup byvi éssto snazsi s ryvchlejii. Pozor viEak na pinéni predpokladii (opét jsou
zde v roli souboru postaéujicich podminek).

Nez pfistoupime k ukazkam aplikace véty 8.11, dokazme alespofi prvmi tvrzeni, které, jak
jsme jiz konstatovali, je velice dilezité pro teoretické uvshy. Dikazy cstatnich tvrzeni jsou
piimymi disledky jiz dokszanveh vét o posloupnostech funkei aplikovanych na posloupnosti
casteénveh souéti fad. Ponechime je pro evideni.

K dikazu pouzijerne Cauchyovs -Bolzanova kritéria pro fady. Poéitejme:

[fai1(Z) 4 fas2fZ) + -+ fasom(Z)| < |fassl®)| + {frs2iz)| + -+ | fuim(Z)| €

< Gus1(Z) + Gus2(Z) 4 -~ + Gnim(T).

Protoze fada (nezapomych funkei) Y777, g.(z) spliuje Cauchyovo Bolzanovo kritérium stej-
nomérné konvergence, vyplyva z pfedchozi nerovnesti, Ze toho kritérinm splinje jak fada
E:—.—! In(z)' tak fﬂl& E;!lfu(z)l'

Piiklad 8.30: Pouziti majorauty

Kntérium s mujornnton je velice uzitecne, chiceme-li pouze zjistit stepnoménson konvergenc tady o newdi
nam, e nestanovime jeji sondet. Ikﬂwknmm;eobxmvtommﬂn,zeélmymjmymohmbﬂuh
fumkce, porovndvame zslanou fadu nejéustéi o ciselnou fivdon s nezdpornymd Seny. joji konvergenc méme
ovéfenou pomoci nékterého » kritérii vity 5.7, Nopriklad snadno zjistime, 2o fada Yo | 2 konverguje pro
kwdé k€ R, &> 1 (idoha 13 a) ve cvideni 8.1.3), Pro fadu

Z; peo E >1

nol



= taho vyplyva, fe konverguje stemomémé a absclutnd oo mtervaiu [~ 1, 1), nebot

. E"F 1
pro H<l je |$

Obdobné mitieme rozbodnout o fadich typu

pro peipad, e posloupoost funkd (A, (x)} .. i na fistém intervalu D stejnomérnd ohirnidend, tj. existuje Ssdo
M tak, 5ie ha(z)| < M na D pro viechon n. Noptikiad fady

Z;Tnu Z—l_r oobo 1 z_m'{n(x)’ Z‘“'{u‘z)'

kde { falr))neN je libovolnd postoupnost funkd ne R, konverguji stejnomérné a abeolutné non R.

Priklad 8.31: Jak séiiat pomoeel integrovini
Nizev tehoto prikladu je jistou ondsizlon. Pfikiad viak oknxuje, jak unhradit sectend fady. ktorou primo
sedist neumime. seétenim fudy, pro kterou je to sndné. Rada

= “:.
2_3—1) =

je-tejnnln&néanl-ﬂuméknmupnmmmm( 1+4,1-8),0<8< 1. annuoumtmmhje
mnnp("&hdgean&dckimdnzn s =™, Jak nle sondet nndi mudy arcit? Primo, tedy vypodtem

souctd o jeji limity, todcstdobh-mqtk Munkmphgn@mmamlulyfn(x)
- (= l)“';efnnhoc_ﬂ,(x)-( —1)7="%. Rada 377 (—1)"c™" je fadou grometrickon s prvnim éenem —1
a kvodientem ¢ = —r a nn infervalu (—1 + & 1 - §) je stejromémné konvergentni. Proto napfikiad pro lihoveiné
x € (0,1 - &) mizeme podle predposiednibo tvrzeni véty 8.11 pait

I

7
L( 1)"—- f( 1" df - /z( 1rEm-t g - l—df- L

+e

Zadunou fadu jume tedy sefeth™ tuk Je jane mntegrovali znamy veores pro svodet geometrick® fudy, jefiz Elesy
byly derivacemi Elemit fady zadane.

Néktery ctennf mozud dostal pa zakindé vyulodko ndpad: Kdybychom deandili = - I, ziskali bychom alter-
nujici Gselnou mda 2 prikisda 8.12, Dost pane se s ni natnipili a ani jane 2atim jeji soudet pezjistili. Nynd se
2di, Ze je roven (- In2). Je to vink spravné? Odpoved se sioe pomdeji ukage jako sprivog, ale v tnto chvili ji
jeite vyslovit pemiieme. Tvrzend o indegravin den po dem: je formulovano pro stejnomémé kosvergentni fudy.
Geometricki fada viak nent stejnomémé konvergentnd nn intervalu, ktecy by obsaboval bod r - 1. O tom j=ne
se presviddéili v prikladech 3.21 & 522 Integrovini ¢len po Eenu nemiEeme proto pro interval 0, 1] powdit. Na
drubé stranéd e stejnomémna konvergence podminkou postafujici, a tedy v nékterydi pfipadech mozna shytotné
silnou. Tukae se makonec mite ukizat, n také ukide, Ze soutet fndy skuteéné je (—In2). Dudeme k tomu viak
potfebovat Jiné tvrzeni, kterd k disposic zatim nemiime.




Priklad 8.32: Jak séitut pomoci derivovini

V prudchozim peikiadu june vypotet soudtu fady, ktern byla tvofena integraly Senit geometrické fady,
nnkinuili integnilem sooftu této grometrickd rady. V tomto péiklndu nepdjde o integrovies, nybri o derivowini

tady. Pro Eleny fudy " .
Zf-.m - ):ntn— 1%,

kterou bychom pepochybod séitali velice nenndno, plati fo(x) = (2™)". Rada koavergaje uejmméménnm-
tesvaly [ - (~ l+6,l—6)(,qlm;onﬂnn;emphklndhdnz‘:,n(n-l)(l—i]""] Rudn 3777 nr™*
konverguje ma intervalu I - (— lf&.l-l)mm&uqmmémé(mﬁ&enépkmxmpnnm),wwhcm
tovut 0 geometricks fadé Y7o =™ (priklad 8.29). Podle vity .11 tedy miieme poditat takto:

- = ES 42 a2 o (F 1 2
;Z‘:u‘n—lk. ’--gmlx')-d?(gf) -F(l-x)- (1-zp°

Ziskali pene tedy dvojim pouZition wéty 511 sonéet rady, ktesou jmine nemméli sSitat.

Pozn.: Ve vypoétu se misto soatin od n - 2 do nekoneéna objevil soudet zadnajicl indexem n - (). Tato zména
formilniho zipisu je moind proto, 2 drubi deriviace dewdl fndy pro n o= 0 un = 1 je nalovi. Casto se vink
vyskytuji situsce, kdy fadu potrebujeme _pfandexovat® napfikind takto:

Y- falx)= 3 fayi(x), nebo i obecnéi. nupt. Y falr)= 3" fasa-a(n).
w1 noW nok n-l

Je vidét, ze takoveé pfeindexovint nemi viiv nn soucet. fady, proto je v dalim jiz nebadene komentovist.

8.2.3 Cviceni

1. Provedte ditkoz véty 8.8 (Candiyovo Bolmanovo kritérium stejnomerné konvergence posdoupnosts funkei ).
Navod: Predpoklidejte, e posdoupnost | f,(x)}.cn konverguje nu I stejooenérné n juji limita oznadte
flz). Pougijte nerovnosti

U.nrln‘:) e f-(:)' e '(!nq-(x) = f(:)) T (.fn(’) = !(-ﬂ)l =

< {fasmiz) — flx)| + |falz) - fiz)],

plstné pro viechuns © € D o viechns n,m € N. Dide aplikujte definici stejnomérué knnvergence posloupnosti
funlkci.

V drubé éisti ditkneu predpoklidejte, 2o pro kaddé ¢ > 0 e pajit index N tak, aby pro véedum n >
> N, viechoa m € N a vo je podstatne, viechun r € D platilo ]]’.,-(:)- ]..(z)l < . Viechny diselne
posloupnasti | £ (@)} e pro Berkoli konkrétnd rnolens a € D jsou tedy podle vity £3 konvergentoi. Jak
vytvofite funka f{r) poeoci Jimit L{a) = Bttig e { fula)} poo @ € D téchito Enelnych posloupoasti? Pro
dokonéerd ditknxn si uvédomte. 2o index N je podle predpokladu univerzalni pro D, 4. stejuy pro viedny
body xr € D).

2. Doknite, i posdoapnost fankei {rarctgnz — 2 In(l +n’:’)}qupmmmpmx{ 0.

Nivodxxnhnmcnspopwnptmnénmuynvypoém veniklé funkee podle proméuné y. Mélo by
s uknxat, Ze tato derivace je kladnd pro viechan = 4 0 o viechna .



+3. Dolknzte pevid a tfeti tvrzend véey 8.9,
Nivod: Dokeite nejprve tfeti tvrzeni, prvoi je jebo disdedkem pro spojite fmkoe. t). peo
Bz s falx) = fala). P ditkazn treti viastnosti postupujte maprikad takto: Ozneéte lime o fu{z) = La
a limg o fulx) = fix). Jcticbndo&ut.mhn.._,,([..} - limz_q flx). \njpwnhzie,icpmhqmmt
Bmit |LnlneN kouvesguje, pak vywvstune otizkn co je jeji laniton. Profelfote tedy vymne (Lo e — Lal,
nbynte zjstili, sda je canchiyovska, t). zda k Bbovolnéma = > 0 existuje index N tak, Ze peo viechuma n > N

a viechin m € N plati nerovnost
i = Lol <& G I [fo;m(x) — ful)]| < -

Zvolte 0 < § < z. Posloupnost { fo(7) jneN je na D) e} stejnomémé konvergentni, n proto je canchyovska,
Pro viechna 5 od jistého indexn N vise, pro viechos m € N a viochnn € D\ (a] tedy plati | fayw(z) ~
— falz)| < &. Tndo nerovnost se zachovi i pro limity s tim, de pfejde v nerovnost neostrou (zdiivodnéte ).
Tedy Ly, — Lyl = 6 < = (Poivé = védomim toho, 7o budeme prochizet k lmitdm, june Canchyovo-
-Bolzxanovo kritérium pro posloupnost fimkci { fn(r) jueN aplikovali na volbu § < z.) Posloupnoat { Ly jneN
Je ennchyovsiod, a tedy konvergentnd, Oznodte joji Bmitu, kterou zatim newite, joko L. Abyste pak dokdzali,
Ze touto limitou je rrovan Eislo ime . f(r), po@itejte (aprava je panéknd Jméla®, ale vede rychle k cili}:

[flz) = L] = ||falx) = Lul ¥ [Ln — L~ [falz) - flz)]| <

< [falz}) = La| + L — L] + |falx) - fix)|.
Z predpoklndd je zfejmé, 2e kagdy ze séituncl peslednibo vimen lze v jistém okoli bodu @ a od jistébo
indexu N vyde lbovolnd zmengit™ tak. aby videdek byl mendi nes prodem zvolens © > (L Provedte tvala
pofidné,

4. Dolnite nisledujici tvraeni: Nech pro posloupnost funkdi { £, ()], n delinovanou na D u Geelnou posloup-
noot {eulneN plati pro viechun r € D n viechna n nerovnosti an > 0, fiulr) < on. Nmﬂ:‘i‘uhZ,'L,q.
konverguje. Puk foda 330 | falz) konverguje stejnomérné a sbeolutné na 0.

Navod: Pouzijte prvni viastnost z véty 5.11.

5. Doknite nialedijici tvrzeni: Nadiwquxméuu&nduwﬁﬁhdy)::‘jn(r))cwm
éend oo 1D a oochif {& ) meN je monoténni posloupoost &sel, kterd konverguje k nule. Pak fada Y77 | o folx)
komverguje stejnomémné un [J.

Navod: Pouzijte tfeti viastnost = véty B11

6. Doknite posledni tfi tvraerd véty 8110
Navod: Aplikujte nn pasloupnost éastemmydh soudtd fudy odpovidajici tyrzeni véey 8.9,

7. Uréete obor konvergence u ndsledujicich fad funkei:

x 1t x 4
a) ‘z_’.(.’Ln_’_ b) ‘Zle-‘. )zn(n“)

8. Uvedie phikiady posloupmosti funkci, které jsou na néjakém intervalu 7 bodové konvergentnd, ale nejpou
stejnomérné konvergentni. Uvedte poiklady konvergentni posloupniosti spojitych funkei, jeficha Emiton neni
funkee spojita.

ommmz ):VE mummwmu

n(nfl)

nin+1)

ol&UMMMMWWmMWn.MMMM»
mémne:




8) (2] peny mn D= 0,4), o) {72} o ™ D= 12:50).

b) {(%)‘}'gﬂ na D~ (1, 00), d) {=—™ _x-.}m;N nn D= {1,00).

Nivod: Vyuzijte jako [akt tvrzend, 2o podoupnost funkd { f,(x)) 05 konverguje stejoomeémné & funkd f(x)
::m D prl---sl bulely, Wiy poo Ml pinlompin {8 ucth, ot o = sup{{fa(z) — f(z})|.z € D}
s 2 420 |ln | = W

: — :
u.l!mhndnéue.nhpiduzw stejnomérmné konvergentnd na intervalu [2,00), & urdete
nol



