Prvni cviceni z Elektrodynamiky

Na uvod pripomeneme matematiku, kterou béhem celého kurzu budeme pouzivat. Zakladem
pro nas budou tensory. A zdkladnim pojmem pro vybudovani tensoru je vektorovy prostor
V. Omezime se na vektorové prostory konecné dimenze n € N. Budeme vyuzivat izomorfismus
V = R”, kde kazdému abstraktnimu vektoru z vektorového prostoru V' priradime n-tici redlnych
¢isel. Tohoto l1ze dosdhnout zvolenim béze {€;}?; v R™ (bdze muze byt bez ijmy na obecnosti
ortonormalni béze) a prifazeni probihd pomoci relace

v=v'e,

kde implicitné pouzivame Einsteinovo sc¢itaci pravidlo (stejné indexy do kiize znaci sumaci).
Cisla v° € R™ se nazjvaji soufadnice vektoru v viici bazi {¢;}. Casto budeme nepiesné o
soutadnicich vektoru mluvit jako vektoru. Dédle muzeme zavést dudlni vektorovy prostor V*
pomoci linearnich funkei jako mnozinu

Vi={f:V >R | f je linedrni}.

n
=1

f-]<é;> = 53"7
kde (55 je tzv. Kroneckerovo delta, pro které plati
; 1 i=y
] )
@—{o¢¢j

Prvky vektorové prostoru V* budeme nazyvat formy nebo kovektory a muzeme psat

V tomto prostoru zvolime specialni bazi {7} pro kterou plati

w = w; f".

Poloha indext u soufadnic neni ndhodnd a budeme se ji snazit drzet, tj. Zze souradnice vektoru
maji index nahofe a souradnice forem index dole.

Tyto dva ruzné vektorové prostory jiz staci k definici tensoru. Tensor fadu (nebo typu) (p, q)
je multilinedrni zobrazeni

T: V*x---ijxyx---xV/—HR.
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Termin multilinedrni znamens, ze zobrazen{ je linedrni v kazdé slozce. Cislo p udavéa pocet
kontravariantnich indext a ¢islo ¢ udava pocet kovariantnich indext. Pomoci této definice
muzeme dedukovat, ze vektory jsou tensory typu (1,0) a naopak formy jsou tensory typu (0, 1).
Obecny tensor typu p,q muzeme psat jako

T=TiEE . e e

kde ® je tensorovy soucin, ktery nds (nastést{) moc zajimat v tomto kurzu nebude. Budeme
totiz hlavné pracovat s soufadnicemi tensoru T;;Z’ Konkrétné nés ted budou zajimat dva
konkrétni tensory: metrika a uplné antisymetricky tensor. Metrika ¢ je symetricky, pozitivni,

nedegenerovany tensor
g:VxV =R



Soutradnicovy zapis je ' '
9=g5" O f.

To, ze je tento tensor symetricky znamena
9ij = Gji,

tj. zdména indexu nezméni znaménko. Diky tomuto je metrika casto reprezentovand pomoci
symetrické matice. Uplné antisymetricky tensor t¥ettho fddu (neboli epsilon tensor nebo Levi-
Civitovuv symbol) je tensor

e:R*xR* xR = R.
Zde je potieba, aby definice obsahovala tii kopie prostoru R3, aby tensor mohl byt tplné
antisymetricky (v kurzu dal potkdme tplné antisymetricky tensor 4. radu, ktery by vyzadoval
4 kopie prostoru R*). V soufadnicich muzeme psat

_ i i A k2
G—Eijkf /\fj/\f .
To, ze je tensor uplné antisymetricky znamena, ze
€ijk = —€jik = €jki = —C€kji = €kij — —Eikj, (1)

tj. kazda vymeéna dvou sousednich indexu zméni znaménko. Z této vlastnosti vyplyva napiiklad,
ze

€112 =0,
tj. pokud ma tensor dva stejné indexy, poté je nula. Budeme pouzivat epsilon tensory, pro které
plati

€123 = 1. (2)

A ted otdzka, k ¢emu to viibec je? Nejprve se podivejme na epsilon tensor. Uvazme dva
vektory ¢ a  a spoctéme ndsledujici kontrakei s epsilon tensorem ey;;v'w?, kde jsme zafixovaly
prvni index na hodnoté 1. Pocitejme

| 1,1 1,,.2 1,3 2,1 2,2 2,3 3,,,1
ElijUZwJ = €111V W + €112V W" + €113V W + €121V°W" + €122V W + €123V W + €131V W+
3,,2 3,,3
+ €1320 W + €1330 W =

= e13v’w’ + epv’w’ = v’ — vw?,
kde jsme vyuzili toho, Ze epsilon tensor s dvéma stejnymi indexy je nula a déale jsme pouzili
(1) a (2). Vysledek, co jsme ziskali, mozna poznavate. Je to prvni slozka vektorového soucinu
U X w. Podobné muzeme ziskat zbylé dvé slozky tohoto vektorového soucinu. Celkové ziskame

[U X 117]1 = eijkvjwk.

Pomoci epsilon tensoru tedy muzeme spocitat soutradnice vektorového sou¢inu dvou vektoru.

Déle pojdme rozebrat metriku. Zde poznamenejme, 7e metrika zad4va isomorfismus mezi
prostory V' a V*. Pro nds to znamend, ze soufadnice metriky (a inverzni metriky) slouzi ke
zvedani a spousténi indexu, tj. plati

Uy = gijU]a w = g] wy,

17Zde definujeme f' @ f2 =1 (fl ® f2+ f? ®f1).
2Zde definujeme f' A f2 zg(fl ® f2—- o).




kde je ¢’* inverzni metrika, kterd spliiuje
9ii9’ f =0

Slovy, pokud budeme metriku brat jako symetrickou matici, inverzni metrika je inverzi této
matice. Z vlastnosti spousténi indexu vyplyva dalsi vyuziti metriky. Urcité vite, ze skalarni
soucin dvou vektoru se pocita nasledovné

U w = v;w".

Z tohoto soufadnicového zapisu ale nejde vidét, ze oba tensory jsou vektory, jelikoz vektor o
ma index dole, tj. jedna se spise o formu. Ale pokud vyuzijeme metriky pro spusténi indexu,
muzeme psat

T = v’ = vl guu’.
Zde jiz vidime, ze oba objekty jsou opravdu vektory a skalarni soucin je zprostiedkovany pomoci
metriky. Tudiz zavérem muzeme fict, ze epsilon tensor se pouziva pii vektorovém souc¢inu a
metrika pfi skaldrnim soucinu.

A ted néco uplné jiného. Piejdeme k funkciondlni (mozn4 spiSe spektrdln{) analyze. Budou
nas zajimat pojmy delta funkce a Fourierova transformace. Za¢néme motivaci: existuje néco jako
spojita analogie ke Kroneckerové delté? Abychom na tuto fec¢nickou otazku odpoveédéli, uvazme
nejprve vektor v € R"™, do kterého jsme zaznamenali n diskrétnich dat, napriklad velikost
elektrického proudu v zavislosti na ¢ase. Pokud nés bude zajimat jen jedna konkrétni hodnota,
tieba hodnota 7, mizeme ji piimo z vektoru zkonstruovat pomoci formy f?. V matematickém
zapisu provedeme nasledujici vypocet

n
i=> v /I
j=1

n n
Y FWeE) =) vE) =Y v = (3)
j=1 j=1 j=1
Ve vypoctu schvalné nechavame sumy, i kdyz bychom mohli pocitat s Einsteinovym s¢itacim
pravidlem. Pojdme ted vysvétlit, co myslime spojitou analogii Kroneckerova delta. UvaZzme,
ze v predchozi situaci nemame vektor diskrétnich hodnot, ale spojitou funkci hodnot f(z). A
nebude nés zajimat i-ta slozka vektoru, ale hodnota funkce f v bodé xzy. PfepiSme modrou
rovnici v (3) do tohoto piipadu a ziskdme

/Rf(x)é(x —xo)dzr = f(xo). (4)

Suma ve spojitém piipadé presla na integral, hledana i-ta slozka vektoru ¢ presla na hledanou
funkéni hodnotu v bodé z, samotny vektor presel na funkci f. Otazkou je, na co presla Kro-
neckerova delta? Co je d(z — o) za objekt? Poznamenejme, Ze argument x — x jen hlidd body,
ve kterych probiha vypocet, stejné jako Kronckerova delta hlida indexy, které jsou ve vysledku
stejné.

Abychom zjistili, co vubec §(x — ) je, budeme potiebovat komplexni Fourierovu fadu pro
funkei f(z), tj.

fla)= ) eae™™, (5)

n=—oo
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kde ¢, € C a plati ¢_,, = ¢,. Tyto koeficienty ¢, muzeme ziskat vyndsobenim rovnice (5)
vyrazem ¢, m € 7Z, a naslednou integraci podle z, tj.

2m o0 2
/ ™ f(x)dr = Z cn/ ele(m=n) qg, (6)
0 0

n=—oo

kde jsme jiz zaménili sumaci a integraci. Vyfesime integral napravo. Funkce e?*, kde p € Z—{0},
je periodické funkce s periodou 27. Tudiz integral pres interval 27 je nula. Pro nas to znamena,
ze integral je vzdy nula, jen pro piipad m = n ziskdme 27 (jelikoz integrujeme konstantni funkci
1). Na pravé strané (6) tedy mame

Z Cp2mo; = 27Cy,.
A celkové jsme zjistili, ze
1 21 )
Cp = — x)e™* dx.
= [ @

Timto jsme zjistili koeficienty ve Fourierove fadé (5).
Déle dosadme tyto koeficienty do Fourierovy fady (5)

0 2
fla) = 5= 3 e [ e ay,

Déle predpokladejme, ze funkce f, kterou rozvijime do fady neni periodicka. Coz lze jinymi
slovy tict, ze jeji perioda je nekonecno. Timto ziskame

fo) =52 Yo e [ pweray

Nakonec jesté nahradime sumu za integral, tj. diskrétni sc¢itaci index n nahradime za integracni
proménnou k

f(x) = %/_ e_i’m/_ f(y)e™ dy dk.

Nakonec jen vyménime poradi integrace, tj. pouzijeme Fubiniho vétu

o= [ [[ S ] swa

Srovnejme tento vysledek s (4). Vidime, ze nds nezndmy objekt 0(z — xy) presné odpovida
vyrazu v hranaté zavorce, tj.

1

dx —x0) = %/Reik(z_m) dk. (7)

,Funkce® nalevo se nazyvéa Diracova delta (funkce) a ve skutecnosti se o funkci nejednd, jak
si ukdzeme. Je to totiz tzv. distribuce neboli zobecnénd funkce. Ale jelikoz jsme fyzici a ne
matematici, tak ji budeme nepiresné tikat funkce. Timto jsme odvodili tzv. Fourierovskou re-
prezentaci delta funkce. Delta funkce méa totiz mnoho reprezentaci, v ruznych problémech se
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hodi pouzit jiné. Na konci pozndmek najdete dalsi dvé reprezentace, obé spliujici (4). Mimo-
chodem, béhem odvozovani jsme kromé delta funkce odvodili i Fourierovu transformaci (FT),

kterd je dana jako
- 1 ,
k)= — z)e  dy
F) = == [ sto)

a inverzni Fourierovu transformaci (IFT)

1 r ikx
@) = o= [ Fae a

Vlastné jsme misto Fourieorvy fady pii odvozovani mohli vzit jen IFT a dosadit ji do FT a
ziskali bychom vysledek.
Pojdme se podivat blize na nasi reprezentaci delta funkce (7). Spocitdme proto nédsledujic

integral
/ eMero) df;.

Nejprve zavedeme substituci £ = x—xy a misto nekoneénych mez{ v integralu zaved me parametr

K, ktery posleme do nekonecna,
K

lim el*€ dk.
K—oo J_

Dale uz snadno

K ik K K¢ —iK¢ (K
lim ek = lim | > —hm | % Z 9 im sin(K¢)
K—oo J_ K—oo lf _K K—oo 15 15 K—oo 5

Jedna se o sinus modulovany linearni lomenou funkci. Na Obréazcich 1 a 2 jsou grafy této
funkce pro hodnoty K =5 a K = 15. Vidime, Ze se prostiedni peak s rostoucim K zvétsuje
a zuzuje, graf  kmita“ s vetsi frekvenci a toto ,kmitani“ se rychleji utlumuje. Proto muzeme
predpokladat, ze v limité K — oo zbude pouze prostifedni peak, ktery ale bude nekonecné
vysoky. Coz je piesné divod, pro¢ delta funkce nenf funkce. Zadna funkéni hodnota u funkce
neni nekonecno. A taky z toho vidime, pro¢ mé delta funkce vic reprezentaci. Jde jen o to
vhodné posklddat (a normovat) posloupnost funkci tak, aby v limité dala pouze nekoneény
peak v bodé xy. Jina reprezentace je napiiklad pomoci posloupnosti gauflovek

nebo jen velmi nazorna reprezentace, kterd vychazi z podobnosti s Kroneckerovym delta

00 T = X,
5(:6_%):{ 0 x;«éxz



Obrazek 1: Graf pro hodnotu K =5

Obrazek 2: Graf pro hodnotu K = 15



