
Třet́ı cvičeńı ze Speciálńı relativity

1. Ukažte, že:

a) Norma čtyřrychlosti uµ je invariantńı vzhledem k Lorentzovým transformaćım Λν
µ.

b) Tensor elektromagnetického pole Fµν je invariantńı v̊uči kalibračńı transformaci
Aµ = A′

µ + ∂µf , kde f je libovolná diferencovatelná funkce se spojitými parciálńımi
derivacemi.

Řešeńı:

a) Nejprve připomeňme, že Lorentzovy transformace zachovávaj́ı metriku, tj. plat́ı

Λµ
νgµρΛ

ρ
σ = gνσ.

Lorentzova transformace 4-rychlosti uµ je

u′ν = Λν
µu

µ.

Chceme ukázat, že
||u′||2 = ||u||2.

Poč́ıtejme

||u′||2 = u′µu′µ = u′µgµνu
′ν = Λµ

ρu
ρgµνΛ

ν
σu

σ = uρgρσu
σ = uρuρ = ||u||2.

Ve výpočtu jsme využili výše zmı́něné poznatky. Podobně by se dalo ukázat, že
norma libovolného 4-vektoru je invariantńı v̊uči lorentzovským transformaćım.

b) Tensor elektromagnetického pole Fµν je definován jako

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Chceme ukázat, že F ′
µν = Fµν . Proto poč́ıtejme

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ = ∂µ (A′
ν + ∂νf)− ∂ν

(
A′
µ + ∂µf

)
=

= ∂µA
′
ν + ∂µ∂νf − ∂νA′

µ − ∂ν∂µf = ∂µA
′
ν − ∂νA′

µ = F ′
µν ,

kde jsme využili, že nezáviśı na pořad́ı derivováńı funkce f .

2. Ukažte, že plat́ı:

a)uµpµ = mc,

b) ∂µxν = gµν ,

c)uµ
duµ
ds

= 0,

d)P µνuµ = 0,

e)P µνPνρ = δµρ − uµuρ = P µ
ρ ,

kde uµ je 4-rychlost, pµ je 4-hybnost, xµ = (ct, x, y, z), ∂µ =
(

∂
c∂t
, ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)
, gµν je

Minkowskiho metrika a
P µν := gµν − uµuν .
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Řešeńı: Nejprve spočtěme normu 4-rychlosti ||u||2 = uµu
µ (připomeňme, že pro 4-rychlost

s dolńım indexem muśıme sńıžit index pomoćı metriky, proto bude prostorová část záporná,
tj. uµ = γ

(
1,−vi

c

)
):

uµu
µ =

(
γ,−γ vi

c

)
·
(

γ

γ v
i

c

)
= γ2

(
1− v2

c2

)
=
γ2

γ2
= 1.

a) Použijeme pouze definici 4-hybnosti a poznatku výše:

uµpµ = uµmcuµ = mc · 1 = mc.

b) 4-vektor xν má index dole, proto má zápornou prostorovou složku, tj. xν = (ct,−x,−y,−z).
Dále poč́ıtejme

∂µxν =


c∂t
c∂t
− ∂x
c∂t
− ∂y
c∂t
− ∂z
c∂t

c∂t
∂x
−∂x
∂x
− ∂y
∂x
− ∂z
∂x

c∂t
∂y
−∂x
∂y
−∂y
∂y
−∂z
∂y

c∂t
∂z
−∂x
∂z
−∂y
∂z
−∂z
∂z

 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 = gµν .

c) Vyjdeme z poznatku, že norma 4-rychlosti je 1, a zderivujeme ho:

uµu
µ = 1,

/ d

ds
,

duµ
ds

uµ + uµ
duµ

ds
= 0,

duµ
ds

uµ + uνgνµ
duµ

ds
= 0,

duµ
ds

uµ + uν
d

ds
(gνµu

µ) = 0,

duµ
ds

uµ + uν
duν
ds

= 0,

2
duµ
ds

uµ = 0,

duµ
ds

uµ = 0.

Metriku gνµ můžeme dát za derivaci, jelikož je konstantńı, obsahuje pouze 0,1 a -1.

d) Poč́ıtejme:

P µνuµ = (gµν − uµuν)uµ = gµνuµ − uµuνuµ = uν − 1 · uν = 0.

e) Opět je to jen jednoduchý výpočet:

P µνPνρ = (gµν − uµuν)(gνρ − uνuρ) = gµνgνρ − uµuνgνρ − gµνuνuρ + uµuνuνuρ =

= δµρ − uµuρ − uµuρ + uµ · 1 · uρ = δµρ − uµuρ.

Toto souhlaśı s výrazem P µ
ρ , který vznikne sńıžeńım jednoho indexu P µν pomoćı metriky

P µ
ρ = P µνgνρ = (gµν − uµuν)gνρ = gµνgνρ − uµuνgνρ = δµρ − uµuρ.
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