Ctvrté cviceni ze Specialni relativity

. Ukazte, ze pro prostorové indexy se kovariantni pohybova rovnice pro naboj v elektro-
magnetickém poli
du
me—-t = eF Lt

ds
redukuje na klasickou pohybovou rovnici
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Na co se redukuje rovnice pro casovy index? Fyzikalné interpretujte tuto rovnici.

Reseni: Nejprve upravme levou stranu kovariantni pohybové rovnice

du,  du,cdt  dp,
s Tt ds  cdt
Vyuzili jsme zde, ze
dt
=c—.
7 ds

Pojd'me se podivat na prostorovou ¢dst, dosadime za lorentzovsky index p pouze prosto-
rovy index ¢
. dpi
cdt
Na levé strané jsme ziskali minus kvuli tomu, ze 4-hybnost méa v kovariantni pohybové
rovnici spodni index. Zaméime se na pravou stranu. Nejprve Fjy. Jednd se o i-ty radek,
nulty sloupec v matici

v = eFyou’ + eFl-juj.
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Takze pohybova rovnice pro prostorové smeéry je
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kde jsme dosadili jiz za Casovou a prostorovou ¢ast 4-rychlosti u”. Tuto rovnici muzeme
upravit na
dp;
dt
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nebo ve vektorovém zapisu

dp’ = —~

Lc(B+7xB).
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Jedna se o pohybovou rovnici ¢éstice v elektromagnetickém poli. I kdyz vypadd stejné jako
klasicka pohybova rovnice, nesmi se zapomenou, ze hybnost v rovnici je relativisticka, tj.

p= myu.

Nakonec ukazme, jakou rovnici ndm da nultd slozka kovariantni pohybové rovnice, tj. za
index p dosadme 0. Ziskdme rovnici
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Slozka Fjy je nulova, proto ji v sumé vynechavame. Fp; znamend nulty radek, i-ty sloupec
v matici F,,,, to ndm dava
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Dosadime nultou slozku 4-hybnosti py = < a prostorovou ¢éast 4-rychlosti ut = v%i a
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Rovnici trochu upravime a dostaneme zavérecny tvar
d& ~
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dt

Tato rovnice nam tika, ze energie Céastice, pohybujici se v elektromagnetickém poli, se
muze ménit pouze diky elektrickému poli. Formulovano jinak: magnetické pole nekona
praci.

. Urcete trajektorii, po které se pohybuje relativisticka castice s ndbojem e a hmotnosti m
v uniformnim konstantnim elektrickém poli £ = (F,0,0). (Uvazte pouze pohyb v roviné
zy.) Ukazte, Ze pro limitu ¢ — oo obdrzime klasickou parabolickou trajektorii.

Resent: Jelikoz je magnetické pole nulové, pohybové rovnice je
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Jelikoz néas zajimé pouze pohyb v roviné xy, vynechdme z-ovou slozku. Mame tedy sou-
stavu dvou rovnic

pr =ek )
py =0
Prvni integrace je jednoducha

pe = eEt + C,
py = Do,



kde C,py € R jsou integracni konstanty. Pro jednoduchou polozime C' = 0. Druha inte-
grace jiz jednoducha neni, jelikoz

tudiz se rychlost ¥ objevuje na dvou mistech. Proto pujdeme na feSeni chytieji. Zname
vztah pro relativistou energii
£ = p*c® + m*ct.

V nasem piipadé je relativistickd energie

E= \/m2c4 + pRc2 + (ceEBt)? = \/E2 + (ceEt)?,
kde jsme si oznacili £2 = m?c? + p2c?, jelikoz je to konstanta. Ze 4-hybnosti
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zjistime, ze

p' = v'ym,
£
— = ymec.
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Vyjadienim v z druhé rovnice a dosazenim do prvni dostaneme
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Tuto rovnici ted budeme integrovat. Pro prvni slozku dostdvame
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kde jsme integra¢ni konstantu C' € R zanedbali, jelikoz se jedna jen o volbu pocatku.
U tohoto vysledku se na chvili zastavme. Céstice totiz leti ve sméru x s nenulovym
zrychlenim. Coz je situace, kterou by specidlni relativita neméla umét popsat. Ale v tomto
jednoduchém pripadé to dovede. Predchozi vysledek umocnime na druhou a upravime na
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2 2 0
xr — (Ct) = m,
takze svétocara v roviné ctz odpovida hyperbole, kterd na ose x prochazi bodem f—g =R

(samoziejmé se Edstice pohybuje jen po jedné vétvi hyperboly), viz Obréazek 1. Necht
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Obréazek 1: Prostorocasovy diagram pro urychlené¢ho pozorovatele

se nase Castice pohybuje po pravé vétvi hyperboly. Asymptoty hyperboly jsou osami
kvadrantu, takze jsou to trajektorie fotonu, které by vyletély z pocatku vztazné soustavy.
Dal uvazme zeleného pozorovatele, ktery s nasi castici potka v bodé

Rct,x - (07 E) .

Pozorovatel se bude vzhledem ke vztazné soustavé pohybovat nulovou rychlosti, proto je
jeho svétocara vertikalni pifmka. Dale nds bude zajimat situace v case T. Céstice v Case
T vidi zeleného pozorovatele, jak je zndzornéno na obrazku. Ale v dalSich ¢ase se zeleny
pozorovatel pro ¢astice bude ¢im dal tim vic zpomalovat, jen pomalu se bude blizit k
bodu H. To je dano tim, ze trajektorie ¢astice ma svételny paprsek vychazejici z pocatku
soufadné soustavy jako asymptotu. Tento svételny paprsek urcuje to, co ¢astice uvidi v
nekoneénu. Pro ¢dstici se proto prostorocas rozdéli na dvé ¢asti. Cést pod asymptotou
je ¢ast prostorocasu, kterou Castice muze vidét a muze ¢astici kauzalné ovlivnit. A cast
prostorocasu nad asymptotou ¢astice nikdy neuvidi. Vznikne tzv. horizont udalosti, v
nasem pripadé primka, kterd rozdéluje prostorocas na dvé ¢asti. Pro ¢éstici se tedy zeleny
pozorovatel bude pomalu ptiblizovat bodu H a v nekonec¢nu se do néj dostane. Ale co
se déje se zelenym pozorovatel? Tomu je uplné jedno, ze se ¢astice od néj vzdaluje s
nenulovym zrychlenim. Horizont udalosti, respektive bod H, jsou pro néj obycejné body
casoprostoru. V case T, ktery odpovidé jeho poloze za horizontem udalosti, uvidi normélné
castici. V dalsich casech vidi, jak se od néj ¢astice se zrychlenim vzdaluje. Je zfejmé,
ze vztazné soustavy spojené s castici a zelenym pozorovatel nejsou ekvivalentni, jelikoz
vztazna soustava spojend s castici dokaze popsat pouze cast prostorocasu. Toto je ale v
rozporu s jednim axiomu specialni, a to tim, ze vSechny vztazné soustavy jsou ekvivalentni,
ze muzeme pouzit libovolnou vztaznou soustavu k popisu prostorocasu.
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Vratme se ale k pifkladu. Zbyva ndm vyftesit rovnice

dy pyc? poc?
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Integrace je znovu jednoducha
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kde opét polozime integracni konstantu rovnu nule. Prozkoumejme nerelativistickou limitu
¢ — 00. Nejprve energie &, prejde na klidovou energii

.
Eo = \/m2ct 4+ pict T & =mc.

Druhy ¢len v odmocniné jsme zanedbali, jelikoz mé niz$i mocninu u c¢. Dale vyuzijeme i
Taylortuv rozvoj do prvni fadu funkce arcsinh z = x, jelikoz po dosazeni klidové energie
do argumentu zustane faktor ¢ ve jmenovateli. Dohromady pro ¢ — oo je soutadnice y
rovna

poc . . ceBt o poceEt  pg
= —arsinh - y=——==—t
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Vidime, ze nerelativistickd limita vysla jako rovnomérny pohyb ve sméru y, coz je spravneé,
jelikoz elektrické pole urychluje ¢astici pouze ve sméru x.

Abychom zjistili, jak vypada trajektorie v roviné xy, vyjadiime si ze soutadnice y cas t a
dosadime do soutadnice z, tedy
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Zjistili jsme tedy, ze trajektorie relativistické castice v uniformnim konstantnim elek-

trickém poli je fetézovka. Na zaveér opét ovérime nerelativistickou limitu ¢ — oo. Vyuzijeme
. 3 . . 2

zase tvar klidové energie & a rozvoj coshx ~ 1 + % a dostaneme

& Ey o 2 2E2y? E
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Vysledkem je parabolickd trajektorie, kterd se d4 zjistit feSenim nerelativistické pohybové
rovuice.



