
Páté cvičeńı ze Speciálńı relativity

1. Uvažte vektory elektrické intenzity a magnetické indukce ~E a ~B, které sv́ıraj́ı libovolný
úhel kromě pravého. Najděte takovou rychlost, aby po Lorentzově boostu byly vektory ~E
a ~B rovnoběžné.

Řešeńı: Dva nerovnoběžné vektory vždy zadávaj́ı rovinu. Bez újmy na obecnosti řekněme,
že vektory ~E a ~B zadávaj́ı rovinu yz. Předpokládejme je tedy ve tvaru

~E = (0, Ey, Ez) ,

~B = (0, By, Bz) .

Jak již bylo řečeno, vektory nejsou rovnoběžné. Rovnoběžnost lze jednoduše ověřit pomoćı
vektorového součinu. Muśı tedy platit

~E × ~B 6= 0.

Našim ćılem je zjistit rychlost v Lorentzova boostu Λν
µ, který změńı vektory ~E a ~B na

vektory

~E ′ =
(
0, E ′

y, E
′
z

)
,

~B′ =
(
0, B′

y, B
′
z

)
,

pro které plat́ı
~E ′ × ~B′ = 0.

Boost budeme volit ve směru osy x. Jak uvid́ıme, touto volbou dostaneme to, že x-ová
složka obou vektor̊u z̊ustane nulová. Lorentz̊uv boost je tedy dán matićı

Λν
ν =


γ v

c
γ 0 0

v
c

γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Vektory ~E a ~B se př́ımo netransformuj́ı pomoćı Lorentzova boostu, ale transformuj́ı se v
rámci tensoru elektromagnetického pole Fµν . Proto muśıme spoč́ıtat transformaci tohoto
tensoru do nové vztažné soustavy. To je dáno pomoćı vztahu

F ′
ρσ = Λµ

ρFµνΛ
ν
σ.

Jelikož jsou matice Lorentzových boost̊u symetrické, tento vztah můžeme přepsat mati-
cově jako

F ′
µν =


γ v

c
γ 0 0

v
c

γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 0 Ey

c
Ez

c

0 0 −Bz By

−Ey

c
Bz 0 0

−Ez

c
−By 0 0




γ v
c
γ 0 0

v
c

γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

=


0 0 γ

c
(Ey − vBz)

γ
c

(Ez +Byv)

0 0 γ
(
vEy

c2
−Bz

)
γ
(
vEz

c2
+By

)
γ
c

(vBz − Ey) γ
(
Bz − vEy

c2

)
0 0

−γ
c

(Ez + vBy) −γ
(
vEz

c2
+By

)
0 0

 .
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Z této matice můžeme vyč́ıst, že

~E ′ = (0, γ (Ey − vBz) , γ (Ez + vBy)) ,

~B′ =

(
0, γ

(
vEz
c2

+By

)
, γ

(
Bz −

vEy
c2

)
,

)
.

Chceme, aby vektory ~E ′ a ~B′ byly rovnoběžné, proto má platit

~E ′ × ~B′ =
(
E ′
yB

′
z − E ′

zB
′
y, 0, 0

)
= 0.

Rovnost v prvńı složce nám dá kvadratickou rovnici pro rychlost v, kterou vyřeš́ıme.
Poč́ıtejme

γ2 (Ey − vBz)

(
Bz −

vEy
c2

)
− γ2 (Ez + vBy)

(
vEz
c2

+By

)
= 0,

EyBz −
vE2

y

c2
− vB2

z +
v2BzEy
c2

− EzBy −
vE2

z

c2
− v2ByEz

c2
− vB2

y = 0,

(EyBz − EzBy) +
v2

c2
(EyBz −ByEz)− v

(
E2
y

c2
+B2

z +
E2
z

c2
+B2

y

)
= 0.

Nejprve si všimněme, že v našem př́ıpadě

EyBz − EzBy = | ~E × ~B|.

Dále si naši rovnici přeṕı̌seme pomoćı Poytingova vektoru

~S =
1

µ0

~E × ~B

a hustoty energie

W =
1

2

(
ε0 ~E

2 +
1

µ0

~B2

)
.

Ještě při úpravách využijeme toho, že rychlost světla se dá zapsat pomoćı permitivity a
permeability jako

c2 =
1

µ0ε0
.

T́ım naše rovnice přejde na tvar

µ0|~S|
(

1 +
v2

c2

)
− 2vµ0

(
ε0 ~E

2 +
1

µ0

~B2

)
= 0,

v2 − 2vWc2

|~S|
+ c2 = 0.

Řešeńı této kvadratické rovnice je již lehké

v =
Wc2

|~S|
±
√
W 2c4

|~S|2
− c2.
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Tud́ıž vždy dokážeme naj́ıt takovou rychlost, aby vektory ~E a ~B, které nejsou kolmé, byly
v nové soustavě rovnoběžné. Kolmost se musela vyloučit z toho d̊uvodu, že skalárńı součin
~E · ~B je invariant. Tud́ıž pokud jsou v nějaké vztažné soustavě vektory ~E a ~B na sebe
kolmé, jsou na sobě kolmé i v libovolné daľśı vztažné soustavě. Každopádně d́ıky výsledku
tohoto př́ıkladu stač́ı pohyb částic v konstantńım elektromagnetickém poli vyřešit pouze
pro dva př́ıpady, pokud jsou vektory ~E a ~B kolmé, nebo rovnoběžné. Všechny ostatńı
př́ıpady se dostanou nějakou Lorentzovou transformaćı výše spoč́ıtanou rychlost́ı.

2. Ukažte, že výraz

W 2 − |
~S|2

c2
(1)

je invariantńı v̊uči lorentzovským transformaćım. W je hustota energie

W =
1

2

(
ε0 ~E

2 +
1

µ0

~B2

)
,

a ~S je Poyting̊uv vektor

~S =
1

µ0

~E × ~B.

Řešeńı: Lorentzovská invariance znamená, že se při transformaci z nečárkované sou-
stavy K do čárkované soustavy K ′ pomoćı Lorentzovy transformace Λµ

ν uvažovaný výraz
nezměńı. Tj. mělo by platit

W ′2 − |
~S ′|2

c2
= W 2 − |

~S|2

c2
.

Bohužel, veličiny W a ~S dohromady netvoř́ı 4-vektor. Proto muśıme invarianci ověřit
oklikou. Pokuśıme se výraz v zadáńı napsat pomoćı invariant̊u elektromagnetického pole

FµνF
µν = −2

(
~E2

c2
− ~B2

)
, Fµν(?F

µν) = 4
~E · ~B
c

. (2)

To, že jsou to invarianty, zjist́ıme velmi jednoduše, nemaj́ı totiž žádný volný lorentzovský
index. Dále budeme použ́ıvat vztah

c2 =
1

ε0µ0

,

pomoćı kterého přeṕı̌seme hustotu energie na

W =
1

2µ0

(
1

c2
~E2 + ~B2

)
.
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Začněme však s výpočtem, do (1) dosad́ıme definice W a ~S a poč́ıtejme

W 2 − |
~S|2

c2
=

1

4µ2
0

(
1

c2
~E2 + ~B2

)2

− 1

c2µ2
0

εijkE
jBkεilmE

lBm =

=
1

4µ2
0

(
1

c4
~E4 +

2

c2
~E2 ~B2 + ~B4

)
− 1

c2µ2
0

EjBkElBm (δjlδkm − δjmδkl) =

=
1

4µ2
0

(
1

c4
~E4 + ~B4

)
+

1

2c2µ2
0

~E2 ~B2 − 1

c2µ2
0

(
EjBkEjBk − EjBkEkBj

)
=

=
1

4µ2
0

(
1

c4
~E4 + ~B4

)
+

1

2c2µ2
0

~E2 ~B2 − 1

c2µ2
0

(
~E2 ~B2 −

(
~E · ~B

)2)
=

=
1

4µ2
0

(
1

c4
~E4 + ~B4

)
− 1

2c2µ2
0

~E2 ~B2 +
1

c2µ2
0

(
~E · ~B

)2
=

=
1

4µ2
0

(
1

c4
~E4 − 2

c2
~E2 ~B2 + ~B4

)
+

1

16µ2
0

(
4 ~E · ~B
c

)2

=

=
1

4µ2
0

(
1

c2
~E2 − ~B2

)2

+
1

16µ2
0

(
4 ~E · ~B
c

)2

=

=
1

16µ2
0

[−2

(
1

c2
~E2 − ~B2

)]2
+

(
4 ~E · ~B
c

)2
 .

V posledńıch kroćıch jsme provedli
”
umělé“ úpravy, abychom źıskali explicitně invarianty

(2). Zjistili jsme tedy, že

W 2 − |
~S|2

c2
=

1

16µ2
0

[
(Fµν(?F

µν))2 + (FµνF
µν)2

]
,

což je součet invariant̊u elektromagnetického pole přenásobený konstantou, tud́ıž je to
také invariant.

3. Vysvětlete, proč kontrakci ε-tensor̊u můžeme poč́ıtat pomoćı vzorce

εµνρσεµλφψ = −

∣∣∣∣∣∣
δνλ δρλ δσλ
δνφ δρφ δσφ
δνψ δρψ δσψ

∣∣∣∣∣∣ .
Dále pomoćı tohoto vzorce spočtěte εµνσρεµνλϕ, εµνσρεµνσλ a εµνσρεµνσρ.

Řešeńı: Epsilon tensor se čtyřmi indexy je prvek Λ4R1,3. Opět je to úplně antisymetrický
tensor, tzn. prohozeńım dvou index̊u se změńı znaménko. Rozd́ıl je ale mezi tensory s
horńımi a dolńımi indexy. Pokud zadefinujeme

ε0123 = 1,

pak plat́ı

ε 123
0 = 1, ale ε01 3

2 = −1,
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jelikož při snižováńı/zvyšováńı prostorových index̊u se měńı znaménko, protože v metrice
je na př́ıslušném mı́stě záporná jednička. Můžeme to ukázat na následuj́ıćım př́ıkladu

ε01 3
2 = ε01µ3gµ2 = ε0103g02 + ε0113g12 + ε0123g22 + ε0133g32 =

= 0 · 0 + 0 · 0 + 1 · (−1) + 0 · 0 = −1.

Pojd’me ted’ vysvětlit poč́ıtáńı kontrakce epsilon tensor̊u pomoćı determinantu. Nej-
prve znamı́nko před determinantem. To je dáno podobným d̊uvodem, jako v předchoźım
př́ıpadě. Je to kv̊uli mı́nus̊um v metrice, přesněji kv̊uli tomu, že determinant metriky
gµν je mı́nus jedna. Dál pomoćı determinantu umı́me zajistit, aby byly ve výrazech vždy
r̊uzné indexy, jelikož determinant vyb́ırá z matice z každého sloupce a řádku právě jeden
prvek. Nakonec má determinant přesně tu antisymetrickou vlastnost, kterou potřebujeme.
Pokud např́ıklad v determinantu v zadáńı prohod́ıme prvńı a druhý sloupec, odpov́ıdá
to prohozeńı index̊u ν ↔ ρ v prvńım ε-tensoru. Podobně to plat́ı pro řádky. Nastává čas
na odvozeńı vzorc̊u pro kontrakce v́ıce index̊u. Při odvozováńı budeme použ́ıvat pouze
vlastnosti Kroneckerových delt. Prvńı vzorec odvod́ıme následuj́ıćım zp̊usobem

εµνρσεµνλφ = −

∣∣∣∣∣∣
δνν δνλ δνφ
δρν δρλ δρφ
δσν δσλ δσφ

∣∣∣∣∣∣ =

= −
[
δννδ

ρ
λδ

σ
φ + δνλδ

ρ
φδ

σ
ν + δνφδ

ρ
νδ
σ
λ − δνφδ

ρ
λδ

σ
ν − δνλδρνδσφ − δννδ

ρ
φδ

σ
λ

]
=

= −
[
4δρλδ

σ
φ + δσλδ

ρ
φ + δρφδ

σ
λ − δσφδ

ρ
λ − δ

ρ
λδ

σ
φ − 4δρφδ

σ
λ

]
=

= −2
[
δρλδ

σ
φ − δ

ρ
φδ

σ
λ

]
.

Zbývaj́ıćı dva vzorce už źıskáme jednoduše z právě odvozené identity

εµνρσεµνρφ = −2
[
δρρδ

σ
φ − δ

ρ
φδ

σ
ρ

]
= −2

[
4δσφ − δσφ

]
= −6δσφ ,

εµνρσεµνρσ = −24.
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