Paté cviceni ze Specialni relativity

1. Uvazte vektory elektrické intenzity a magnetické indukce E a E, které sviraji libovolny
uhel kromé pravého. Najdéte takovou rychlost, aby po Lorentzové boostu byly vektory F
a B rovnobézné.
Resend: Dva nerovnobézné vektory vzdy zadévaji rovinu. Bez Gjmy na obecnosti feknéme,
ze vektory E a B zadavaji rovinu yz. Predpokladejme je tedy ve tvaru

E=(0,E,, E.),

B=(0,B,,B,).

Jak jiz bylo Tfec¢eno, vektory nejsou rovnobézné. Rovnobéznost 1ze jednoduse ovérit pomoci
vektorového soucinu. Musi tedy platit

ExB # 0.
Nasim cilem je zjistit rychlost v Lorentzova boostu A}, ktery zmeéni vektory E a B na
vektory

E'=(0,E),E.),
B' = (0, B?’J,B;),
pro které plati B .
E'x B'=0.

Boost budeme volit ve sméru osy x. Jak uvidime, touto volbou dostaneme to, ze z-ova
slozka obou vektoru zustane nulova. Lorentzuv boost je tedy dan matici

v ¢y 00

v _ | 2 v 00
A= 0O 0 10
0 0 01

Vektory E a B se piimo netransformuji pomoci Lorentzova boostu, ale transformuji se v
réamci tensoru elektromagnetického pole F},,. Proto musime spocitat transformaci tohoto
tensoru do nové vztazné soustavy. To je ddno pomoci vztahu

Fl, = A'F,,AL.

Jelikoz jsou matice Lorentzovych boostu symetrické, tento vztah muzeme prepsat mati-
cové jako
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7, této matice muzeme vycist, ze
E' = (0,7 (E, - vB.), 7 (E. +vB,)),
oo (o) o %))
Chceme, aby vektory E' a B’ byly rovnobézné, proto ma platit
E'x B = (E,B, - E.B,,0,0) = 0.

Rovnost v prvni slozce nam da kvadratickou rovnici pro rychlost v, kterou vytesime.
Pocitejme

E E.
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Nejprve si vSimnéme, ze v naSem pripadé
E,B, - E.B, = |E x B|.
Déle si nasi rovnici prepiseme pomoci Poytingova vektoru

— 1 — —
S=—FEXxB
Ho
a hustoty energie

1 - 1 -

W == (50E2 - —BQ) :

2 Ho
Jesté pii upravach vyuzijeme toho, ze rychlost svétla se déd zapsat pomoci permitivity a
permeability jako

Tim nase rovnice ptfejde na tvar
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v? — v _,C +c* = 0.
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Resen{ této kvadratické rovnice je jiz lehké

2 2.4
v = Wf + Wﬂc — 2.
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Tudiz vzdy dokazeme najit takovou rychlost, aby vektory EaB , které nejsou kolmé, byly
v nové soustave rovnobézné. Kolmost se musela vyloucit z toho duvodu, ze skalarni soucin
E-B je invariant. Tudiz pokud jsou v néjaké vztazné soustavé vektory E a B na sebe
kolmé, jsou na sobé kolmé i v libovolné dalsi vztazné soustavé. Kazdopadné diky vysledku
tohoto prikladu staci pohyb castic v konstantnim elektromagnetickém poli vytesit pouze
pro dva pripady, pokud jsou vektory E a B kolmé, nebo rovnobézné. Vsechny ostatni
pripady se dostanou néjakou Lorentzovou transformaci vyse spocitanou rychlosti.

. Ukazte, ze vyraz
_ ISP
2

W2

je invariantni vuci lorentzovskym transformacim. W je hustota energie

1 —, 1 —,
W == (50E2 + —BQ) :
2 Ho

a s je Poytinguv vektor
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Reseni: Lorentzovska invariance znamena, ze se pii transformaci z necarkované sou-
stavy K do ¢arkované soustavy K’ pomoci Lorentzovy transformace A¥ uvazovany vyraz
nezméni. Tj. mélo by platit
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Bohuzel, veliciny W a S dohromady netvoii 4-vektor. Proto musime invarianci ovéfit
oklikou. Pokusime se vyraz v zadani napsat pomoci invariantu elektromagnetického pole

E? E-B
E,F" = -2 (-2 — Bz) , F,(xF"™)=4 : (2)
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To, Ze jsou to invarianty, zjistime velmi jednoduse, nemaji totiz zadny volny lorentzovsky
index. Dale budeme pouzivat vztah
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pomoci kterého prepiSeme hustotu energie na

1 1 = ,
W=_—— (—E2+B2> .
2p1 \ 2

3



Zacnéme vsak s vypoctem, do (1) dosadime definice W a S a pocitejme
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V poslednich krocich jsme provedli ,,umélé* upravy, abychom ziskali explicitné invarianty
(2). Zjistili jsme tedy, ze

S 1 y v
W= = g (B P ™) + (Fu )
0

coz je soucet invariantu elektromagnetického pole prendsobeny konstantou, tudiz je to
také invariant.

. Vysvétlete, proc¢ kontrakci e-tensoru muzeme pocitat pomoci vzorce
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Daéle pomoci tohoto vzorce spoctéte €#77P¢,n,, €7 € on a €P€pp.

Reseni: Epsilon tensor se ¢tyfmi indexy je prvek A*RY3. Opét je to Gplné antisymetricky
tensor, tzn. prohozenim dvou indexu se zméni znaménko. Rozdil je ale mezi tensory s
hornimi a dolnimi indexy. Pokud zadefinujeme
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pak plati
'? =1, ale "2 =1,
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jelikoz pti snizovani/zvySovéni prostorovych indexu se méni znaménko, protoze v metrice
je na prislusném misté zapornd jednicka. Muzeme to ukazat na nasledujicim ptikladu

01 3 013

— _ 0103
€ o =€ =€

0113 0123 0133,
9u2 o2+ € "gi2 € gt € g3 =

=0-0+0-0+1-(=1)+0-0=—1.

Pojdme ted vysvétlit pocitdani kontrakce epsilon tensortt pomoci determinantu. Nej-
prve znaminko pred determinantem. To je dano podobnym duvodem, jako v predchozim
piipadé. Je to kvuli minusum v metrice, presnéji kvuli tomu, ze determinant metriky
g je minus jedna. DAl pomoci determinantu umime zajistit, aby byly ve vyrazech vidy
ruzné indexy, jelikoz determinant vybird z matice z kazdého sloupce a fadku pravé jeden
prvek. Nakonec méa determinant presné tu antisymetrickou vlastnost, kterou potiebujeme.
Pokud napiiklad v determinantu v zadani prohodime prvni a druhy sloupec, odpovida
to prohozeni indext v <+ p v prvnim e-tensoru. Podobné to plati pro radky. Nastava cas
na odvozeni vzorcu pro kontrakce vice indexu. Pii odvozovani budeme pouzivat pouze
vlastnosti Kroneckerovych delt. Prvni vzorec odvodime nasledujicim zpusobem
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P g = — | 00 O 0 | =
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SLSRG + 6%8507 + 840085 — 840487 — 850005 — 6L84%] =
46855 + 6565 + 8585 — 8505 — 8507 — 48505 =
— —2[5955 — 695%] .

Zbyvajici dva vzorce uz ziskdme jednoduse z pravé odvozené identity

€uvps = —2 [0707 — 6507] = —2[407 — 07] = —607,

"€ pe = —24.



