
Šesté cvičeńı ze Speciálńı relativity

1. Pro č́ısla p = {0, 1, 2, 3, 4} ukažte, že plat́ı

??T = (−1)p−1T,

kde T je antisymetrický tensor p-tého řádu a ?T znač́ı jeho Hodgeho duál.

Řešeńı: Nejprve zaved’me Hodgeho hvězdičku ?. Necht’ V je vektorový prostor dimenze
n, V ∗ znač́ı duálńı vektorový prostor a ΛkV ∗ znač́ı množinu k-forem nad vektorovým
prostorem V ∗. Připomeňme, že k-formy jsou antisymetrické tensory řádu k. Hodgeho
hvězdička ? je zobrazeńı

? : ΛkV ∗ → Λn−kV ∗,

které funguje z d̊uvodu, že

dim ΛkV ∗ =

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
= dim Λn−kV ∗.

Na jednotlivé tensory Hodgeho hvězdička p̊usob́ı následovně

a ∈ R : (?a)µνρσ = εµνρσa,

v ∈ V ∗ : (?v)µνρ = εµνρσvσ,

F ∈ Λ2V ∗ : (?F )µν =
1

2!
εµνρσFρσ,

T ∈ Λ3V ∗ : (?T )µ =
1

3!
εµνρσTνρσ,

P ∈ Λ4V ∗ : ?P =
1

4!
εµνρσPµνρσ.

Vrat’me se k samotnému př́ıkladu a ověřme požadovanou identitu. Nejprve pro p = 0.

p = 0: (?a)µνρσ = εµνρσa,

??a =
1

4!
εµνρσε

µνρσa = −24
1

4!
a = −a,

kde jsme využili identitu z prvńıho př́ıkladu. Jelikož p = 0, proto (−1)p−1 = −1 a identita
je dokázána. Budeme pokračovat úplně stejně. Poč́ıtejme

p = 1: (?v)µνρ = εµνρσvσ,

(??v)µ =
1

3!
εµνρσε

νρσαvα = −1

6
ενρσµε

νρσαvα = δσµvσ = vµ,

p = 2: (?F )µν =
1

2
εµνρσFρσ,

(??F )αβ =
1

2
εαβµν

1

2
εµνρσFρσ =

1

4
εµναβε

µνρσFρσ = −2

4

(
δραδ

σ
β − δσαδ

ρ
β

)
Fρσ =

= −1

2
(Fαβ − Fβα) = −Fαβ,

1



kde jsme v posledńı rovnici použili Fαβ = −Fβα, což je antisymetrie k-forem. Pokračujme

p = 3: (?T )µ =
1

6
εµνρσTνρσ,

(??T )αβγ = εαβγµ
1

6
εµνρσTνρσ = −1

6
εµαβγε

µνρσTνρσ =

=
1

6

(
δναδ

ρ
βδ

σ
γ + δραδ

σ
βδ

ν
γ + δσαδ

ν
βδ

ρ
γ − δσαδ

ρ
βδ

ν
γ − δναδσβδργ − δραδνβδσγ

)
Tνρσ =

=
1

6
(Tαβγ + Tγαβ + Tβγα − Tγβα − Tαγβ − Tβαγ) = Tαβγ,

kde jsme v posledńım kroku opět využili antisymetrii. Př́ıpad p = 4 se řeš́ı úplně stejně,
jen je trochu zdlouhavý.

2. (†) Využit́ım Lorenzovy kalibrace ukažte, že elektromagnetické zářeńı má dva stupně
volnosti (které se interpretuj́ı jako polarizace).

Řešeńı: Vyjdeme z nehomogenńı Maxwellovy rovnice ve vakuu

∂µF
µν = 0.

Dosad́ıme do ńı definici tensoru elektromagnetického pole pomoćı 4-potenciálu

∂µF
µν = ∂µ∂

µAν − ∂µ∂νAµ = 0.

Tuto rovnici můžeme vyřešit tak, že oba výrazy vynulujeme, tud́ıž

∂µ∂
µAν = 0,

∂µ∂
νAµ = ∂ν∂µA

µ = 0 ⇒ ∂µA
µ = 0.

Prvńı rovnice je vlnová rovnice pro 4-potenciál, druhá rovnice je Lorenzova kalibrace. Lo-
renzovu kalibraci můžeme vždy požadovat, jak jsme ukázali v jednom předchoźım cvičeńı.
Tyto dvě rovnice vyřeš́ıme pomoćı ansatzu

Aν = ενeikλx
λ

,

kde εν je č́ıselný 4-vektor, který dává stupně volnosti řešeńı, a kλ je vlnový 4-vektor.
Tud́ıž zat́ım můžeme volit vektor εν libovolně, proto máme 4 stupně volnosti. Dosad’me
tento ansatz do vlnové rovnice

0 = ∂µ∂µA
ν = εν

(
ikρδ

ρ
µ

)
(ikσδµσ) eikλx

λ

= −ενkµkµeikλx
λ

.

Tato rovnice může být splněna pomoćı

kµk
µ = 0,

to znamená, že kµ je světlupodobný 4-vektor. Standardńı tvar vlnového 4-vektoru je

kµ =
(ω
c
, k1, k2, k3

)T
s t́ım, že plat́ı

ω2

c2
− k2 = 0.
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Pro náš př́ıpad zvolme světelnou vlna pohybuj́ıćı se pouze ve směru z. Tj. vlnový 4-vektor
je

kµ =
(ω
c
, 0, 0,

ω

c

)T
,

aby byla splněna podmı́nka světlupodobnosti. Dosad’me ještě ansatz do Lorenzovy kalib-
race

0 = ∂µA
µ = ikσδ

σ
µε

µeikλx
λ

= ikµε
µeikλx

λ

.

Tato rovnice může být splněna pomoćı

kµε
µ = 0. (1)

Tato podmı́nka nám dává jednu omezuj́ıćı podmı́nku na č́ıselný 4-vektor εν , tud́ıž nám
zbývaj́ı tři stupně volnosti. Vypǐsme je explicitně

εµ(1) = (0, 1, 0, 0)T ,

εµ(2) = (0, 0, 1, 0)T ,

εµ(3) = (1, 0, 0, 1)T .

Ověřme, že posledńı z těchto 4-vektor̊u splňuje podmı́nku (1)

kµε
µ
(3) = kνgνµε

µ
(3) =

(ω
c
, 0, 0,−ω

c

)
· (1, 0, 0, 1)T = 0.

Ale ještě i v rámci Lorenzovy kalibrace neńı 4-potenciál dán jednoznačně, můžeme k něco
přič́ıst libovolné řešeńı homogenńı vlnové rovnice. Ukažme proč. Změňme 4-potenciál Aµ

na A′µ pomoćı libovolné funkce λ, tj.

A′µ = Aµ + ∂µλ.

I po novém 4-potenciálu A′µ budeme cht́ıt, aby splňoval Lorenzovu kalibraci tj.

0
!

= ∂µA
′µ = ∂µA

µ + ∂µ∂
µλ = ∂µ∂

µλ,

kde jsme použili, že 4-potenciál Aµ splňuje Lorenzovu kalibraci. Tud́ıž funkce λ opravdu
splňuje homogenńı vlnovou rovnici

∂µ∂
µλ = 0.

Tuto vlnovou rovnici vyřešme pomoćı ansatzu

λ = Beikµx
µ

.

Nový 4-potenciál A′µ tedy je

A′µ = εµeikνx
ν

+ ikµBeikνx
ν

= (ikµB + εµ) eikνx
ν

.

Pokud zvoĺıme

B =
ic

ω
a za č́ıselný 4-vektor εµ zvoĺıme třet́ı 4-vektor z našeho seznamu εµ(3) dostaneme

A′µ =

(
i
ic

ω

(ω
c
, 0, 0,

ω

c

)
+ (1, 0, 0, 1)

)
eikνx

ν

=
(

(−1, 0, 0,−1) + (1, 0, 0, 1)
)

eikνx
ν

= 0,

tud́ıž č́ıselný 4-vektor εµ(3) nám dá triviálńı 4-potenciál. Zbývaj́ı nám tedy dva stupně

volnosti εµ(1) a εµ(2). Tyto stupně volnosti se interpretuj́ı jako polarizace světelného vlněńı.
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