Sesté cviceni ze Specialni relativity
1. Pro cisla p ={0,1,2,3,4} ukazte, ze plati
xokT = (=1)P7'T,

kde T je antisymetricky tensor p-tého fadu a x7T" znac¢i jeho Hodgeho dudl.

Reseni: Nejprve zavedme Hodgeho hvézdicku . Necht V je vektorovy prostor dimenze
n, V* znaéi dudlni vektorovy prostor a A*V* znaé mmnozinu k-forem nad vektorovym
prostorem V*. Pripomenme, ze k-formy jsou antisymetrické tensory tadu k. Hodgeho
hvézdicka x je zobrazeni

*x: ARV — AU

které funguje z duvodu, ze
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d1mAV-<k)—<n_k)—d1mA V.

Na jednotlivé tensory Hodgeho hvézdicka pusobi nasledovné
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Vratme se k samotnému piikladu a ovéfme pozadovanou identitu. Nejprve pro p = 0.
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kde jsme vyuzili identitu z prvniho ptikladu. Jelikoz p = 0, proto (—1)?~! = —1 a identita

je dokazana. Budeme pokracovat tiplné stejné. Pocitejme
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kde jsme v posledni rovnici pouzili F,,3 = —F3,, coz je antisymetrie k-forem. Pokracujme
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kde jsme v poslednim kroku opét vyuzili antisymetrii. Ptipad p = 4 se Tesi uplné stejné,
jen je trochu zdlouhavy.

. (1) Vyuzitim Lorenzovy kalibrace ukazte, ze elektromagnetické zareni ma dva stupné
volnosti (které se interpretuji jako polarizace).

Resend: Vyjdeme z nechomogenni Maxwellovy rovnice ve vakuu
0, F" = 0.
Dosadime do ni definici tensoru elektromagnetického pole pomoci 4-potencialu
O " =0,0'A” - 90,0" A" = 0.
Tuto rovnici muzeme vyfesit tak, ze oba vyrazy vynulujeme, tudiz

9,0" AV =0,
D,V AP = P9, A =0 = J,A" =0.

Prvni rovnice je vlnova rovnice pro 4-potencial, druhd rovnice je Lorenzova kalibrace. Lo-
renzovu kalibraci muzeme vzdy pozadovat, jak jsme ukéazali v jednom predchozim cviceni.
Tyto dvé rovnice vyfesime pomoci ansatzu

v l/ik)\l'/\
AV =¢€"e ,

kde &¥ je ciselny 4-vektor, ktery dava stupné volnosti feSeni, a k, je vlnovy 4-vektor.
TudiZ zatim muZzeme volit vektor ¥ libovolné, proto mame 4 stupné volnosti. Dosadme
tento ansatz do vlnové rovnice

0= 0"9,A” = & (ik,00) (ik701) 7" = —e¥k, kHelra’,
Tato rovnice muze byt splnéna pomoci
k k' =0,
to znamend, ze k, je svétlupodobny 4-vektor. Standardni tvar vinového 4-vektoru je
T
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s tim, ze plati



Pro nas pripad zvolme svételnou vina pohybujici se pouze ve sméru z. Tj. vlnovy 4-vektor

je
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aby byla splnéna podminka svétlupodobnosti. Dosad me jesté ansatz do Lorenzovy kalib-
race

0= auAH — ika(szg,ueik,\xA _ ik‘ugueikxxx'
Tato rovnice muze byt splnéna pomoci
ket = 0. (1)

Tato podminka ndm dava jednu omezujici podminku na ¢iselny 4-vektor ¥, tudiz nam
zbyvaji tfi stupné volnosti. Vypisme je explicitné

T
ety = (0,1,0,0)"
T
Ely = (0,0,1,0)"
T
5’(‘3) = (1,0,0,1)" .

Ovérme, ze posledni z téchto 4-vektoru splnuje podminku (1)
v w w T
kel = K guuely = <Z’0’0’_Z> £ (1,0,0,1)T = 0.

Ale jesté i v rdmci Lorenzovy kalibrace neni 4-potencial déan jednoznaéné, muzeme k néco
pricist libovolné feseni homogenni vlnové rovnice. Ukazme pro¢. Zménme 4-potencial A*
na A pomoci libovolné funkce A, tj.

AP = AP 4 P,
I po novém 4-potencialu A" budeme chtit, aby spliioval Lorenzovu kalibraci t;.
!
0=0,A" =9,A" + 0,0"\ = 0,0"\,

kde jsme pouzili, ze 4-potencial A* splnuje Lorenzovu kalibraci. Tudiz funkce A opravdu
spliiuje homogenni vinovou rovnici

d,0"\ = 0.
Tuto vlnovou rovnici vyreSme pomoci ansatzu
\ = Belfue",
Novy 4-potencial A" tedy je
AW = g™ ik Belkv® = (1M B + et) e
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a za C¢iselny 4-vektor e zvolime tieti 4-vektor z naseho seznamu &’
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tudiz ciselny 4-vektor 6’{3) nam da trivialni 4-potencidl. Zbyvaji ndm tedy dva stupné
volnosti 5’(‘1) a 5’(‘2). Tyto stupné volnosti se interpretuji jako polarizace svételného vinéni.



