Druhé cviceni z Elektrodynamiky

1. (1) Ukazte, ze plati
gijezjk — gjkez]k _ gikEUk — O,
kde g;; jsou souradnice metriky a €% soutadnice iplné antisymetrického tensoru 3. fadu

ZVv. e-tensoru). Dale ukazte, ze pro upine antisymerricky tensor o. radu plati
tzv. et Déle ukazte, iplné antisymetricky t 3. fadu platf
a) €% ey, = 6168 — 67 67,
b) Eiijjl = 2(Slk,
ijk

c) €%, = 6.

Reseni: Nejprve dokazme, Ze
ijk
Ggij€ T =0.
Toto jednoduse vyplyva ze symetrie metriky, antisymetrie epsilon tensoru a prepisovani
indextu. Pocitejme
ijk _ jik _ jik _ ijk

9i€7 = — i€ = — g€ = —Gier .
V prvni upravé jsme vyuzili antisymetrie epsilon tensoru, v druhé iprave symetrii metriky
a ve teti jsme prepsali index ¢ na index j a naopak (indexy, pres které se s¢ita jsou pouze
sznacky®, které muzou mit libovolny néazev). V rovnosti prevedeme vse na levou stranu

a tim jsme dokézali pozadovanou rovnost. Zbylé dvé plynou automaticky:.

Pokracujme dukazem rovnosti a). Tady je nutné si uvédomit, ze epsilon s dvéma stejnymi
indexy je nula. Déle rozepisme rovnost
€ €itm = €9 €1 + € e + € ey

Pokud je v prvnim soucinu néjaky volny index i, j, k,l rovny 1, pak je souc¢in kvuli an-
tisymetrie rovné 0. Podobné to plati druhy soucin a index 2, apod. pro tieti. Dalsim
pozorovanim je, ze i indexy j a k musi nabyvat jinych hodnot, aby vysledek nebyl nula.
To samé plati i pro indexy [ a m. Takze, pokud chceme dostat nenulovy vysledek, musi
nastat jeden ze dvou pripadu:

e bud je j = [ a pak pro nenulovost musi byt k = m,

e nebo j # [ a pak pro nenulovost musi byt & # m. Toto lze prepsat do formy j = m
ak=1

Celd tato diskuze se da reprezentovat pomoci Kroneckerovych delt ¢/

to presné vystihuje, kdy je kontrakce epsilon tensoru (ne)nulovd, tj.

€% €jm = ado,, + bdl o,

6k a 67 6F, protoze

kde a, b symbolizuj{ jesté nezndm4 znaminka, které ted budeme diskutovat. Nejprve pro
znaménko a zvolme tieba j =1 =1, k =m =2 a i = 3, které dava nenulovy vysledek
63126312 = a5}5§,
1-1=al-1,

a=1.



Pro znaménko b zvolme tteba j =m =3, k=1l=2ai=1
61326123 = b5§(5§,
(=1)-1=0b1-1,
b=—1.
Celkové mame B ‘ '
€T eim = 6{5,’; — & o7,
coz je rovnost, kterou jsme chtéli dokazat.

Pro dikaz identity b) pouzijeme ted dokdzanou identitu a). Pocitejme
ke = 810F — 6]6% = 36 — of = 20}
V prvnim soucinu mame 5;, coz je (kvuli tomu, ze pouzivame Einsteinovu scitaci notaci)
=06 +0+0=1+1+1=3.
V druhém soucinu jsme jen pouzili ,pravidlo® pti poc¢itani s Kroneckerovymi deltami ,,za

j dej | a smaz sumaci®.

Pro c) se zase vyuzije vysledek z b) a jednoduse ziskdme
Eijkeijk = 25;: = 6.
. (t) Pomoci indexové notace ukazte nasledujici vektorovou identitu

ax(bxe)=b(@a c)—ca-b).
Reseni: Nejprve prepisme levou stranu zaddni do indexové notace, pomoci [@ x b]' =
i ipk
€ xa’b

l

m 1 ik Im
€mi@ "€ bt =€

"€k Am b’ .
Pri tpravé jsme vyuzili toho, ze pti kontrakci indexu nezalezi na jejich poloze, protoze
i Jiay J
UV = Uujg vy = u;v.

Abychom mohli pouzit vzorec z prvniho prikladu, musime dostat index ¢ v prvnim epsilon
tensoru na prvni misto. Toho Ize dosdhnout dvéma vymeénami nejblizsich indexu, tj.
dvéma znaminky minus, tedy se znaménko neméni

l

€ mleijkamb]ck =l

mEijkCLmb]Ck.
Dal pouzijeme jiz zminény vzorec
e”meijkambjck = ((5;5,2” - 5125;1) an b = apb'c® — a,,bmc.

Ted si staci jen uvédomit, ze kontrakce indext pro vektory znamend skaldrni soucin a
ziskame

. Nl
apb'c® — a,, b = [b (@-c)— E(@- b)] ,

coz je hledana prava strana identity.



3. Pomoci indexové notace ukazte nasledujici vektorové identity:

a)
b) (@

—

(bx ) =b-(Zxa)=
ixb)-

b)- (¢ xd) = (i-3)b-

(@ x

=

?

b)
—(@-d)(b-2).

/‘\ @l
0“1 Ql
SN
N—"

\}

Reseni: a) Nejprve si identitu prepisme do indexové notace
(ZZGijkb]Ck = bZEijkCJCLk = CZEijk(l]bk.

Ted v druhém a tietim vyrazu zménme indexy tak, aby u souradnic vektoru @ byl index
1, u soutadnic vektoru b index J a u soutadnic vektoru ¢ index k (s¢itaci indexy jsou
»znacky®, jejiz ndzvy muzeme ménit, na rozdil od volnych indext). U druhého vyrazu to
znamend vymeénu indexu ¢ — j — k — 4 a u tfetiho vyrazu j — ¢ — k — j. Dostaneme

Glb]CkEijk = Cllbjcqui = azlﬂckekij.

Nakonec vime, ze sudy pocet transpozic (tj. vymén sousednich indexi) neméni hodnotu
epsilon tensoru, coz dokazuje rovnost.

b) Pouzijeme v8e z predchozich piikladu a jednoduse dojdeme k vysledku

—

(@ x l;) (fxd) = eijkajbkeilmcldm = eijkajbkeilmcldm — dvFed,, (5;5? — 5?512) =
— abFe;dy, — alberd; = (@- &b -d)— (@-d)(b- o).
4. (f) Pomoci indexové notace ukazte nasledujici identitu

rot grad = 0.

Reseni: Nejprve prepisme vektorové operatory do indexové notace. Zacnéme gradientem.
Gradient je slozen z parcidlnich derivaci podél soutadnic

0 0 0
grad—V— <a—x,a—y,$),

proto by nemélo byt prekvapenim, ze muzeme psat

0
(grad f); = pe -f, 1=1,2,3,
kde f je funkce. Pro zkraceni zédpisu budeme pouzivat nasledujici znaceni
0
8i = -
ox’

Divergence, rotace a laplacian vyplyvaji z vlastnosti epsilon tensoru a metriky:
(rot ¥)" = (V x 0)" = €7, 0;0",
divi =V -9 = 90/,
Af:V-Vf:@@jf.



Jiz mame v8e pripravené na dokazéni identity. Uvazme vhodnou funkei f (méla by mit
spojité parcidlni derivace) a pocitejme

(rot grad f)" = €7%0;0, f.

Vyraz O f hraje roli vektoru v definici rotace. To, ze tato identita plati, je dano tim, ze
poradi derivaci muzeme zameénit, tj.

40,0 f = €700, .

Jinymi slovy, vyraz je v indexech j a k symetricky. Na druhou stranu, vyraz je v indexech
j a k také antisymetricky a to kvuli epsilon tensoru. Proto je vysledek nula, podobné jako
v prvnim piikladu v tomto cviceni.

. Pomoci indexové notace ukazte nasledujici identity:

a) div rot = 0,
b) rot rot = grad div — A.

Resent: a) Podobné jako v piedchozim pifkladé. Necht ¢ je vhodné vektorové pole. Pak
divrot 7 = 9; (¢7,0,0%) = €7, 0,00" = 0.

Pti rozderivovani zavorky jsme vyuzili to, ze v epsilon tensoru jsou jen ¢isla, jinak feceno,
je to z hlediska derivace konstanta. Identita vyplyva ze symetrie derivaci a antisymetrie
epsilon tensoru.

b) Opét, necht ¢ je vhodné vektorové pole. Pak
(rotrot ﬁ)i = eijkﬁj (eklmﬁwm) = Eijkeklmajalvm = eijkeklmﬁjﬁlvm = ekijeklmﬁj(?lvm.

Nejprve jsme rozderivovali zdvorku, poté zvysili/snizili indexy a na zavér, u prvniho ep-
silon tensoru, jsme index k& dostali na prvni misto. Ted pouzijeme identitu pro kontrakci
epsilon tensoru, ¢im dokazeme identitu

" e 0;0'0™ = (8107, — 0,67 ) 0;0'0™ = 0, 0™ — 9,0" = P O™ — DIV =
= (grad div o — AD)" .



