
Druhé cvičeńı z Elektrodynamiky

1. (†) Ukažte, že plat́ı
gijε

ijk = gjkε
ijk = gikε

ijk = 0,

kde gij jsou souřadnice metriky a εijk souřadnice úplně antisymetrického tensoru 3. řádu
(tzv. ε-tensoru). Dále ukažte, že pro úplně antisymetrický tensor 3. řádu plat́ı

a) εijkεilm = δjl δ
k
m − δjmδkl ,

b) εijkεijl = 2δkl ,

c) εijkεijk = 6.

Řešeńı: Nejprve dokažme, že
gijε

ijk = 0.

Toto jednoduše vyplývá ze symetrie metriky, antisymetrie epsilon tensoru a přepisováńı
index̊u. Poč́ıtejme

gijε
ijk = −gijεjik = −gjiεjik = −gijεijk.

V prvńı úpravě jsme využili antisymetrie epsilon tensoru, v druhé úpravě symetrii metriky
a ve třet́ı jsme přepsali index i na index j a naopak (indexy, přes které se sč́ıtá jsou pouze

”
značky“, které můžou mı́t libovolný název). V rovnosti převedeme vše na levou stranu

2gijε
ijk = 0

a t́ım jsme dokázali požadovanou rovnost. Zbylé dvě plynou automaticky.

Pokračujme d̊ukazem rovnosti a). Tady je nutné si uvědomit, že epsilon s dvěma stejnými
indexy je nula. Dále rozepǐsme rovnost

εijkεilm = ε1jkε1lm + ε2jkε2lm + ε3jkε3lm.

Pokud je v prvńım součinu nějaký volný index i, j, k, l rovný 1, pak je součin kv̊uli an-
tisymetrie rovné 0. Podobně to plat́ı druhý součin a index 2, apod. pro třet́ı. Daľśım
pozorováńım je, že i indexy j a k muśı nabývat jiných hodnot, aby výsledek nebyl nula.
To samé plat́ı i pro indexy l a m. Takže, pokud chceme dostat nenulový výsledek, muśı
nastat jeden ze dvou př́ıpad̊u:

� bud’ je j = l a pak pro nenulovost muśı být k = m,

� nebo j 6= l a pak pro nenulovost muśı být k 6= m. Toto lze přepsat do formy j = m
a k = l.

Celá tato diskuze se dá reprezentovat pomoćı Kroneckerových delt δjl δ
k
m a δjmδ

k
l , protože

to přesně vystihuje, kdy je kontrakce epsilon tensor̊u (ne)nulová, tj.

εijkεilm = aδjl δ
k
m + bδjmδ

k
l ,

kde a, b symbolizuj́ı ještě neznámá znamı́nka, které ted’ budeme diskutovat. Nejprve pro
znaménko a zvolme třeba j = l = 1, k = m = 2 a i = 3, které dává nenulový výsledek

ε312ε312 = aδ11δ
2
2,

1 · 1 = a1 · 1,
a = 1.

1



Pro znaménko b zvolme třeba j = m = 3, k = l = 2 a i = 1

ε132ε123 = bδ33δ
2
2,

(−1) · 1 = b1 · 1,
b = −1.

Celkově máme
εijkεilm = δjl δ

k
m − δjmδkl ,

což je rovnost, kterou jsme chtěli dokázat.

Pro d̊ukaz identity b) použijeme ted’ dokázanou identitu a). Poč́ıtejme

εijkεijl = δjjδ
k
l − δ

j
l δ

k
j = 3δkl − δkl = 2δkl .

V prvńım součinu máme δjj , což je (kv̊uli tomu, že použ́ıváme Einsteinovu sč́ıtaćı notaci)

δjj = δ11 + δ22 + δ33 = 1 + 1 + 1 = 3.

V druhém součinu jsme jen použili
”
pravidlo“ při poč́ıtáńı s Kroneckerovými deltami

”
za

j dej l a smaž sumaci“.

Pro c) se zase využije výsledek z b) a jednoduše źıskáme

εijkεijk = 2δkk = 6.

2. (†) Pomoćı indexové notace ukažte následuj́ıćı vektorovou identitu

~a× (~b× ~c) = ~b (~a · ~c)− ~c(~a ·~b).

Řešeńı: Nejprve přepǐsme levou stranu zadáńı do indexové notace, pomoćı [~a × ~b]i =
εijka

jbk

εlmia
mεijkb

jck = εlmiεijkamb
jck.

Při úpravě jsme využili toho, že při kontrakci index̊u nezálež́ı na jejich poloze, protože

uivi = ujg
jivi = ujv

j.

Abychom mohli použ́ıt vzorec z prvńıho př́ıkladu, muśıme dostat index i v prvńım epsilon
tensoru na prvńı mı́sto. Toho lze dosáhnout dvěma výměnami nejbližš́ıch index̊u, tj.
dvěma znamı́nky mı́nus, tedy se znaménko neměńı

εlmiεijkamb
jck = εilmεijkamb

jck.

Dál použijeme již zmı́něny vzorec

εilmεijkamb
jck =

(
δljδ

m
k − δlkδmj

)
amb

jck = akb
lck − ambmcl.

Ted’ si stač́ı jen uvědomit, že kontrakce index̊u pro vektory znamená skalárńı součin a
źıskáme

akb
lck − ambmcl =

[
~b (~a · ~c)− ~c

(
~a ·~b

)]l
,

což je hledaná pravá strana identity.
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3. Pomoćı indexové notace ukažte následuj́ıćı vektorové identity:

a)~a · (~b× ~c) = ~b · (~c× ~a) = ~c · (~a×~b),
b) (~a×~b) · (~c× ~d) = (~a · ~c)(~b · ~d)− (~a · ~d)(~b · ~c).

Řešeńı: a) Nejprve si identitu přepǐsme do indexové notace

aiεijkb
jck = biεijkc

jak = ciεijka
jbk.

Ted’ v druhém a třet́ım výrazu změňme indexy tak, aby u souřadnic vektoru ~a byl index
i, u souřadnic vektoru ~b index j a u souřadnic vektoru ~c index k (sč́ıtaćı indexy jsou

”
značky“, jej́ıž názvy můžeme měnit, na rozd́ıl od volných index̊u). U druhého výrazu to

znamená výměnu index̊u i→ j → k → i a u třet́ıho výrazu j → i→ k → j. Dostaneme

aibjckεijk = aibjckεjki = aibjckεkij.

Nakonec v́ıme, že sudý počet transpozic (tj. výměn sousedńıch index̊u) neměńı hodnotu
epsilon tensoru, což dokazuje rovnost.

b) Použijeme vše z předchoźıch př́ıklad̊u a jednoduše dojdeme k výsledku

(~a×~b) · (~c× ~d) = εijka
jbkεilmc

ldm = εijka
jbkεilmcldm = ajbkcldm

(
δljδ

m
k − δmj δlk

)
=

= ajbkcjdk − ajbkckdj = (~a · ~c)(~b · ~d)− (~a · ~d)(~b · ~c).

4. (†) Pomoćı indexové notace ukažte následuj́ıćı identitu

rot grad = 0.

Řešeńı: Nejprve přepǐsme vektorové operátory do indexové notace. Začněme gradientem.
Gradient je složen z parciálńıch derivaćı podél souřadnic

grad = ∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
,

proto by nemělo být překvapeńım, že můžeme psát

(grad f)i =
∂

∂xi
f, i = 1, 2, 3,

kde f je funkce. Pro zkráceńı zápisu budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı

∂i :=
∂

∂xi
.

Divergence, rotace a laplacián vyplývaj́ı z vlastnost́ı epsilon tensoru a metriky:

(rot~v)i = (∇× ~v)i = εijk∂jv
k,

div~v = ∇ · ~v = ∂jv
j,

∆f = ∇ · ∇f = ∂j∂
jf.
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Již máme vše připravené na dokázáńı identity. Uvažme vhodnou funkci f (měla by mı́t
spojité parciálńı derivace) a poč́ıtejme

(rot grad f)i = εijk∂j∂kf.

Výraz ∂kf hraje roli vektoru v definici rotace. To, že tato identita plat́ı, je dáno t́ım, že
pořad́ı derivaćı můžeme zaměnit, tj.

εijk∂j∂kf = εijk∂k∂jf.

Jinými slovy, výraz je v indexech j a k symetrický. Na druhou stranu, výraz je v indexech
j a k také antisymetrický a to kv̊uli epsilon tensoru. Proto je výsledek nula, podobně jako
v prvńım př́ıkladu v tomto cvičeńı.

5. Pomoćı indexové notace ukažte následuj́ıćı identity:

a) div rot = 0,

b) rot rot = grad div −∆.

Řešeńı: a) Podobně jako v předchoźım př́ıkladě. Necht’ ~v je vhodné vektorové pole. Pak

div rot~v = ∂i
(
εijk∂jv

k
)

= εijk∂i∂jv
k = 0.

Při rozderivováńı závorky jsme využili to, že v epsilon tensoru jsou jen č́ısla, jinak řečeno,
je to z hlediska derivace konstanta. Identita vyplývá ze symetrie derivaćı a antisymetrie
epsilon tensoru.

b) Opět, necht’ ~v je vhodné vektorové pole. Pak

(rot rot~v)i = εijk∂j
(
εklm∂lv

m
)

= εijkε
kl
m∂j∂lv

m = εijkεklm∂j∂
lvm = εkijεklm∂j∂

lvm.

Nejprve jsme rozderivovali závorku, poté zvýšili/sńıžili indexy a na závěr, u prvńıho ep-
silon tensoru, jsme index k dostali na prvńı mı́sto. Ted’ použijeme identitu pro kontrakci
epsilon tensor̊u, č́ım dokážeme identitu

εkijεklm∂j∂
lvm =

(
δilδ

j
m − δimδ

j
l

)
∂j∂

lvm = ∂m∂
ivm − ∂l∂lvi = ∂i∂mv

m − ∂l∂lvi =

= (grad div~v −∆~v)i .
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