Treti cviceni z Elektrodynamiky

1. Pomoci indexové notace spoctéte rotaci nasledujiciho vektorového pole

F’: _a(%%o)?
x? 4+ y?

kde a € R.
Resend: Nejprve opét piepiseme zadani do indexové notace
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pficemZ muZeme mit na paméti, ze 2° = 2 = 0 (coz ale vysledek neovlivni). Pocitejme
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Jedinym novym objektem je zde 9;z*. Jedna se vSak jen parcidlni derivace soufadnic
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Prvni vyraz je nula, jelikoz epsilon tensor obsahuje dva stejné indexy. Druhy vyraz je
nula, jelikoz x,x; je symetrické v indexech a epsilon tensor antisymetricky.

2. Pro vektorové pole z predchoziho piikladu spoctéte drahovy integral
?{ F-dz,
v

a) obdélnik v roviné (z,y), ktery neobsahuje pocatek,

kde v je

b) obdélnik v roviné (z,y), ktery obsahuje pocétek,
c¢) kruznice v roviné (z,y) kolem pocatku.

Kdy muzeme k vypoctu pouzit Stokesovu vétu?

Resend: Vektorové pole F neni definované v pocatku, proto Stokesovu vétu muzeme pouzit
jen v pripadé, kdy ktivka nebude obepinat pocatek.

a) Jak bylo feceno, v tomto piipadé muzeme pouzit Stokesovu vétu, proto jednoduse
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Obrazek 1: Kiivka, po které integrujeme v piikladé 7b).

b) Nejprve musime kiivku parametrizovat. Zvolime znaceni, které je na Obrazku 1. Pa-
rametrizace je nasledujici

71T = Zo, Y3 ¥ = —Xo,
Yy = ta te [_yOa y0]7 Yy = tv t e [y07 —?/0]7
Yo :ix =1, Y41 =1,
Y = Yo, te [:UOa _xO]a Y = —Yo, te [_x(]ax()]'

Ted uz jen zbyvé spocitat ndsledujici integral

?{ﬁ-df:/+/+/+/=
Y 7 72 3 4
Yo 1 d —Zo 1 d
= — ———(x0,1) - (0,1) dt + ———(t,50) - (1,0) dt+

+ /—yo ! (—xo,t) - (0,1)dt + /xo ;2(25, —yo) - (1,0)dt| =

.1'%—|—t2 —x0 t2+y0
= 0.
¢) Budeme pocitat podobné jak v b), jen s kruznici v, kterou parametrizujeme

YT =T7Ccosey,

y=rsing, ¢ €[0,2m).

Pocitejme
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3. Spoctéte rotaci vektorového pole

ﬁ o (_y,CC,O)
2?2 + y?
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Y

kde v je kruznice v roviné (z,y) kolem pocatku. Muzeme pouzit Stokesovu vétu?

a drahovy integral

Reseni: Nejprve spocitame rotaci

_ 2 222 + 292 =
rot F' = (8,F, — 0.F,,0.F, — 0,F,,0,F, — 0,F,) = <o, 0, ke )

— =0.
2+y2 (22 + y?)?

Rotace vektorového pole je nula, ale Stokesovu vétu pouzit nemuzeme, jelikoz v bodé
0 neni vektorové pole definovano. Proto musime drdhovy integral spocitat z definice.
Kruznici parametrizujeme nésledovneé:

YT =T7Ccosy,

y=rsing, ¢ €]0,2).

Drahovy integral poté je

2m 2
. 1
%F-df:/ — (=rsing,rcos ) - (—rsinp,rcosyp) dgpz/ (sin® o + cos® @) dp =
y o T 0
= 2.

Moralni pouceni z tohoto prikladu je, ze i kdyz rotace vektorového pole je nula, nemusi
byt nutné nula i drahovy integral (pokud kfivka obepind néjaky bod, ve kterém neni
vektorové pole definované).

4. Pro vektorové pole F = (az, by, cz), kde a,b,c € R, a kouli
B={(z,y,2) eR* | 2* +y* +2* < R*,R > 0},

ovérte GauBovu vétu, tj. ukazte, ze leva a prava strana nasledujici rovnosti je stejna

?{ ﬁ-d§:/v-ﬁdv.
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Resent: Zaénéme pravou stranou, protoze je jednodusi
- 4
/V-FdV:/ (a+b+c)dV = (a+b+c)§R37r.
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Pro levou stranu musime nejprve parametrizovat sféru, coz lze nasledovné

OB : x = Rcospsing, 0€l0,7),
y = Rsingpsing, ¢ € [0,2n),

z = Rcosb.



Leva strana se z definice pocita nasledovneé

f Fdd = / F(#6,9)) - (9o x 0,) dipd,
OB OB
kde
OpZ = (Rcospcost, Rsingcosf, —Rsin0) ,
0,@% = (—Rsinpsin g, Rcos ¢sind,0) .
Vektorovy soucin téchto vektoru je
Do X 0,7 = R*sin 0 (sin  cos ¢, sin f sin ¢, cos 0) .

Dosadme vse do levé strany (LHS) a pocitejme

T 2w
LHS = R3/ / (acos@sinf, bsinpsinf, ccosb) - (cosgosin2 6, sin @ sin® @, cos 0 sin 0) dipdf =
o Jo
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= R? [a/ sin® 6 dé / cos® pdy + b/ sin® ¢ d9/ sin® p dy + c/ cos® 0 sin 0 d@/ d(,p} .
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Pro vysledek potiebujeme nasledujici integraly pres 6
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Pro integraly pies ¢ staci pouzit nasledujici identity
1 — cos2¢p 14 cos2p
2 ’ 2 ’

a uvedomit si, ze integruje pres periodu periodické funkce. Celkem mame

sin? p = cos? p =

4 4 2 4
LHS = R? {a§7r+b§7r+c§-27r] :§7TR3(CL+b+C).

Vidime, ze se vysledek opravdu rovna pravé strané.

5. (1) Dokazte néasledujici vlastnosti delta funkce:
a)/é(x) de =1,
R
b)/xé(:c) dz =0,
R
) [ 8l =ty - 2)dy = 5z - 2),
R

d) / d(ax)dr = V%V kde o € R — {0},

R
e) s f(z)d(g(x))dx = Z |;;((9;ZZ))|, kde f, g jsou funkce a x; splnuji g(x;) = 0.



Resent: Celé feseni bude hlavné vychazet z definujici vlastnosti delta funkce

/Rf(x)é(x — o) dz = f(xg), (1)

ktera podtrhuje podobnost s Kroneckerovou deltou. Tato identita lze totiz ¢ist jako ,za x
dej xy a smaz integraci®. Ale pozor, bod xy musi byt v intervalu, pres ktery se integruje,
jinak je vysledek nula.

a) Zde je
f(l’) =1, x =0,

tudiz zadani muzeme prepsat jako

/Rl~5(x—0)dx.

Odtud je jiz ziejmé, jak vyuzit definujici vlastnost (1). Mame dosadit do konstantni funkce
argument 0, ale jelikoz je funkce konstantni (a argument patif do intervalu, pies ktery se
integruje), je vysledek 1. Ale kdyby bod 0 nepatiil do intervalu, pfes ktery integrujeme,

pak by byl vysledek nula, napiiklad
/ d(z)dx = 0.
5

b) Postupujeme stejné jako v piipadé a),

flz) =2z, x0=0,

tudiz funkci x mame vycislit v nule, coz dé vysledek nula.

c¢) Tato vlastnost je opét analogii k vlastnosti Kroneckerova delta
n
> 86l =4
77k k-
j=1

Pti dukazu opét vyuzijeme (1). Integrujeme ptes y, proto

fly)=6d(x—vy), wo=2

Zde se tedy k delta funkci chovame jako ke funkci, coz vime, ze neni pravda. Kazdopadné
pouzijeme definici, ktera ikd ,za y dej z a smaz integraci“, coz dava vysledek.

d) V tomto dukazu poprvé uvidime, ze integrace delta funkce souvisi s mirou. Za¢neme
jednoduse pomoci substituce v integralu

/Zém@dx:

Vidime, ze musime fesit dva piipady v zavislosti na znaménku a. Nejprve fesme a > 0,

coz po substituci vede k
°° dy 1
o(y)— = —.
| iwE -

b}

ar=vy proa>0: o0 —+00 proa<(0: 00— —00
adr = dy —00 = —0Q0 —00 — 0




Pro a < 0 mame
e dy o dy 1
0(y)— - = / 0(y) i =1
/oo —lal S Tlal al
kde jsme v prvnim vyrazu explicitné napsali znaménko «. Kazdopadné oba pripady
muzeme kompaktné napsat jako

e) Zkusme nejprve vyresit jednodussi problém, kde budeme pouze integrovat d(g(x)), tj.

| staten o= ' AT ' _ / . W

Absolutni hodnota je v jmenovateli kvuli vysledku z piipadu d). Navic jsme se dopustili
nejhorsi chyby, které se pii substituci v integralu dd dopustit. Funkece ¢'(x) ve jmenovateli
ma argument x, ne y, jak ma spravné byt. Abychom toto napravili, nejprve premyslejme
o delta funkci d(y). Tato delta funkce je nenulova pouze tehdy, kdyz je jeji argument nula,
tj. y =0 = 0(y) # 0. Coz pred substituci znamena

g(x) = 0.

Tj. pii integraci nas budou pouze zajimat body x;, které fesi tuto rovnici. Ve vSech
ostatnich bodech bude delta funkce nulova, jen v bodech x; je nenulova. Proto muzeme
pokracovat ve vypoctu po substituci

dy dy 1 I o N
/9-1<R>5<y)|g'<x>|‘;/g-lmf(yﬂg'(xiﬂ ;|g'<xi>|/g-1®‘5<y)dy 2 g

Suma pred integrilem je proto, Ze musime brat ohled na viechna x;, kterd splnuji g(z;) =
0. Tento postup muzeme pouzit pii dukazu pozadované identity

4 F(2)6(g(x)) da
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