Ctvrté cvicen z Elektrodynamiky

1. Spoctéte nésledujici integraly obsahujici o-funkei:

a) /Rsin <2x + g)é (:c - g) dz,

b) / e “i(sinx)dr, kdel<e<1.
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Resend: a) Resenf lehce plyne z definiéniho vztahu pro § funkei

/R f(2)(z — wo) dz = f(x0). 1)
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b) Nejprve komentai k zadéani: jelikoz pro x = 0 je i sinz = 0, byla by delta funkce byla
nenulovd v krajnim bodé, coz je problematické. (Delta funkce se reprezentuje napiiklad
pomoci zuzujicich se gaufovek a pokud se budou zuzovat ke krajnimu bodu integralu, tak
pri integraci by se méla zapocitat jen polovina gauffovky, tj. krajni bod by se zapocitaval
s vdhou 1/2.) Ale pojdme k vypoctu. Pouzijeme vzorec z minulého cviceni, z pitkladu
5e). Proto potiebujeme zjistit Feseni rovnice sinz = 0, coz jsou body

Za x dosadime I a smazeme integraci, tudiz vysledek je

z; € {km | k € Z}.

V pruniku s integraénim oborem zustane x; € {km | k € NUO}. Pocitejme
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Cosinus ve jmenovateli je vzdy =£1, a protoze je v absolutni hodnoté, vzdy vyjde 1. D4l
se pouzil vzorec pro soucet geometrické rady.

2. () Spoctete Fourierovu transformaci funket

1
f(x):ﬁ a  o0(x).

Reseni: Nejprve pripomeneme definici Fourierovy transformace a inverzni Fourierovy
transformace

FT: f(k) = \/%/Rf(x)e_ixk dz,
IFT : f(z) = \/%/Rf(k:)eizkdk.



Vypocet obou FT je jednoduchy
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U vysledku prvni Fourierovy transformace jsme pouzili Fourierovskou reprezentaci o
funkce, u druhé vztah (1). Zjistili jsme tedy, ze FT (spravné normované) konstanty je
0 funkce a F'T ¢§ funkce je konstanta.

. Spoctéte Fourierovu transformaci gauovky, tj. kiivky
1 22
g(x) = e 22, kde o € (0, 00).
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Reseni: Nejprve si spoctéme nésledujici integral

]:/ e " dz.

K tomuto integralu neexistuje primitivni funkce, kterd jde vyjadiit pomoci elementarnich
funkci. Proto pouzijeme nésledujici trik: spo¢téme druhou mocninu integralu a pouzijeme
polarni souradnice.
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Fourierova transformace funkce g(x) je
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Na tento integral budeme chtit pouzit vyse odvozeny vzorec. Proto pfevedeme exponent
ve funkei g(k) na dplny ¢tverec
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Pokracujme v integraci
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Vidime, ze vysledkem je opét gaufovka, ale jeji polositkaje tentokrat ﬁ To znamen4,
pokud transformujeme gauBlovku s malou o (gaufovka je ”lokalizovana” = "vysoky ostry
kopec”), po Fourierové transformaci dostaneme gausovku s velkou polositkou (gauovka
je "plytkd”= "pozvolny kopec”).

. Uvazte nésledujici rovnici

AG(ZF—7) =0 (7 —7).

Funkce G(Z) spliiujici tuto rovnici se nazyva Greenova funkce. Pomoci této rovnice a
napoved nize ukazte, ze Fourierova transformace funkce G(7) je

1 1
(2m)2 k2 4+ k2 + k2

G(k) = -

Hint: Pouzijte definici inverzni Fourierovy transformace funkce G (E) t].

Reseni: Nejdifve komentaf ke konstantdm pied Fourierovou transformaci a delta funkef.
Obé konstanty jsou na tieti, jelikoz jak Fourierova transformace tak delta funkce jsou
trojrozmeérné. Pii samotném vypoctu nejprve vyuzijeme symetrie. Jelikoz vektor & pouze
rika, v jakém bodu prostoru bude delta funkce nenulova, mtuzeme bez ijmy na obecnosti
tento bod vzit jako 0, tudiz @’ = 0. Déle dosadime obé dvé napovédy do rovnice vyse:
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Jelikoz integrédl nezavisi na soufadnicich x,y, z, muzeme derivovat funkci za integralem,
tedy
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Vse prevedeme na jednu stranu

J.

Aby mohla byt tato rovnost splnéna, musi byt vyraz v hranaté zévorce nulovy (komplexni
exponencidla neni nulovéd nikde), tedy dostavame vysledek

Gk) (K2 + K2+ k2) + ] eFEQPE = 0.

1 1
(2m)e k2 4+ k2 + k2

G(k) = -



