
Páté cvičeńı z Elektrodynamiky

1. Spočtěte Fourierovu transformaci funkce

G̃(~k) = − 1

(2π)
3
2

1

k2x + k2y + k2z
.

”
Hint“: bez d̊ukazu můžete použ́ıt následuj́ıćı integrál∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

Řešeńı: Fourierova transformace je

G(~x) = − 1

(2π) 3
2

∫
R3

ei
~k·~x

(2π)
3
2
(
k2x + k2y + k2z

)d3~k.

Zavedeme sférické souřadnice

kx = k cosϕ sin θ,

ky = k sinϕ sin θ,

kz = k cos θ,

kde k ∈ (0,∞), ϕ ∈ [0, 2π) a θ ∈ [0, π). Sférické souřadnice nezavedeme jen tak bezmyšlen-
kovitě, ale efektivně je využijeme k usnadněńı výpočtu. Náš souřadný systém, přes který
integrujeme, zvoĺıme tak, aby vektor ~kz mı́̌ril vždy ve směru vektoru ~x. Potom totiž bude
úhel mezi vektory ~k a ~x právě úhel θ. Dı́ky čemuž můžeme psát skalárńı součin vektor̊u
~k a ~x jako

~k · ~x = kr cos θ,

kde r je velikost polohového vektoru ~x. Dosad’me vše do integrálu

G(~x) = − 1

(2π)3

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0

eikr cos θ

k2
sin θk2dkdθdϕ = − 1

(2π)2

∫ ∞
0

∫ π

0

eikr cos θ sin θdkdθ.

Zavedeme substituci

ikr cos θ = α,

k = k̃,

0→ ik̃r,

π → −ik̃r.

Jakobián je dán jako

J =

∣∣∣∣ ∂k
∂k̃

∂θ
∂k̃

∂k
∂α

∂θ
∂α

∣∣∣∣ ,
pro jeho vypoč́ıtáńı bychom museli invertovat naši substituci. Mı́sto toho budeme poč́ıtat
J−1, který je dán jako

1

J
=

∣∣∣∣∣ ∂k̃
∂k

∂α
∂k

∂k̃
∂θ

∂α
∂θ

∣∣∣∣∣ = ikr sin θ.
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Dosad’me opět vše do integrálu

G(~x) = − 1

(2π)2

∫ ∞
0

∫ −ik̃r
ik̃r

1

ik̃r sin θ
eα sin θdαdk̃ =

1

(2π)2

∫ ∞
0

∫ ik̃r

−ik̃r

eα

ik̃r
dαdk̃ =

=
1

(2π)2

∫ ∞
0

eik̃r − e−ik̃r

ik̃r
dk̃ =

1

2π2

∫ ∞
0

sin k̃r

k̃r
dk̃ =

∣∣∣∣∣ k̃r = t

rdk̃ = dt

∣∣∣∣∣ =

=
1

2π2r

∫ ∞
0

sin t

t
dt =

1

4πr
.

Posledńı integrál je přesně ten z nápovědy v zadáńı.

Poznámka: Výsledek se lǐśı od správného výsledku (viz skripta rovnice (24)) o mı́nus.
Bohužel tu chybu nikde nem̊užu naj́ıt, takže jestli se to někomu povede, napǐste mi, kde
je.

2. Odvod’te ze vzorce pro potenciál elektrického pole

φ(~x) = − 1

ε0

∫
R3

G (~x− ~x′) ρ (~x′) d3~x′, kde G (~x− ~x′) = − 1

4π |~x− ~x′|
,

vzorec pro intenzitu elektrického pole ~E (~x).

Řešeńı: Intenzita elektrického pole je dána jako

~E(~x) = −gradφ(~x).

Tud́ıž skalárńı potenciál pouze zderivujeme podle souřadnic. Spočtěme to pro souřadnici
x, ostatńı dvě složky budou analogické.

∂

∂x
φ(~x) =

1

4πε0

∂

∂x

∫
R3

ρ(~x′)

|~x− ~x′|
d3~x′ =

1

4πε0

∂

∂x

∫
R3

ρ(~x′)√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

d3~x′ =

=
1

4πε0

∫
R3

ρ(~x′)2(x− x′)

−2
(√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
)3d3~x′ =

= − 1

4πε0

∫
R3

ρ(~x′)(x− x′)
|~x− ~x′|3

d3~x′.

Dohromady tedy máme

~E(~x) =
1

4πε0

∫
R3

ρ(~x′)(~x− ~x′)
|~x− ~x′|3

d3~x′.

3. Využijte výsledku předchoźıho př́ıkladu, tj.

~E(~x) =
1

4πε0

∫
R3

ρ(~x′)(~x− ~x′)
|~x− ~x′|3

d3~x′

a spočtěte elektrickou intenzitu kolem nekonečně dlouhého homogenně nabitého drátu.
(Hint: hustotu náboje můžete volit např́ıklad jako ρ(~x) = λδ(x)δ(y), kde λ ∈ R, ale
vysvětlete proč!)
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Řešeńı: Nejprve diskutujme, proč lze zvolit hustotu náboje jako ρ(~x) = λδ(x)δ(y). Bu-
deme předpokládat, že drát je natažen podél osy z. Náboj je tedy koncentrován jen na
tomto drátu, v celém zbylém prostoru je nulový. Takže hledáme funkci, která je nenulová
pouze na ose z. Což nám přesně zař́ıd́ı dvě delta funkce δ(x)δ(y), prvńı ř́ıká, že nenulová
je rovina x = 0, druhá, že nenulová je rovina y = 0. Pr̊unik těchto rovin je právě osa z. λ
je vhodná konstanta, která popisuje lineárńı hustotu náboje na drátu. Dosad’me všechny
informace do integrálu

~E(~x) =
1

4πε0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

λδ(x′)δ(y′)(x− x′, y − y′, z − z′)(√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

)3dx′dy′dz′.

Integrace přes delta funkce je vždy jednoduchá, např́ıklad při integraci přes x′ dosad́ıme
do integrandu za všechny x′ nulu, a smažeme př́ıslušný integrál. Tedy po integraci přes
delta funkce je elektrická intenzita rovna

~E(~x) =
λ

4πε0

∫ ∞
−∞

(x, y, z − z′)(√
x2 + y2 + (z − z′)2

)3dz′.

Celkem tedy máme poč́ıtat tři integrály, dva z nich jsou ale stejné. Označme x2 + y2 = r2

a poč́ıtejme∫ ∞
−∞

dz′(√
r2 + (z − z′)2

)3 =

∣∣∣∣∣ ζ = z−z′
r

dζ = −dz′

r

−∞→∞ ∞→ −∞

∣∣∣∣∣ =
1

r2

∫ ∞
−∞

dζ√
1 + ζ2

3 =

=

∣∣∣∣∣ ζ = sinhα dζ = coshαdα
∞→∞ −∞→ −∞

∣∣∣∣∣ =
1

r2

∫ ∞
−∞

coshαdα√
1 + sinh2 α

3 =

=
1

r2

∫ ∞
−∞

coshαdα

cosh3 α
=

1

r2

∫ ∞
−∞

dα

cosh2 α
=

=
1

r2
[tanhα]∞−∞ =

2

r2
,∫ ∞

−∞

(z − z′)dz′(√
r2 + (z − z′)2

)3 =

∣∣∣∣∣ ζ = z−z′
r

dζ = −dz′

r

−∞→∞ ∞→ −∞

∣∣∣∣∣ =
1

r2

∫ ∞
−∞

ζdζ√
1 + ζ2

3 = 0.

Druhý integrál je nulový, jelikož jde o pod́ıl liché a sudé funkce, což je lichá funkce, a
integrál liché funkce přes symetrický interval je nulový. Výsledek tedy je

~E(~x) =
λ

2πε0r2
(x, y, 0).

Ještě můžeme spoč́ıtat velikost tohoto vektoru∣∣∣ ~E(~x)
∣∣∣ =

λ

2πε0

√
x2 + y2

r2
=

λ

2πε0r
,

což je známý výsledek, který se dá jednoduše zjistit z Gaußova zákona.
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4. Vyjádřete následuj́ıćı rozložeńı náboje pomoćı δ-funkćı ve tvaru prostorové hustoty ρ(~x)
v zadaných souřadnićıch. Ověřte, jestli∫

R3

ρ(~x)d3~x

dává očekávaný výsledek.

a) Náboj Q rovnoměrně rozložený po povrchu koule s poloměrem R. Použijte sférické
souřadnice.

b) Náboj Q rovnoměrně rozložený na nekonečně tenkém kruhovém disku s poloměrem
R. Použijte válcové souřadnice.

Hint: V b) se dá využ́ıt Heavisidova funkce Θ(x), která se definuje jako

Θ(x) :=

{
0 x < 0
1 x ≥ 0.

Řešeńı: a) Jelikož má být náboj rovnoměrně rozmı́stěn po celé kulové slupce, hustota
náboje nemůže záviset na úhlových parametrech. Poloměr koule je R, tud́ıž chceme, aby
jediný nenulový př́ıspěvek k hustotě náboje byl ve vzdálenosti R od středu, to se dá
dosáhnout pomoćı δ(r −R). Hustota náboje tedy je

ρ(~x) = σδ(r −R),

kde σ ∈ R je vhodná konstanta znač́ıćı konstantńı plošnou hustotu náboje. Celkový náboj
je jednoduše dán jako plošná hustota krát povrch koule, tj. Q = 4πσR2. Ověřme ještě
integrál∫

R3

ρ(~x)d3~x =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞
0

σδ(r −R)r2 sin θdrdϕdθ = σR2

∫ 2π

0

∫ π

0

σθdϕdθ =

= 2πR2

∫ π

0

sin θdθ = 4πσR2.

b) Umı́st́ıme disk do roviny z = 0. V hustotě náboje se tedy objev́ı δ(z). Dál má být náboj
pouze v určité ohraničené oblasti, na což využijeme Heavisidovu funkci Θ(r). Abychom
dostali nenulový př́ıspěvek ze vnitřku disku, muśı být v hustotě náboje Θ(R− r). (Nenu-
lový př́ıspěvek se podle definice má dostat pro R − r ≥ 0, což znamená r ≤ R.) Hustota
náboje tedy je

ρ(~x) = σδ(z)Θ(R− r).
Celkový náboj opět jednoduše spočteme jako povrch disku krát konstantńı plošná hustota,
tedy Q = σπR2. Spočtěme integrál∫

R3

ρ(~x)d3~x =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

σΘ(R− r)δ(z)rdrdzdϕ =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

σΘ(R− r)rdrdϕ =

= 2πσ

∫ ∞
0

Θ(R− r)rdr = 2πσ

∫ R

0

rdr = πσR2.

Integrace přes Heavisideovu funkci prob́ıhá tak, že změńı integračńı meze na interval,
kde je nenulová. V našem př́ıpadě je nenulová pro r ≤ R, tud́ıž horńı mez bude mı́sto
nekonečna R.
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