Paté cviceni z Elektrodynamiky

1. Spoctéte Fourierovu transformaci funkce
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,Hint“: bez dukazu muzete pouzit nasledujici integral
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Reseni: Fourierova transformace je
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Zavedeme sférické souradnice

k, = kcos psinf,
k, = ksinpsind,
k., = kcos#,

kde k € (0,00), ¢ € [0,2m) a6 € [0, 7). Sférické souradnice nezavedeme jen tak bezmyslen-
kovité, ale efektivné je vyuzijeme k usnadnéni vypoctu. Nas souradny systém, pies ktery
integrujeme, zvolime tak, aby vektor EZ mifil vzdy ve sméru vektoru #. Potom totiz bude
uhel mezi vektory kaf pravé thel 0. Diky ¢emuz muzeme psat skalarni soucin vektoru
kaf jako

k- &= krcos 0,

kde r je velikost polohového vektoru Z. Dosadme vse do integralu
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Zavedeme substituci
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pro jeho vypocitani bychom museli invertovat nasi substituci. Misto toho budeme pocitat
J~1, ktery je ddn jako
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Dosad'me opét vie do integralu
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Posledni integral je presné ten z napovédy v zadani.

Pozndmka: Visledek se lisi od sprdvného visledku (viz skripta rovnice (24)) o minus.
Bohuzel tu chybu nikde nemuzu najit, takze jestli se to nékomu povede, napiste mi, kde

Jje.
. Odvod'te ze vzorce pro potencidl elektrického pole
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vzorec pro intenzitu elektrického pole E ().

Reseni: Intenzita elektrického pole je déna jako
E(Z) = —grado(a).

Tudiz skalarni potencial pouze zderivujeme podle souradnic. Spoc¢téme to pro soutadnici
x, ostatni dvé slozky budou analogické.
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Dohromady tedy méame

E(f): 1 \/R?) ,O(SU)(CC—ZU)dg_,,

dreg |z — 2|3

. Vyuzijte vysledku predchoziho prikladu, t;j.

deq |7 — 2|3

a spoctéte elektrickou intenzitu kolem nekoneéné dlouhého homogenné nabitého dratu.
(Hint: hustotu nédboje muzete volit napiiklad jako p(Z) = Ad(x)d(y), kde A € R, ale
vysvétlete proc!)



Resend: Nejprve diskutujme, pro¢ lze zvolit hustotu naboje jako p(Z) = A(z)d(y). Bu-
deme predpokladat, ze drat je natazen podél osy z. Naboj je tedy koncentrovan jen na
tomto dratu, v celém zbylém prostoru je nulovy. Takze hleddme funkci, ktera je nenulova
pouze na ose z. Coz nam presné zaiidi dvé delta funkce 6(x)d(y), prvni ¥ika, Ze nenulova
je rovina z = 0, druhé, ze nenulova je rovina y = 0. Prunik téchto rovin je praveé osa z. A
je vhodna konstanta, kterd popisuje linedrni hustotu nédboje na dratu. Dosad me viechny
informace do integralu
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Integrace pres delta funkce je vzdy jednoduchd, napiiklad pii integraci pres ' dosadime
do integrandu za vSechny 2’ nulu, a smazeme piislusny integral. Tedy po integraci pres
delta funkce je elektricka intenzita rovna
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Celkem tedy mdme pocitat tii integraly, dva z nich jsou ale stejné. Oznaéme x% + 3% = r?
a pocitejme

/°° dz/ | == d=-%

OO( r2+(z—z’)2>3 —00 00 00— —00

_i/“’ . _
_7,2 —oo\/mg_

1 [ coshada

( =sinha d{ = cosh ada

— o0 — OO —00 — —O0 ﬁ oo \/m?) =
1 [®coshada 1 /OO da

r2 | . cosh®a r2 | cosh?a

1
= [tanh o]™ = t

/

(== J(=-%

r s

_ L modde
—00 =00 00— —00 | 2 _mm?’_

0.

/ > (z —2")d2’ B

s =
—o0 ( r2 4+ (z — z’)Q)
Druhy integral je nulovy, jelikoz jde o podil liché a sudé funkce, coz je licha funkce, a
integral liché funkce ptes symetricky interval je nulovy. Vysledek tedy je

—

E(F) = (z,y,0).
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Jesté muzeme spocitat velikost tohoto vektoru
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coz je znamy vysledek, ktery se da jednoduse zjistit z GauBova zakona.



4. Vyjadrete nésledujici rozlozeni ndboje pomoci d-funkei ve tvaru prostorové hustoty p(Z)
v zadanych soutadnicich. Ovérte, jestli

/ p(¥)d3z
R3

a) Néboj @ rovnomérné rozlozeny po povrchu koule s polomérem R. Pouzijte sférické
soutadnice.

dava ocekavany vysledek.

b) Néboj @ rovnomérné rozlozeny na nekone¢né tenkém kruhovém disku s polomérem
R. Pouzijte valcové souradnice.

Hint: V b) se da vyuzit Heavisidova funkce ©(z), kterd se definuje jako
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Resend: a) Jelikoz ma byt naboj rovhomérné rozmistén po celé kulové slupce, hustota
naboje nemuze zaviset na uhlovych parametrech. Polomér koule je R, tudiz chceme, aby
jediny nenulovy prispévek k hustoté naboje byl ve vzdalenosti R od stiedu, to se da
dosdhnout pomoci d(r — R). Hustota naboje tedy je

p(7) = o8(r - R),
kde o € R je vhodnéa konstanta znacici konstantni plosnou hustotu naboje. Celkovy nédboj

je jednoduse dan jako plosna hustota krét povrch koule, tj. Q = 4wroR?. Ovéime jesté
integral
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b) Umistime disk do roviny z = 0. V hustoté ndboje se tedy objevi §(z). D4l ma byt nédboj
pouze v ur¢ité ohranic¢ené oblasti, na coz vyuzijeme Heavisidovu funkci ©(r). Abychom
dostali nenulovy pfispévek ze vnitiku disku, musi byt v hustoté naboje O(R — ). (Nenu-
lovy prispévek se podle definice mé dostat pro R — r > 0, coz znamend r < R.) Hustota
naboje tedy je

p(Z) = 00(2)O(R —1).

Celkovy naboj opét jednoduse spocteme jako povrch disku krat konstantni plosna hustota,
tedy Q = omrR?. Spoctéme integral
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Integrace pres Heavisideovu funkci probihd tak, ze zméni integra¢ni meze na interval,
kde je nenulova. V nasem pripadé je nenulova pro » < R, tudiz horni mez bude misto
nekonecna R.



