Sesté cviceni z Elektrodynamiky
1. Dosadte mocninou fadu -
x) = Z aWy
n=0
do Legendrovy rovnice
(1 = 2%)P(2) — 22P(z) + 1 + 1) A(x) = 0,

kde | € NU{0}, a urcete rekursivni vztah pro koeficienty a'). Jaks j je podminka na ¢islo
n, aby byl pocet nenulovych koeficientu kone¢ny? Napiste explicitni tvar polynomu Py(x)
alfﬁ(x)

Reseni: Dosadime mocninou fadu do rovnice a provedeme derivace

(1—2?) Znn—l 0 "_2—2$Znag)xn_l+l(l+1)Zanl)w”:0.
n=2 n=1 n=0

V prvnich dvou suméch séitame od 2, resp. od 1, jelikoz dvakrat zderivovany linedrni
polynom je nula (resp. zderivovana konstanta je nula). Dale v prvni sumé zménime séitaci
index n — k jako kK = n — 2. Prvni suma tedy bude

Z kE+2)(k+1 a,(glJ)erk
k=0

Podobné zménime sumacni index i v druhé sumé (a prejmenujeme k jako n), rovnice tedy

bude
(1 —a?) Zn—I—Q (n+1) 513_21‘ —2xZn+1 éllx +I(l+1) Zal
n=0 n=0 n=0

Tuto rovnici budeme chapat jako rovnost polynomu. Polynomy jsou si rovny, pokud jsou
si rovny jednotlivé koeficienty u mocnin z. Pro absolutni ¢len a linedrni ¢len to tedy je

[(1+1
20 2a§l) +I(l+1 )aél) =0, = agl) = ——( ;— )a(()l),
2—1(+1
rt: 3. 2a(l) 2a(1l +1l+1a" =0 = aél) = Way).

Koeficient u monomu z" tedy bude

nn+1)—I1+1
" (n+2)(n+1)a£f)+2—n(n—1)a£f)—2nag)+l(l+1)a,(f) =0 = aff)ﬁ = [ ((n—:— 1))(713_—2’_) )]ag).
(1)
Vidime, ze pokud méame zadany hodnoty aél) a agl), pak jsou vSechny dalsi koeficienty déany
pomoci rovnosti (1). Cheeme, aby fesenim byl polynom s koneénym poctem nenulovych
koeficientu. Z rovnosti (1) vidime, ze nutnd podminka je n = [ (I je ¢islo, které cisluje
rovnice, pro ruzné hodnoty [, dostavame rtizné rovnice!). Navic pokud je [ napiiklad sudé,

a my zvolime agl) nenulové, vSsechny dalsi koeficienty ag), kde n je liché, budou nenulové.
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Pomoci tohoto, zkusme uré¢it polynomy P (z) a Py(x). Polynom Py () musi mit koeficient

af) nulovy, tudiz obecné vypada jako

Py(x) = aé2) + a§2)x2.

Zvolme napf. a(()Q) = 1 (toto je volba danad okrajovymi podminkami pro diferencialni

rovnici, nebo normalizaci polynomu), poté

@ @ _[00+1)=22+1)]

= = = -3.
2 = ot O0+D(0+2)
Celkove
Py(z) =1 — 32°.
Podobné pro polynom Ps(z) volime a(()g) =0a a§3) = 1. Druhy nenulovy koeficient je

@_ @ _ [0+ =3B+ @ _ 5

BTN T T e ) T T
a polynom je
)
Psy(x) =z — §x3.

Pozndmka: V tomto prikladu jsme pouzili tzv. Frobeniovu metodu feseni diferencialnich
rovnic. Ta spociva v tom, ze predpokladame feSeni diferencidlni rovnice v podobé moc-
ninné rady. Tuto fadu dosadime do rovnice a pomoci rekursivnich vztahu, které obdrzime,
zjistime koeficienty polynomu. Rovnice i polynomy se casto jmenuji po clovéeku, kdo je
prvné objevil. V tomto pripadé se jedna o Legendrovu rovnici a Legendrovy polynomy.

. Ukazte, ze Legendrovy polynomy jsou na intervalu [—1, 1] ortogondlni, tj. ze pro n # m
plati

/_ PP = 0.

1

Hint: Vyuzijte Legendrovu rovnici.

Reseni: Nejprve si napiSme dvé instance Legendrovy rovnice pro indexy m a n,

d d
e (R R
d d

Prvni rovnici vynédsobme P,,, druhou rovnici vynasobme P,, ziskané rovnice od sebe
odec¢téme a integrujme od —1 do 1, tj.

1 d d 1
= — (1 =2 —P,| P,d )P, P,dx—
/_1dx {( x)dx } x+/_1n(n+ ) T

— /1 d [(1 — x2)ipm] P,dx — /_l m(m + 1)P,, P,dz.
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V prvnim a tfetim integrédlu pouzijeme per partes, konkrétné to rozepisme pro prvni
integral

Dostéavame
1
0= [Pn(l- xQ)P,;}il — / (1—2*)P Pdx — [(1— mz)P,fnPn}i

-1

.t

1 1
+/ (1—2*)P,P.dz + (n(n+1) —m(m+1)) / P, P,dz.

—1 ~1
Druhy se ¢tvrtym c¢lenem se odec¢tou, prvni a tieti clen jsou pii dosazeni mezi nulové,

zbyva tedy
1

P, P,dx.
1

0= (n(n—i—l)—m(m—l—l))/_

Jelikoz m # n, musi byt integral roven nule. Coz jsme chtéli dokazat. Tato vlastnost se
nazyva ortogonalita Legendrovych polynomu.

. Azimutélné symetrické feseni Laplaceovy rovnice pro potenciél ¢(r, 6) ve sférickych soutadnicich
lze zapsat jako linearni kombinace
o

¢(r,0) = Z (Aﬂ”l + Bﬂflfl) Py(cosb),

=0

kde A;, B; € R a Pj(cosf) jsou Legendrovy polynomy. Uvazte sféru s polomérem R, ktera
je nabita na potencial
d 0<fH<Z
= - 20
(R, 0) {—CD 5 <0<m,
kde ® € R. Urcete koeficienty A;, B; v multipélovém rozvoji pro tento pripad. Hint: pro
Legendrovy polynomy plati

1
2
/1 Pl(z)Pk(l’) dz = ol n 1511.3.

Reseni: Jednd se o klasicky pifklad na vyuziti multipélového rozvoje potencidlu. Ten
se ziska TeSenim Laplaceovy rovnice metodou separace proménnych. Pro tento ptiklad
bylo potieba vytesit Laplaceovu rovnici ve sférickych soutradnicich, viz skripta kapitola 5.
Obecné feseni problému tedy jiz mame, jen ho ted musime pouzit na konkrétni piiklad,
tim je v tomto pripadé nabita sféra. Nejprve si rozdélime feSeni na feseni vné sféry ¢ey a
vevniti sféry ¢

NE

Gint (1, 0) = (A’ + Byr"1) P(cos), r <R,

=0

WK

(bext(ra 9) = (Clrl -+ Dﬂailil) PI(COS 6), T 2 R.

l
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Abychom problém vyftesili, musime zjistit koeficienty A;, B;, C; a D;. Pro urceni koeficientt
pouzijeme fyzikalni podminky. Budeme pozadovat, aby s rostouci vzdalenosti sel potencial
do nuly, t;j.

T — 00 Gext(r,0) — 0.

Kdyz se podivdme na tvar ¢e(r,#), vidime, ze to lze zafidit pouze, pokud koeficienty
C; = 0. Podobné, ve sttedu koule musi byt potencial kone¢ny, tudiz pro » = 0 musime
ziskat konecné ¢islo. Z tvaru ¢iy(r, 0) vidime, ze musime zvolit B; = 0. Dohromady mame

Gint (1, 0) ZAZT Py(cos ),

Pext (7, 0) ZDﬂ“ 'P(cos b).

Posledni fyzikalni podminku, kterou na feseni polozime, je chovani na sfére v bodé » = R.
Potencialy vné a vevnitt se zde musi rovnat, navic ze zadani vime, jaky potencial tam je,

¢int(R7 0) = ¢ext(Ra 0) = ¢(R7 9) (2)
Porovnanim jednotlivych ¢lenu v suméach potencidlu dostdavame
AR'=DR"™Y = D= AR™

a potencidly maji tvar

Gint (1, 0) Z At P(cos ),

=0

Pext (7, 0) ZA R =171 P(cos §).
1=0

Zbyva urcit koeficienty A;. Vyjdeme zase z podminky na sfére (2)
¢(R,0) =Y  AR'P(cos).
1=0
Tuto rovnici vynasobime Py(cosf)sinf a zintegrujeme od 0 do 7, tj.
/ d(R,0)Py(cos ) sin0dd = ZAlR / Py(cos ) Py, (cos 0) sin 6d6.
1=0 0
Na levé strané dosadime konkrétni tvar potencidlu na sféte ¢(R, 6)

3 0

@/2 Py(cos ) sin 6d6 — CD/ Py (cos ) sin0d = Z AZRI/ Py(cos 0) Py (cos 8) sin 6d6.
0 p l

Zaved me substituci x = cos#

@/01 Pk(x)d:c—@/ dx—ZAl / () Py(z)dx.



Na pravé strané vyuzije ortogonality Legendrovych polynomu (viz Hint ze zadéani)

1 0
)
& | P z)dx—® [ P.(z)dz = ALR".
/0 % (x)dz /_1 (7)dw T R

Vime, ze Legendrovy polynomy pro liché indexy jsou liché funkce a pro sudé indexy
jsou sudé funkce. Této vlastnosti vyuzijeme. Pokud je Legendruv polynom sudy, tj. plati
Py(—z) = Py(z), poté v prvnim integrélu na levé strané muzeme udélat substituci

r—> -z, 1—--1 , 0—0, dr— —dz

a integraly na levé strané se vyrusi. Proto jsou koeficienty A, pro sudé k, nulové. Pro
liché Legendrovy polynomy plati Py(—x) = —Py(x) a integrdly na levé strané se sectou.
Celkove tedy dostaneme

2k+1
A = T

1
<I>/ Py(z)dz, k je liché,
0

neboli pokud si oznac¢ime k = 2[ — 1

41 -1

1
(I)/ PQZ,l(x)da:‘, leN.
0

Pro urceni koeficientu potrebujeme explicitni tvar Legendrovych polynomu. Prvni tii liché
polynomy jsou

Pl(x) = Z,
1
Psy(x) = 3 (52* — 3z) ,
1
Ps(w) = 2 (63z° — 702”4 15z) .

Integrovanim téchto polynomu muzeme zjistit prvni tii koeficienty v multipélovém rozvoji
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