Osmé cviceni z Elektrodynamiky

1. Uvazte nésledujici model dielektrika: Elektrony v jednorozmérné miizce harmonicky kmi-
taji kolem svych rovnovaznych poloh, tj. vychylka x od rovnovazné polohy spliuje rovnici

m (i + v + wiz) = 0,

kde m je hmotnost elektronu, 7 je tlumici konstanta a wq frekvence vlastnich kmitu. Die-
lektrikum vlozime do elektrického pole s intenzitou E(t) = Fe“!. Vypoctéte indukovany
dipélovy moment P = Nqx, kde N je pocet elektront, a urcete zavislost permitivity € na
frekvenci vnéjsiho pole w.

Reseni: Oznaéme naboj elektronu jako ¢. Na elektron bude v poli pusobit sila
F = qBEe“".

Nasim cilem je tedy vytesit diferencidlni rovnici tvaru

Faqg .

i+ i+ wir = = gt
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Nejprve vytesime homogenni rovnici
i+ i+ wiz = 0.

Charakteristicky polynom je
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Abychom dostali kmitani kolem rovnovaznych poloh, musime predpokladat
v < 2wp.
Obecné feseni homogenni rovnice poté je
2(t) = Ae 3T 3VRE? | Be3t-5VaE—,
Nés ale bude spiSe zajimat partikularni feSeni. Zjistime ho pomoci ansatzu
z(t) = Ce™.
Dosadime do rovnice
CQPe™ 4+ Oy + Cuwie™ = %em.

Hned vidime, ze

E
N=iw a C’(QQ—i—yQ—l—wS):%.

Tudiz partikularni feseni je dano jako
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Obrazek 1: Zavislost permitivity na frekvenci, konstanty jsou voleny jakom =1,¢=1, N =1,
y=1lawy=3.

Permitivitu ziskame ze vztahu
eE(t) =eoE(t) + P(t) =
= goFe“! + Nqz(t) =
Ngeivt
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Permitivita tedy je

N q2
m (iyw + (wf — w?))
Fyzikalni zaveér lze udélat z imaginarni a realné césti permitivity
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Imaginarni ¢ast permitivity souvisi s absorpci. Pokud si permitivity vykreslime v grafu
(viz Obrazek (1)), vidime, ze kolem hodnoty wyp mé imaginarni ¢ast permitivity narust.
To znamena, ze pokud ma elektrické pole podobnou frekvenci, jako je frekvence vlastnich
kmitu elektronu ve mfiizce, tak elektrony absorbuji vice elektrické energie.

2. (1) Nekoneéné dlouhym drétem zacne v ¢ase to = 0 prochazet konstantni proud, tj.
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kde I € R. Najdéte magnetické pole é(f, t) a elektrické pole E(:E, t). Ukazte, ze pro
t — oo obdrzite zndmé vzorce z magnetostatiky (elektrostatiky).

Reseni: Jedn se o prvnf opravdovy elektrodynamicky problém, ktery na cviéeni pocitdme.
Proud uz totiz nezavisi pouze na souradnicich, ale i na ¢ase. Nejprve spocitame vektorovy
potencial, ktery je dan vzorcem
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kde t,e je tzv. retardovany ¢as. Duvod, pro¢ musime uvazit retardovany cas, je nasledujici.
Zajima nas vektorovy potencidl v bodé (Z, t), ale informace se k ndm muze §ifit maximalné
rychlosti svétla. Tudiz drat vidime v ¢ase mensim, protoze informace k nam musi doletét.
Cas je mensi o vzdélenost od dratu délenou rychlost{ sffenf informace. Déle postupujeme
stejné jako ve statickém pripadé, sestavime hustotu proudu a spocitame integral. Drat
polozime na osu z. To zajistime pomoci dvou delta funkei 6(z") a §(y’). Proud bude téct
v kladném sméru osy z, tudiz hustota proudu bude ddna imérna vektoru (0,0,1) = 2.
Na zavér v hustoté proudu bude I(t), celkové
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Zacnéme pocitat vektorovy potencial
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Pojdme se zaméiit na Heavisideovu funkci. Heavisideova funkce je nenulova pouze tedy,
kdyz je jeji argument vétsi nez nula. Tedy
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Vyjadieme z této nerovnosti ¢
te > /12 + (2
2 < (ct)? — 2
¢ < V/(ct)? = r2.
Tato nerovnost nam omezeni integrac¢ni obor, tedy vektorovy potencial je
Gy pol [V
A@t) = 7% e = rve)



Obrazek 2: Znazornéni situace pro t' < t

Tento integral 1ze hezky fyzikélné vysvétlit. Nachazime se v tecce napravo v Obrazku (2)
v case t > 0. (V ¢ase t = 0 zacal probihat proud.) Vidime, Ze plati ¢* = (ct)? — r?, coz
odpovidd mezim integralu. Tedy v ¢ase t k nam doleti informace z Cervené casti dratu,
¢ernou ¢ast dratu uvidime az v dalsich ¢asech. Samotna integrace je jednoducha
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Jelikoz drat neni nabity na zadny elektricky potencial elektrické intenzita je dana jako
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Magnetickd indukee je ddna jako B (Z,t) = rotg(f, t), pro to spoc¢itame nasledujici deri-
vaci
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Celkové bude magneticka indukce nasledujici

S ol 1 y yy/(ct)2 —r2\ | x zy/(ct)2 —r2\ |
B(z,t) = 1 = - .
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Pted porovnanim s elektrostatickym pripadem nejprve jeden komentar. Ve chvili, kdy
pozorovatel poprvé zaznamena zménu v elektrickém proudu ve dratu, tj. v case

.
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obé veliciny diverguji (jelikoz plati (ct)?—r? = 0). Toto ale nejsou fyzikaln{ divergence, ale
jsou dany modelem, ktery jsme pouzili. Pro elektricky proud jsme pouzili Heavisideovu
funkci, ktera je ovSem nespojita. A derivace nespojité funkce v bodé nespojitosti dava
nekonecna. Tento problém se da jednodusSe odstranit spojitym proudem, coz bude taky
domaci kol ke cviceni. Na zavér ukazme, jak se z tohoto elektrodynamického procesu da
udélat elektrostaticky, ¢i magnetostaticky. Jednoduse se budeme chtit zbavit zavislosti na
¢ase, proto cas posleme do nekonecna. Jednoduse si to lze predstavit tak, ze k pozorovateli
dolétla informace z velké ¢asti dratu a ze novy prirustek k polim diky nové informaci je
jiz. zanedbatelny. (Samoziejmeé, ze staticky pfipad muzeme uvazit jen proto, ze po ¢ase
t = 0 je proud opét konstantni). Pocitejme
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Elektricka intenzita je nulova, jelikoz drat neni nabity na zadny potencial a magneticka
indukce by méla byt stejnéd jako ve druhém ptikladé ze sedmého cviceni.

3. Ukazte, ze vzdy lze zvolit potencidly Aa ¢ tak, aby platila Lorenzova kalibrace

- 10
divA+ —=—o¢ = 0.
A + 2 0



Jsou pak potencialy Aa ¢ urceny jednoznacné?
Reseni: Nejprve zavedeme potencidly. Vyjdeme ze dvou Maxwellovych rovnic
divB = 0, rotE = —8,B.
Vime, ze divrot = 0, proto muzeme z prvni rovnice zavést vektorovy potencial A jako

B = rotA.
Toto dosadime do druhé Maxwellovy rovnice a ziskdme
rot (E + 8th) =0.
Déle vime, ze rot grad = 0. Proto muzeme zavést skalarni potencial ¢ jako
E=—0,A— grade.

(Znaménko minus pred gradientem je konvence.) Potencidly ale opét muzeme ménit.
Naprtiklad k vektorovému potencidlu muzeme pricist gradient libovolné funkce f (ktera
mé alespon spojité parcidlni derivace), jelikoz to nezméni magnetickou indukei B:

—, —

A= A+ gradf, (1)

B’ =rotA’ = rot (/Y+ gradf) = B.

Podobné od skalarniho potencialu muzeme odecist casovou derivaci funkce f, jelikoz to
nezméni elektrickou intenzitu E:

¢'=¢—0f, (2)
E = —9,A — grad¢/ = —9,A — d,gradf — grade + gradd, f = —9,A — grad¢ = E.
Pfedpoklddejme ted’, Ze mame potencidly Aa ¢, které nesplnuji Lorenzovu kalibraci, tj.
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Budeme hledat funkci f takovou, aby nové potencidly A’ a ¢/, definované v (1) a (2), jiz
Lorenzovu kalibraci splnovaly, tj.

L1
diVA/ + gat(b/ =0. (3)
Dosad'me potencidly (1) a (2) do rovnice (3)
0 = div (A + grad Lo (6-0
= div ( A+ gradf +C—2t(¢— i f)
- 1 1
0=divA+Af+ 50— 50 f,
c c

Of = —divA — é@tgb. (4)



Dostali jsme parcidlni diferencidlni rovnici pro f. Tudiz, pro libovolné potencialy Aa o,
muzeme najit nové potencidly A" a ¢', které jiz splnuji Lorenzovu kalibraci. Samotnou
funkci f muzeme zjistit napiiklad metodou Greenovy funkce

. 1
F(@t) = — / BT, 7,1, 1) (divA(:E",t’) n —2@/(;5(:?’,15’)) ,
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kde G(Z,7",t,t') je Greenova funkce k d’Alambertovu operatoru, tj. splituje rovnici

0 0 0 10 R N V- /
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Zbyvé vytedit, jestli jsou jiz potencidly dany jednoznacéné. A odpovéd je ne. K funkei f
muzeme totiz kdykoliv pricist funkci g, ktera je feSenim homogenni rovnice

a funkce f' = f + g bude opét fesenim rovnice (4).



