Cviceni ze Specialni relativity 14.4.2020

1. Uvazte mnozinu

SO(3) := {A € Matsy3(R) { AAT =1, det A = 1}.

Jaky geometricky vyznam maji prvky této mnoziny?
Ukazte, ze tato mnozina s maticovym nasobenim tvoii grupu.

Je tato grupa komutativni? Jestli ano, dokazte, pokud ne, dejte protipiiklad (tj.
najdéte dva prvky této grupy, které nekomutuji).

Najdéte infinitesimdlni generatory Lq, Lo a L3 této grupy.
Najdéte komutacni relace mezi infinitesimalnimi generatory.

Ukazte, ze pomoci zobrazeni
o
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infinitesimalni generatory opravdu generuji prvky grupy.

Resent:

a)

Matice 3 x 3 piirozené piisobi na vektory z prostoru R3. Prvni podminka znamen4, 7e
se jedna o ortogonalni transformace, tj. transformace zachovavajici skalarni soucin.
Takovymito transformacemi jsou rotace a zrcadleni. Druhd podminka znamend, ze
transformace zachovava orientaci prostoru. Touto podminkou se odstrani zrcadleni
(jelikoz ty z pravotocivé soustavy udélaji levoto¢ivou a naopak) a zbudou pouze ro-
tace. Tudiz mnozina SO(3) je mnozina rotaci v prostoru R®. Mnozinu SO(3) generujf
nasledujici prvky

cosp —singp 0 cosyp 0 —siney 1 0 0
sin @ cose 0 |, 0 1 0 , 0 cosf —siné
0 0 1 siny 0 cos 0 sinf cos

Prvni matice zadava rotaci o tithel ¢ v roviné xy, to lze vidét jednoduse z maticového
nasobeni

cosp —sing 0 x T cos — ysing
sin ¢ cosp O |- v | =1 ysinp+ycosep
0 0 1 z z

Podobné druha matice zadava rotaci o tthel v v roviné xz a posledni rotaci o thel 6
vV roviné yz.

Nejprve pripomenme definici grupy. Grupa (G, ) je dvojice, kde G je mnozina a - je
binarni operace na mnoziné G, splnujici:

e Uzavienost: Vg1, € G: g1 - g2 € G.

e Asociativita: Vg1,92,95 € G (91-92) 93 = g1 - (g2 - 93)-
Jednotkovy prvek: de € G takovy, ze Vg e G: g-e=g=-¢e-g.

Inverzni prvek: Vg € G, 3h € G takovy, ze g-h=e=h-g.



Pojdme tedy dokazat, ze mnozina SO(3) tvoif grupu. Uzavienost plyne jednoduse
z geometrické predstavy, slozeni dvou rotaci je samoziejmé opét rotace. Asociativita
plyne z asociativity maticového nasobeni. Jednotkovy prvek je jednotkova matice
1 a inverzni prvek vzdy existuje, jelikoz vSechny matice v SO(3) maji nenulovy
determinant. Mnozina SO(3) je tedy grupa.

Grupa G je komutativni, pokud plati

Vg1, € G gi-92 =92 g1

Grupa SO(3) neni komutativni jelikoz napiiklad pro matice

0 -1 0 00 —1
A= 1 00, B=|101 0],
0 01 10 O
plati
0 -1 0 0 0 -1
A-B=[0 0 -1 |#|l1 0 0]=B-A
1 0 0 0 -1 0

Maticové grupy mivaji casto velmi slozitou strukturu, proto se casto pracuje s jed-
nodussimi maticemi, které v urcitém smyslu grupu generuji. Témto maticim se fika
infinitesimalni generatory. Jejich nalezeni spociva v tom, Ze generatory rozvedeme
do Taylorovy fady a ponechame pouze linedrni fad. Konkrétné pro rotace v roviné
xy:

cosp —sing 0 1—20%+... —p+34—... 0
sin ¢ cosp 0 | = go—%g03+.. 1—%@2+... 0| =
0 0 1 0 0 1
1 —¢p 0 0 —p 0
~|l ¢ 1 0 |=14+(¢ 0 0
0 0 1 0 0 0
Oznacme
0 -1 0
L= 1 0 O
0 0 0

Matice L, je pravé hledany infinitesimalni generator pro rotace v roviné zy. Podobné
muzeme najit infinitesimalni generatory i pro rotace v rovinach xz a yz
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Nasobeni matic je obecné nekomutativni. Pro ur¢ité matice A a B vSak muze platit
A-B = B - A (napiiklad pro dva skalarni nasobky jednotkové matice). Miru, jak
moc spolu dvé matice (ne)komutuji, meéfi tzv. komutétor

[A,B] .= AB — BA.
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Pokud [A, B] = 0, pak matice spolu komutuji. Pro komutétor plati
[A, B] = —[B, A].

Pojd'me spocitat komutdtory pro nase matice L;,

00 O 0 0 O 00 O
[Ll,LQ] = L1L2 - L2L1 == 0 O -1 - 0 0 O = 0 0 -1 == Lg,
00 O 0 -1 0 01 0
0 -1 0
[Ly,Ls) = LoLs —LsLo=|( 1 0 0 | =L,
0 0 0
00 —1
[Ls,Ly] = LsLy — L1Ls=| 0 0 0 | =L,.
0o 0

Ziskané vztahy muzeme kompaktné zapsat jako

[Li, Lj] = €, Ly.

ij
Vidime, ze infinitesimalni generatory maji néjakou strukturu. Této struktufte se iika
Lieova algebra. Daéle ji vsak zkoumat nebudeme.

f) Ted ukdzeme, jak se z infinitesimédlnich generdtoru daji vytvofit zpét generdtory
grupy a proc tedy staci pracovat pouze s infinitesimalnimi generatory. Provedeme to
pouze pro infinitesimalni generator L;. Vyjdeme z exponencidlniho zobrazeni

=\ Lo 1 1 1

Lip __ “1r 0

e _; =1 +L1g0+2L190 +3L1<p +4L1g0 ...
Nultou mocninu matice definujeme jako
LY =1.

Dalsi mocniny musime spocitat
-1 0 0 0 10 1 00
=10 -10|, 3= -100], Li=({010
0 0 0 0 00 000

Jednoduse vidime, ze L} = Ly, jelikoz LT mé dvé jednicky na diagondle. Ve do-
sadime do exponencialniho zobrazeni a ziskame

1- 124 Lot _90_;_ '¢ +. 0 cosp —sing 0
olv — o — 2P+ .. 1— 20+ ¢t L0 )= sing  cosp 0
0 0 1 0 0 1

2. Uvazte ¢asoprostor s jednim prostorovym smérem (tj. dvoudimenzionalni Minkowskiho
prostor R™!). Poincarého transformace je dvojice (a, A), kde a je (¢asoprostorovd) translace
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a A je Lorentzova transformace (v tomto piipadé jen boost). Vektor a# := (ct, x) se trans-
formuje jako
" = Aa¥ + ot

Pomoci tohoto transformac¢niho pravidla nadefinujte sklddani (tj. operaci o) dvou Poin-
carého transformaci, tj. napiste, ¢emu se rovna

(a',A") o (a, ).

D4l ukazte, ze mnozina vSech Poicarého transformaci spolecné s operaci o tvoii grupu.

Reseni: Nadefinujeme nejprve skladan{ transformaci. Pokud prvni rovnici aplikujeme
dvakrat, tak ziskdme

P = A;fx’“ +a?f = Aif (AEz” +at) + a? = A’;Affx” + A’ja“ +a”.
Pro jednoduchost vynechame indexy a transformaci muzeme prepsat jako
(@', A" o (a,N) (z) = (a/,N')(Ax +a) = N'Az + Na+d.
Odtud jednoduse odvodime
(@', A")o(a,A) = (Na+d,NA). (1)

Dal dokazeme, ze mnozina Poincarého transformaci tvori grupu. Nejprve najdeme jed-
notkovy prvek. Jednotkovy prvek e = (a, A) spliuje

(a,A)(z) = Az +a = .

Tudiz jednotkovy prvek je
e=(0,1).

D4l najdeme k prvku (a, A) inverzni prvek (a’, A’). Musi platit

(@', A) o (a,A) = (0,1),
(NMa+d ,ANN)=(0,1)=N=A"d=-A",
(a,A)' = (=A""a, A7)

Dal ovérime asociativitu. Musi platit
((a”",A") o (a',A") o (a,A) = (a",AN") o ((a',A") o (a,N)).
Levé strana je
LHS = (A"d’ +ad",A"AN) o (a,A) = (A"Na+ N'd +d",AN"N'A).
A prava strana je
RHS = (a",A") o (N'a+d',A'A) = (A"Na+ N'd' +a”, A"A'A) .

4



Vidime, ze oba konecné vysledky jsou stejné, proto je operace o asociativni. Na zavér
ovérime uzavienost. Pro to ale nejprve budeme potiebovat explicitni tvar matice Lorent-
zova boostu A a (dva)vektoru a

v 0
A= Ufy ny ) a= al )
e a

kde a® > 0 (zajimaji nés pouze translace, které mif{ z minulosti do budoucnosti), (ao)2 —
(a')® > 0 (omezime se pouze na casupodobné vektory), v je rychlost a

7= —— 2

02

c2
Z nerovnosti se da dale jednoduse ziskat, ze
a’ > a'. (3)

Pro ovéfeni uzavienosti potiebujeme ukéazat, ze v rovnici (1) je A'a + o’ (dva)vektor a
A’A matice Lorentzova boostu. Explicitni tvar (dva)vektoru je

v 0 10 0 v 1 10
! = (7 a a’ N\ _ [ ya + v +a
Hova= ( A ) (al ) +(a’1 ) B ( 2ya’ + a0’ + o )
Nejprve ukazeme, ze nulova slozka je vétsi nez nula, tj.
?
<7a0 + Eval + a'O) > 0.
c

Toto plyne z

v
a®>0, —-<1 a a’>d,
c

(je dulezité nezapomenou, Ze a' muze byt i zdporné). Déle ukdzeme casupodobnost, tj.
v 2 v 22
(7&0 + —ya' + a’0> — (—fyao + ya' + a’1> > 0.
c c

Roznésobime zavorky

2 2
2 (a0)2 4 2_72 (a1)2 i (a/0)2 4 272%a0a1 + 2va%a® + 2%7a1a/0 _ 2_272 (a0)2 _
2 (a1)2 _ (a'1)2 _ 272%0@1 _ 2%%10&/1 — 2valdt =

v? v? v v
= A2 (a0)2 <1 — g> — 2 (a1)2 (1 — 0—2) + (a’0)2 — (a’1)2 + 2y (aoa’O + Eala’O - ana’l
Z (2) plati
2 1
1 — g - ?’

(a0)2 - (a1)2 + (a'0)2 - (a'l)Q + 2y (aoa'0 + %ala'o — 20t — ala”) ; 0.

— ala”) )



2 () >0,

Kvuli ¢asupodobnosti (dva)vektoru plati
(o) = (a') >0, (")
proto staci ukézat
aoa/0+2a1a/o_ﬁaoa/1 1 /1}0
c c
Zde vyuzijeme nerovnost (3) a budeme zmensovat
a%a” 4+ Lalq — Y0t — atat > atat + 2 Yalat — Yt — atyt = 0.
c c c c
Pro dokonc¢eni dukazu uzavienosti potiebujeme jesté ukéazat, ze A’A je opét Lorentzuv
boost, oznacme ho jako A
- 5 Uz
NA=A= ( g )
ER A
/ + /
Iy e )
v v :

Vynasobme matice boostu
Y Ly v Yy ,

c v c — ¢

)(ﬂ 7) W(% .

A/A - ( /
”U?,y/ /y/
Nasim cilem je ziskat tvar 7 a v. Zactnéme upravovat diagonalni prvky matice, které by

se mély rovnat y
()= e =
Ty|{lt— )= =

1+ % B 1+C—2 B
wwv Semo-g ) ()
N s
1_ V' Tv
(1)’
(4)

Z tvaru v vycteme, ze
. v+
U= Ty
C2
Jesté zbyva ovérit, ze ziskané 4 a v je konzistentni i s mimodiagonalnimi prvky ma-
tice A, ale to je uz jednoduché. Z celého prikladu, i kdyz byl ryze matematicky, plyne
jeden fyzikalni zavér, a tim je rovnice (4), jednd se totiz o predpis pro relativistické
Y

skladani rychlosti. Tento fyzikalni zavér jsme vSak ziskali jen z toho, ze Poincarého grupa

je uzaviend vzhledem k operaci o



