
Cvičeńı ze Speciálńı relativity 14.4.2020

1. Uvažte množinu

SO(3) :=
{
A ∈ Mat3×3(R)

∣∣ AAT = 1, detA = 1
}
.

a) Jaký geometrický význam maj́ı prvky této množiny?

b) Ukažte, že tato množina s maticovým násobeńım tvoř́ı grupu.

c) Je tato grupa komutativńı? Jestli ano, dokažte, pokud ne, dejte protipř́ıklad (tj.
najděte dva prvky této grupy, které nekomutuj́ı).

d) Najděte infinitesimálńı generátory L1, L2 a L3 této grupy.

e) Najděte komutačńı relace mezi infinitesimálńımi generátory.

f) Ukažte, že pomoćı zobrazeńı

eLit :=
∞∑
n=0

Lni t
n

n!

infinitesimálńı generátory opravdu generuj́ı prvky grupy.

Řešeńı:

a) Matice 3×3 přirozeně p̊usob́ı na vektory z prostoru R3. Prvńı podmı́nka znamená, že
se jedná o ortogonálńı transformace, tj. transformace zachovávaj́ıćı skalárńı součin.
Takovýmito transformacemi jsou rotace a zrcadleńı. Druhá podmı́nka znamená, že
transformace zachovává orientaci prostoru. Touto podmı́nkou se odstrańı zrcadleńı
(jelikož ty z pravotočivé soustavy udělaj́ı levotočivou a naopak) a zbudou pouze ro-
tace. Tud́ıž množina SO(3) je množina rotaćı v prostoru R3. Množinu SO(3) generuj́ı
následuj́ıćı prvky cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0
0 0 1

 ,

 cosψ 0 − sinψ
0 1 0

sinψ 0 cosψ

 ,

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 .

Prvńı matice zadává rotaci o úhel ϕ v rovině xy, to lze vidět jednoduše z maticového
násobeńı  cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0
0 0 1

 ·
 x

y
z

 =

 x cosϕ− y sinϕ
y sinϕ+ y cosϕ

z

 .

Podobně druhá matice zadává rotaci o úhel ψ v rovině xz a posledńı rotaci o úhel θ
v rovině yz.

b) Nejprve připomeňme definici grupy. Grupa (G, ·) je dvojice, kde G je množina a · je
binárńı operace na množině G, splňuj́ıćı:

� Uzavřenost: ∀g1, g2 ∈ G : g1 · g2 ∈ G.

� Asociativita: ∀g1, g2, g3 ∈ G : (g1 · g2) · g3 = g1 · (g2 · g3).
� Jednotkový prvek: ∃e ∈ G takový, že ∀g ∈ G : g · e = g = e · g.

� Inverzńı prvek: ∀g ∈ G, ∃h ∈ G takový, že g · h = e = h · g.
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Pojd’me tedy dokázat, že množina SO(3) tvoř́ı grupu. Uzavřenost plyne jednoduše
z geometrické představy, složeńı dvou rotaćı je samozřejmě opět rotace. Asociativita
plyne z asociativity maticového násobeńı. Jednotkový prvek je jednotková matice
1 a inverzńı prvek vždy existuje, jelikož všechny matice v SO(3) maj́ı nenulový
determinant. Množina SO(3) je tedy grupa.

c) Grupa G je komutativńı, pokud plat́ı

∀g1, g2 ∈ G : g1 · g2 = g2 · g1.

Grupa SO(3) neńı komutativńı jelikož např́ıklad pro matice

A =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 , B =

 0 0 −1
0 1 0
1 0 0

 ,

plat́ı

A ·B =

 0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

 6=
 0 0 −1

1 0 0
0 −1 0

 = B · A.

d) Maticové grupy mı́vaj́ı často velmi složitou strukturu, proto se často pracuje s jed-
nodušš́ımi maticemi, které v určitém smyslu grupu generuj́ı. Těmto matićım se ř́ıká
infinitesimálńı generátory. Jejich nalezeńı spoč́ıvá v tom, že generátory rozvedeme
do Taylorovy řady a ponecháme pouze lineárńı řád. Konkrétně pro rotace v rovině
xy:  cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0
0 0 1

 =

 1− 1
2
ϕ2 + . . . −ϕ+ 1

6
ϕ3 − . . . 0

ϕ− 1
6
ϕ3 + . . . 1− 1

2
ϕ2 + . . . 0

0 0 1

 ≈
≈

 1 −ϕ 0
ϕ 1 0
0 0 1

 = 1 +

 0 −ϕ 0
ϕ 0 0
0 0 0

 .

Označme

L1 :=

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Matice L1 je právě hledaný infinitesimálńı generátor pro rotace v rovině xy. Podobně
můžeme naj́ıt infinitesimálńı generátory i pro rotace v rovinách xz a yz

L2 :=

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 , L3 :=

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 .

e) Násobeńı matic je obecně nekomutativńı. Pro určité matice A a B však může platit
A · B = B · A (např́ıklad pro dva skalárńı násobky jednotkové matice). Mı́ru, jak
moc spolu dvě matice (ne)komutuj́ı, měř́ı tzv. komutátor

[A,B] := AB −BA.
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Pokud [A,B] = 0, pak matice spolu komutuj́ı. Pro komutátor plat́ı

[A,B] = −[B,A].

Pojd’me spoč́ıtat komutátory pro naše matice Li,

[L1, L2] = L1L2 − L2L1 =

 0 0 0
0 0 −1
0 0 0

−
 0 0 0

0 0 0
0 −1 0

 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 = L3,

[L2, L3] = L2L3 − L3L2 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 = L1,

[L3, L1] = L3L1 − L1L3 =

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 = L2.

Źıskané vztahy můžeme kompaktně zapsat jako

[Li, Lj] = ε k
ij Lk.

Vid́ıme, že infinitesimálńı generátory maj́ı nějakou strukturu. Této struktuře se ř́ıká
Lieova algebra. Dále ji však zkoumat nebudeme.

f) Ted’ ukážeme, jak se z infinitesimálńıch generátor̊u daj́ı vytvořit zpět generátory
grupy a proč tedy stač́ı pracovat pouze s infinitesimálńımi generátory. Provedeme to
pouze pro infinitesimálńı generátor L1. Vyjdeme z exponenciálńıho zobrazeńı

eL1ϕ =
∞∑
n=0

Ln1ϕ
n

n!
= L0

1 + L1ϕ+
1

2
L2
1ϕ

2 +
1

3!
L3
1ϕ

3 +
1

4!
L4
1ϕ

4 + . . . .

Nultou mocninu matice definujeme jako

L0
1 = 1.

Daľśı mocniny muśıme spoč́ıtat

L2
1 =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , L3
1 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 , L4
1 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Jednoduše vid́ıme, že L5
1 = L1, jelikož L4

1 má dvě jedničky na diagonále. Vše do-
sad́ıme do exponenciálńıho zobrazeńı a źıskáme

eL1ϕ =

 1− 1
2
ϕ2 + 1

4!
ϕ4 + . . . −ϕ+ 1

3!
ϕ3 + . . . 0

ϕ− 1
3!
ϕ3 + . . . 1− 1

2
ϕ2 + 1

4!
ϕ4 + . . . 0

0 0 1

 =

 cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 .

2. Uvažte časoprostor s jedńım prostorovým směrem (tj. dvoudimenzionálńı Minkowskiho
prostor R1,1). Poincarého transformace je dvojice (a,Λ), kde a je (časoprostorová) translace
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a Λ je Lorentzova transformace (v tomto př́ıpadě jen boost). Vektor xµ := (ct, x) se trans-
formuje jako

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ.

Pomoćı tohoto transformačńıho pravidla nadefinujte skládáńı (tj. operaci ◦) dvou Poin-
carého transformaćı, tj. napǐste, čemu se rovná

(a′,Λ′) ◦ (a,Λ).

Dál ukažte, že množina všech Poicarého transformaćı společně s operaćı ◦ tvoř́ı grupu.

Řešeńı: Nadefinujeme nejprve skládáńı transformaćı. Pokud prvńı rovnici aplikujeme
dvakrát, tak źıskáme

x′′ρ = Λ′ρµ x
′µ + a′ρ = Λ′ρµ (Λµ

νx
ν + aµ) + a′ρ = Λ′ρµΛµ

νx
ν + Λ′ρµ a

µ + a′ρ.

Pro jednoduchost vynecháme indexy a transformaci můžeme přepsat jako

(a′,Λ′) ◦ (a,Λ) (x) = (a′,Λ′) (Λx+ a) = Λ′Λx+ Λ′a+ a′.

Odtud jednoduše odvod́ıme

(a′,Λ′) ◦ (a,Λ) = (Λ′a+ a′,Λ′Λ) . (1)

Dál dokážeme, že množina Poincarého transformaćı tvoř́ı grupu. Nejprve najdeme jed-
notkový prvek. Jednotkový prvek e = (a,Λ) splňuje

(a,Λ)(x) = Λx+ a
!

= x.

Tud́ıž jednotkový prvek je

e = (0,1).

Dál najdeme k prvku (a,Λ) inverzńı prvek (a′,Λ′). Muśı platit

(a′,Λ′) ◦ (a,Λ) = (0,1),

(Λ′a+ a′,Λ′Λ) = (0,1)⇒ Λ′ = Λ−1, a′ = −Λ−1,

(a,Λ)−1 =
(
−Λ−1a,Λ−1

)
.

Dál ověř́ıme asociativitu. Muśı platit

((a′′,Λ′′) ◦ (a′,Λ′)) ◦ (a,Λ) = (a′′,Λ′′) ◦ ((a′,Λ′) ◦ (a,Λ)) .

Levá strana je

LHS = (Λ′′a′ + a′′,Λ′′Λ′) ◦ (a,Λ) = (Λ′′Λ′a+ Λ′′a′ + a′′,Λ′′Λ′Λ) .

A pravá strana je

RHS = (a′′,Λ′′) ◦ (Λ′a+ a′,Λ′Λ) = (Λ′′Λ′a+ Λ′′a′ + a′′,Λ′′Λ′Λ) .

4



Vid́ıme, že oba konečné výsledky jsou stejné, proto je operace ◦ asociativńı. Na závěr
ověř́ıme uzavřenost. Pro to ale nejprve budeme potřebovat explicitńı tvar matice Lorent-
zova boostu Λ a (dva)vektoru a

Λ =

(
γ v

c
γ

v
c
γ γ

)
, a =

(
a0

a1

)
,

kde a0 > 0 (zaj́ımaj́ı nás pouze translace, které mı́̌ŕı z minulosti do budoucnosti), (a0)
2−

(a1)
2
> 0 (omeźıme se pouze na časupodobné vektory), v je rychlost a

γ =
1√

1− v2

c2

. (2)

Z nerovnost́ı se dá dále jednoduše źıskat, že

a0 > a1. (3)

Pro ověřeńı uzavřenosti potřebujeme ukázat, že v rovnici (1) je Λ′a + a′ (dva)vektor a
Λ′Λ matice Lorentzova boostu. Explicitńı tvar (dva)vektoru je

Λ′a+ a′ =

(
γ v

c
γ

v
c
γ γ

)(
a0

a1

)
+

(
a′0

a′1

)
=

(
γa0 + v

c
γa1 + a′0

v
c
γa0 + γa1 + a′1

)
.

Nejprve ukážeme, že nulová složka je větš́ı než nula, tj.(
γa0 +

v

c
γa1 + a′0

)
?
> 0.

Toto plyne z

a′0 > 0,
v

c
< 1 a a0 > a1,

(je d̊uležité nezapomenou, že a1 může být i záporné). Dále ukážeme časupodobnost, tj.(
γa0 +

v

c
γa1 + a′0

)2
−
(v
c
γa0 + γa1 + a′1

)2 ?
> 0.

Roznásob́ıme závorky

γ2
(
a0
)2

+
v2

c2
γ2
(
a1
)2

+
(
a′0
)2

+ 2γ2
v

c
a0a1 + 2γa0a′0 + 2

v

c
γa1a′0 − v2

c2
γ2
(
a0
)2−

− γ2
(
a1
)2 − (a′1)2 − 2γ2

v

c
a0a1 − 2

v

c
γa0a′1 − 2γa1a′1 =

= γ2
(
a0
)2(

1− v2

c2

)
− γ2

(
a1
)2(

1− v2

c2

)
+
(
a′0
)2 − (a′1)2 + 2γ

(
a0a′0 +

v

c
a1a′0 − v

c
a0a′1 − a1a′1

)
.

Z (2) plat́ı

1− v2

c2
=

1

γ2
,

tud́ıž nerovnice má tvar(
a0
)2 − (a1)2 +

(
a′0
)2 − (a′1)2 + 2γ

(
a0a′0 +

v

c
a1a′0 − v

c
a0a′1 − a1a′1

)
?
> 0.
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Kv̊uli časupodobnosti (dva)vektor̊u plat́ı(
a0
)2 − (a1)1 > 0,

(
a′0
)2 − (a′1)1 > 0,

proto stač́ı ukázat

a0a′0 +
v

c
a1a′0 − v

c
a0a′1 − a1a′1

?

≥ 0.

Zde využijeme nerovnost (3) a budeme zmenšovat

a0a′0 +
v

c
a1a′0 − v

c
a0a′1 − a1a′1 > a1a′1 +

v

c
a1a′1 − v

c
a1a′1 − a1a′1 = 0.

Pro dokončeńı d̊ukazu uzavřenosti potřebujeme ještě ukázat, že Λ′Λ je opět Lorentz̊uv
boost, označme ho jako Λ̃,

Λ′Λ = Λ̃ =

(
γ̃ ṽ

c
γ̃

ṽ
c
γ̃ γ̃

)
.

Vynásobme matice boost̊u

Λ′Λ =

(
γ′ v′

c
γ′

v′

c
γ′ γ′

)(
γ v

c
γ

v
c
γ γ

)
= γ′γ

(
1 + v′v

c2
v+v′

c
v+v′

c
1 + v′v

c2

)
.

Našim ćılem je źıskat tvar γ̃ a ṽ. Začněme upravovat diagonálńı prvky matice, které by
se měly rovnat γ̃

γ′γ

(
1 +

v′v

c

)
=

1√
1− v′2

c2

√
1− v2

c2

(
1 +

v′v

c2

)
=

1 + v′v
c2√

1− v′2

c2
− v2

c2
+ v′2v2

c4

=

=
1 + v′v

c√
1 + 2v

′v
c2

+ v′2v2

c4
− v′2

c2
− 2v

′v
c2
− v2

c2

=
1 + v′v

c2√(
1 + v′v

c2

)2 − (v′+v
c

)2 =

=
1√

1− (v′+v)2

c2(1+ v′v
c2

)
2

≡ γ̃.

Z tvaru γ̃ vyčteme, že

ṽ =
v′ + v

1 + v′v
c2

. (4)

Ještě zbývá ověřit, že źıskané γ̃ a ṽ je konzistentńı i s mimodiagonálńımi prvky ma-
tice Λ̃, ale to je už jednoduché. Z celého př́ıkladu, i když byl ryze matematický, plyne
jeden fyzikálńı závěr, a t́ım je rovnice (4), jedná se totiž o předpis pro relativistické
skládáńı rychlost́ı. Tento fyzikálńı závěr jsme však źıskali jen z toho, že Poincarého grupa
je uzavřená vzhledem k operaci ◦.
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