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Př́ıklad – Helmholtzova rovnice

Uvažujme stacionárńı formu skalárńı homogenńı vlnové rovnice

∆U − 1

c2

∂2U

∂t2
= 0.

Stacionarita předpokládá časově ustálený stav, o kterém u vlnové rovnice v́ıme, že je realizován harmonickým
řešeńım U(x , t) = u(x ) exp(iωt). Dosazeńım tohoto ansatzu vskutku odstrańıme z rovnice časovou závislost a
dostáváme Helmholtzovu rovnici

∆u+
ω2

c2
u = 0.

Protože je vlnová rovnice lineárńı, lze se na Helmholtzovu rovnici d́ıvat také jako na rovnici pro jednu frekvenčńı
kopmonentu časově proměnného pole, neboť obecně

U(x , t) =
∑
ω

uω(x ) exp(iωt)

Obecné časově proměnné pole pak můžeme źıskat tak, že provedeme větš́ı množstv́ı stacionárńıch simulaćı pro
r̊uzné frekvence a ty potom v prostoru slož́ıme s váhami, které źıskáme jako komponenty Fourierova rozvoje
bud́ıćıho pulzu.
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Sestavme nyńı slabou formulaci úlohy s Helmholtzovou rovnićı:∫
Ω

(
∆u+

ω2

c2
u

)
dΩ = 0.

Dosazeńım operátoru L(u) ≡ ∆u+ (ω2/c2)u do funkcionálu MKP, přičemž u(x ) =
∑
u[i]N [i], dostáváme

j :
∑
i

u[i]

∫
∂Ω
N [j]∇N [i]dW −

∑
i

u[i]

∫
Ω

[
∇N [i]∇N [j]− ω2

c2
N [j]N [i]

]
dΩ = 0.

Prvńı integrál opět představuje př́ıspěvek od okrajových podmı́nek a druhý od samotného operátoru Helmholtzovy
rovnice.

j

i

L
R

l

r K diagonálńı člen̊um Kii budou přisṕıvat všechny elementy, obsahuj́ıćı uzel i.

K nediagonálńım člen̊um Kij přispěj́ı vždy pouze dva elementy, které oba uzly
i, j obsahuj́ı.
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Sestaveńı rovnic ve 2D

Pro diagonálńı integrál Kii plat́ı

Kii =
∑

Tk∈suppN [i]

∫
Tk

(
∇N [i] ·∇N [i]− ω2

c2
N [i]N [i]

)
dS,

přičemž ∫
Tk

(
∇NTk [i] ·∇NTk [i]− ω2

c2
NTk [i]NTk [i]

)
dS =

=−
(

1

–2Sk

)2 ω2

c2
k

{
(yl − yr)2I(2, 0) + (xr − xl)2I(0, 2) + 2(yl − yr)(xr − xl)I(1, 1)+

+ 2(yl − yr)(xlyr − xryl)I(1, 0) + 2(xr − xl)(xlyr − xryl)I(0, 1)+

+
[
(xlyr − xryl)2 −

c2
k

ω2
[(yl − yr)2 + (xr − xl)2]

]
I(0, 0)

}
,

kde uzly l, r jsou v tomto př́ıpadě zbývaj́ıćı dva uzly vyhodnocovaného elementu, plat́ı Tk(i, l, r).
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Obdobně, pro nediagonálńı členy plat́ı

Kij =

∫
Lj

+

∫
Rj

(
∇N

( )
i ·∇N

( )
j −

ω2

c2
N

( )
i N

( )
j

)
dΩ ≡ Il + Ir.

Odtud,

Iv = −
(

1

2SV

)2 ω2

c2
k

{
(yv − yj)(yi − yv)I(2, 0) + (xj − xv)(xv − xi)I(0, 2)+

+
[
(yv − yj)(xv − xi) + (yi − yv)(xj − xv)

]
I(1, 1)+

+
[
(yv − yj)(xiyv − xvyi) + (yi − yv)(xvyj − xjyv)

]
I(1, 0)+

+
[
(xj − xv)(xiyv − xvyi) + (xv − xi)(xvyj − xjyv)

]
I(0, 1)+

+
[
(xvyj − xjyv)(xiyv − xvyi)−

c2
k

ω2
[(yv − yj)(yi − yv) + (xj − xv)(xv − xi)]

]
I(0, 0)

}
,

kde př́ıspěvek pro levý a pravý trojúhelńık źıskáme jako Il = Iv≡l a Ir = Iv≡r.
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Helmholtzova rovnice - okrajové podmı́nky

Na závěr prozkoumejme možné okrajové podmı́nky pro Helmholtzovu rovnici. Dirichletova podmı́nka předepisuje
amplitudu vybrané frekvenčńı komponenty v daném mı́stě hranice. Homogenńı Neumannova podmı́nka představuje
plně odrazivou hranici. Posledńı podmı́nka, kterou je vhodné připravit, je pak hranice volně vlněńı propouštěj́ıćı.
Tuto podmı́nku lze však realizovat pouze přibližně, a to např́ıklad takto: uvažujme rovinnou vlnu

u = u0 exp(ik · x).

Má-li taková vlna volně proj́ıt hranićı, muśı být jej́ı gradient

∇u = uoik exp(ik · x) = iku

rovnoběžný s normálou k této hranici. Přenásob́ıme-li obě strany rovnice normálou n,

∇u · n ≡ un = ik · nu

vede požadavek rovnoběžnosti obou vyskytuj́ıćıch se vektor̊u na podmı́nku k · n = |k||n| a tedy

∂Ω : un =
2πi

λ
u,

což je podmı́nka smı́̌seného typu. Protože tato podmı́nka zajǐsťuje, že vlněńı bude procházet kolmo každou
př́ıslušnou část́ı okraje úlohy, je velmi d̊uležité konstruovat tvar hranice pro numerickou simulaci v souladu s
předpokládáným pr̊uběhem analytického řešeńı úlohy.

Jinou možnost́ı je k hranici, kterou má vlna simulovaný objem opouštět, přidat několik vrstev prostřed́ı, ve
kterém gradientně budeme zvyšovat útlum prostřed́ı. Při vhodném nastaveńı se téměř žádná energie nevrát́ı zpět
do simulovaného objemu a vlna efektivně prostřed́ı volně opust́ı (nezávisle na směru letu v̊uči hranici).


